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PROPAGATION  ET  LA  POLARISATION  DE  LA  LUMIÈRE 
DANS    LES    CRISTAUX; 

Par  M.  Emile  SARRAU, 

Sous- Ingénieur  des  Manufactures  de  l'État. 


PREMIER   MEMOIRE. 


La  théorie  mathématique  des  phénomènes  optiques  produits  par  les 
cristaux  nous  parait  reposer  sur  deux  principes  fondamentaux  : 

i°  La  modification  périodique  de  l'éther  dans  les  milieux  cristallisés; 

2°  La  modification  spéciale  qu'éprouve  la  constitution  de  l'éther  par 
suite  de  la  symétrie  propre  au  milieu  cristallisé. 

C'est  à  ce  double  point  de  vue  que  nous  recherchons  dans  ce  Mé- 
moire quelques  propriétés  très-générales  des  équations  qui  régissent 
les  vibrations  de  l'éther  renfermé  clans  un  cristal,  réservant  pour  un 
nouveau  travail  l'analyse  des  conséquences  qui  en  résultent  pour 
l'étude  des  phénomènes. 

C'est  Cauchy  qui  a  indiqué  le  premier  l'influence  des  perturbations 
dues  à  la  constitution  périodique  de  l'éther.  L'illustre  géomètre  a  créé 
ainsi  un  principe  nouveau,  fécond  en  conséquences,  et  vraisembla- 
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blement  destiné  à  donner  la  solution  des  problèmes  qui,  depuis  Fres- 
nel,  ont  si  souvent  occupé  les  géomètres  et  les  physiciens.  Il  impor- 
tait cependant  de  donner  aux  équations  qu'il  a  obtenues  une  forme 
plus  explicite  et  de  les  compléter  par  des  termes  qu'il  néglige  et  qui 
ont  une  influence  sensible.  Nous  essayons  de  le  faire  dans  le  premier 
Chapitre  de  ce  Mémoire. 

Le  second  est  consacré  à  l'étude  des  modifications  qu'éprouvent  les 
équations  des  mouvements  vibratoires  par  suite  de  la  symétrie  cristal- 
line. Nous  prenons  comme  point  de  départ  les  belles  Études  cristallo- 
graphiques  de  Bravais.  Suivant  sa  théorie,  un  cristal  est  caractérisé  par 
le  nombre  et  la  disposition  des  éléments  de  symétrie  communs  au 
polyèdre  moléculaire  et  à  l'assemblage.  Ces  éléments  déterminent  la 
forme  cristalline  et  se  déduisent,  inversement,  de  la  forme  cristalline 
observée. 

Appliquant  ces  principes  à  la  théorie  des  phénomènes  lumineux, 
nous  admettons  que  tout  élément  de  symétrie  commun  à  la  molécule 
et  à  l'assemblage  est  un  élément  de  symétrie  des  atomes  de  l'éther. 
L'expression  analytique  de  ce  fait  assigne  aux  équations  une  forme 
spéciale,  variable  non-seulement  avec  le  système  cristallin,  mais  en- 
core avec  les  divers  cas  de  mériédrie  que  peut  offrir  chaque  système. 

C'est  ainsi  que  s'établissent  entre  les  phénomènes  optiques  des 
corps  et  leur  forme  cristalline  des  relations  dont  les  conséquences  sont 
particulièrement  importantes,  parce  que  leur  vérification  expérimen- 
tale doit  être  considérée  comme  une  confirmation,  non-seulement  de 
la  théorie  des  ondes,  mais  encore  des  conceptions  sur  lesquelles  repose 
aujourd'hui  l'explication  des  lois  cristallographiques. 


CHAPITRE  I. 

SUR    LES    ÉQUATIONS    GÉNÉRALES    QUI    RÉGISSENT    LES    VIBRATIONS    DE 
L'ÉTHER    RENFERMÉ    DANS    UN    MILIEU    CRISTALLISÉ    INDÉFINI. 

1.  Suivant  la  théorie  physique  généralement  admise,  les  phéno- 
mènes lumineux  résultent  des  vibrations  d'un  milieu  particulier  appelé 
éther.  On  suppose  que  l'éther  existe  dans  tout  l'espace  et  pénètre  les 
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corps  matériels  dans  l'intérieur  desquels  son  état  statique  dépend  à  la 
fois  des  actions  qu'il  exerce  sur  lui-même  et  de  celles  qu'exercent  sur 
lui  les  atomes  matériels. 

L'éther  répandu  dans  le  vide  peut  être  considéré  comme  homogène. 
Dans  les  milieux  matériels,  sa  constitution  varie  nécessairement  d'un 
point  à  l'autre  de  l'espace  :  dans  les  milieux  cristallisés,  cette  variation 
est  périodique. 

2.  En  effet,  suivant  les  minéralogistes,  les  centres  de  gravité  des 
molécules  des  cristaux  forment  un  assemblage  régulier  de  points  situés 
sur  les  sommets  de  cellules  parallélipipédiques  égales  déterminées  par 
trois  systèmes  de  plans  équidistants  et  parallèles  à  trois  plans  fixes  rec- 
tangulaires ou  obliques. 

Toutes  les  molécules  sont,  en  outre,  identiquement  orientées,  de 
sorte  que  les  atomes  correspondants  occupent  des  positions  homo- 
logues dans  les  diverses  cellules.  Cette  disposition  des  atomes  matériels 
entraîne  évidemment  une  disposition  analogue  des  atomes  de  l'éther, 
de  sorte  que  la  constitution  de  l'éther,  variable  dans  l'intérieur  d'une 
même  cellule,  est  la  même  aux  points  correspondants  de  plusieurs 
cellules  différentes. 

L'éther  renfermé  dans  un  cristal  peut  donc  être  considéré  comme  un 
système  périodiquement  homogène. 

3.  Nous  admettons  que,  dans  les  phénomènes  lumineux,  les  vibra- 
tions de  la  matière  sont  insensibles.  Dans  cette  hypothèse,  il  est  aisé 
de  déterminer  la  forme  essentielle  des  équations  qui  représentent  les 
vibrations  de  l'éther.  Ces  équations  sont  au  nombre  de  trois  et  déter- 
minent les  projections  du  déplacement  atomique  sur  trois  axes  fixes. 
Elles  sont  linéaires,  aux  dérivées  partielles,  et  les  coefficients  sont  des 
fonctions  des  coordonnées,  variables  avec  la  constitution  de  l'éther, 
dans  l'intérieur  du  milieu  matériel.  Si  ce  milieu  est  cristallisé,  il  suffit 
de  prendre  les  axes  parallèles  aux  arêtes  d'un  des  systèmes  parallélipi- 
pédiques déterminés  par  les  centres  de  gravité  des  molécules  maté-  • 
rielles,  pour  réduire  les  coefficients  à  des  fonctions  périodiques  ayant 
pour  périodes  les  arêtes  d'un  parallélipipède  élémentaire. 

4.  L'intégration   de  ces  équations  à  coefficients  périodiques  peut 

i .. 
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être   ramenée,   comme  Cauchy   l'a  fait   voir,   à    celle   d'un   système 
d'équations  aux  dérivées  partielles  et  à  coefficients  constants. 

Il  suffit  de  substituer  aux  coefficients  et  aux  fonctions  inconnues 
leurs  développements  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  en- 
tières positives  et  négatives  de  trois  exponentielles  trigonométriques 
ayant  respectivement  pour  périodes  les  trois  paramètres  de  l'assem- 
blage moléculaire,  et  d'égaler,  dans  le  résultat  obtenu  par  cette  substi- 
tution dans  les  équations,  les  coefficients  des  puissances  semblables 
des  exponentielles. 

5.  En  opérant  comme  on  vient  de  le  dire,  ia  différence  entre  un 
des  trois  déplacements  composants  d'un  atome  d'éther  et  sa  valeur 
moyenne  (c'est-à-dire  le  terme  de  son  développement  indépendant  des 
exponentielles)  se  compose  de  termes  proportionnels  à  des  exponen- 
tielles reprenant  périodiquement  la  même  valeur  dans  des  intervalles 
comparables  aux  intervalles  moléculaires  des  corps.  Or,  ces  dimensions 
étant  insaisissables,  il  est  naturel  de  supposer  que,  dans  la  théorie  de 
la  lumière,  les  termes  dont  il  s'agit  n'ont  qu'une  influence  inappré- 
ciable à  nos  organes  et  qu'on  pourra  les  négliger  en  réduisant  les  dé- 
placements à  leurs  valeurs  moyennes. 

6.  Le  système  d'équations  à  coefficients  constants  que  fournit  la 
méthode  qui  vient  d'être  indiquée  renferme  avec  les  valeurs  moyennes 
des  déplacements  les  coefficients  des  exponentielles  trigonométriques 
qui  entrent  dans  leurs  développements.  En  éliminant  ces  derniers,  on 
obtient  trois  équations  aux  dérivées  partielles  et  à  coefficients  con- 
stants auxquelles  doivent  satisfaire  les  valeurs  moyennes  des  inconnues. 

C'est  le  système  de  ces  équations,  appelées  par  Cauchy  équations 
auxiliaires,  qui  paraît  représenter  les  phénomènes  optiques  des  mi- 
lieux cristallisés. 

7.  Il  importe  d'observer  que  les  équations  auxiliaires  sont  fort  dif- 
férentes de  celles  que  l'on  obtiendrait  en  réduisant  les  coefficients 
périodiques  à  leurs  valeurs  moyennes,  c'est-à-dire  à  des  constantes. 
Elles  dépendent,  en  effet,  des  termes  qui,  dans  le  développement  des 
coefficients,  sont  proportionnels  aux  puissances  des  exponentielles. 
Ce  sont  précisément  ces  termes  qui,  loin  d'être  négligeables,  comme 
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on  le  suppose  en  réalité  dans  les  théories  généralement  admises,  ren- 
ferment l'explication  des  phénomènes  lumineux  produits  par  les  cris- 
taux. 

8.  L'étude  des  perturbations  dues  à  la  périodicité  de  l'éther  étant 
fondamentale,  il  est  nécessaire  d'exposer  d'abord  l'analyse  qui  con- 
duit aux  équations  auxiliaires.  La  marche  suivie  dans  ce  Chapitre  a  été 
indiquée  par  Cauchy  [*]. 

Analyse. 

9.  Considérons  l'éther  renfermé  dans  l'intérieur  d'un  corps  quel- 
conque. Prenant  d'abord  le  système  de  ses  atomes  dans  un  état  d'équi- 
libre, désignons  par  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  de  ces  atomes  m. 
Soient  h,  k,  l  les  accroissements  de  ces  coordonnées  quand  on  passe  de 
l'atome  m  à  un  atome  voisin  m'. 

Les  composantes  de  l'action  mutuelle  des  atomes  m}  m'  sont  des 
fonctions  de  h,  k,  l  devenant  insensibles  dès  que  ces  variables  dé- 
passent de  très-petites  valeurs. 

Supposons  en  second  lieu  que  l'éther  vibre,  et  désignons  par  u,  v,  w 
les  projections  du  déplacement  de  l'atome  m  sur  les  axes  de  coordon- 
nées. Les  déplacements  de  m!  seront  u  -+-  du,  c  +  Jc,  w  H-  $w,  la 
caractéristique  â  exprimant  les  accroissements  qu'éprouvent  les  fonc- 
tions u,  v,  w  quand  les  variables  cc,j,  z  s'accroissent  de  h,  k,  l.  Les 
composantes  de  la  force  accélératrice  exercée  par  m'  sur  m  seront  des 
fonctions  de  h  -h  au,  k  +  dV,  /  -H  ùw,  projections  de  la  distance  mm' 
sur  les  axes.  Elles  pourront  donc  être  réduites  à  des  fonctions  linéaires 
de  au,  dv,  âw  si  l'on  suppose  les  différences  des  déplacements  assez 
petites  pour  négliger  leurs  produits.  Il  suffit  d'ajouter  les  composantes 
des  forces  accélératrices  exercées  par  tous  les  atomes  tels  que  m',  pour 
obtenir  la  force  accélératrice  totale  exercée  sur  l'atome  m  par  l'éther 
qui  l'environne. 

Les  composantes  de  l'action  exercée  par  la  matière  sur  m  sont  des 
fonctions  linéaires  de  u,  v,  w  quand  les  déplacements  sont  très-petits. 

On  obtiendra  enfin  les  équations  du  mouvement  de  m  en  égalant  les 

]   Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XXX,  [).   i  ^ . 
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composantes  de  l'action  exercée  sur  ce  point  par  l'éther  et  la  matière 
aux  dérivées  secondes  de  u,  v,  w  prises  par  rapport  au  temps. 

10.  On  a  ainsi  trois  équations  linéaires  aux  différences  mêlées. 
Elles  deviennent  linéaires  aux  dérivées  partielles  en  développant  les  â 
par  la  série  de  Taylor.  Les  développements  sont  très-convergents  à 
cause  de  la  petitesse  de  h,  £,  l  pour  tous  les  points  situés  dans  la  sphère 
d'action  de  m. 

11.  On  peut  donc  énoncer  cette  conclusion  : 

La  forme  la  plus  générale  des  équations  qui  régissent  les  vibrations 
très-petites  de  l'éther  s'obtient  en  égalant  la  dérivée  seconde,  prise 
par  rapport  au  temps  de  chacun  des  déplacements  u,  P,  w  à  une  fonc- 
tion linéaire  de  ces  déplacements,  et  de  leurs  dérivées  de  tous  les  ordres 
prises  par  rapport  à  xf  y,  z. 

Les  seconds  membres  de  ces  équations  ne  renferment  pas  de  termes 
indépendants  de  u,  v,  w.  En  effet,  ils  doivent  s'annuler  avec  m,  e,  w, 
puisque  le  système  est  en  équilibre  quand  les  déplacements  sont  nuls. 

Si  on  prend  pour  axes  de  coordonnées  un  système  d'axes  de  l'assem- 
blage moléculaire,  les  coefficients  des  équations  sont  des  fonctions 
périodiques  des  coordonnées. 

Le  système  des  trois  équations  fondamentales  peut  donc  s'écrire 
comme  il  suit  : 

il),2  w=F,«+  F2  v  -+-  F,  w, 
D?  v  =  G,  u  -+-  G2  v  -t-  G3  w, 
Df2ïv  =  H,/£  -4-  H2i' H-  H3h>; 

les  F,  G,  H  étant  des  fonctions  entières  symboliques  de  D.r,  D,.,  D^, 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  périodiques  de  x,  y,  z. 

Le  problème  de  la  propagation  de  la  lumière  dans  un  milieu  indé- 
fini consiste  à  trouver  des  fonctions  satisfaisant  aux  équations  (i), 
et  se  réduisant  à  des  fonctions  données  de  x,  y,  z,  ainsi  que  leurs  dé- 
rivées premières  par  rapport  à  t,  pour  t  =  o. 

Avant  d'appliquer  la  méthode  d'intégration,  il  convient  d'introduire 
une  notation  qui  simplifie  l'écriture. 

12.  Le  second  membre  de  chacune  des  équations  (i)  peut  être  cou- 
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sidéré  comme  une  fonction  symbolique  de  D^.,  Dr,  I)z  et  de  u,  v,  u», 
linéaire  et  homogène  par  rapport  à  ces  dernières  variables.  On  peut 
donc  écrire  comme  il  suit  le  système  (1)  : 


Vîu  =F(D,,  Dr,  D,,  u,v,w), 

{D?v  =G(D„nr,.DJ!,tt,  p,  w), 

D?w  =  H(Dx,Dr,D„  u,v,w). 


Les  fonctions  F,  G,  H  jouissent  des  propriétés  suivantes. 
i°  Si  on  suppose 

u  =.  ut  -h  u2,     v  =  vt  -h  v2,     w  =  w,  -h  w>2, 
on  a 

j  F(Da;,Dy,  Da,  w,  +  u2,  vt  +  p2,  w,-hw2)  =  F{Dx,  D7,D2,  «< ,  c„w(  ) 
|  -f-F(Dx,Dr,Dz,  m2,v2,w>2). 

20  Si  on  suppose  en  second  lieu 

w,,  t>,,  w{  étant  des  fonctions  de  x,y,  z,  et  s  une  exponentielle  de  la 
forme  s  =  eax+by]rCZ,  on  a 


(4) 


F(D^,  Dr,Ds,  «,£,  v4îj  wre) 

=  F(DrH-«,  Dr  -+-  b,  D,  -+-  6*,  «,,  p4,  w,)e. 


La  première  propriété  est  évidente  :  en  effet,  un  terme  quelcon- 
que ADxDrDL  de  la  fonction  F  donne  identiquement 

ad;;d;d; >,  -h  u2)  =  aoïdjdïk,  -h  ad^;d;d>2. 

Pour  établir  la  seconde,  il  suffit  d'observer  que  le  terme  simple  Dvu 
donne,  en  supposant  u  =  «,  s, 

Da u  =  Dxu, .  s  -h  u{  .D.t£  =  (Dxut  -h  au{ )  s, 
ou  symboliquement 

DXU  —  (Dx  -\rCl)ut  .£. 
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On  établit  de  la  même  manière  l'égalité  symbolique 

AD£ D;  T>'zu  =  A  (O,.  ■+-  n)P{Dy  +  b)i  (Dz  +  c)r  w, .s, 

d'où  l'on  déduit  immédiatement  la  formule  (4). 

13.  Considérons  actuellement  une  des  équations  (a),  la  première 
par  exemple. 

Chaque  coefficient  A  de  F  est  une  fonction  périodique  de  x,  j ',  z. 
Désignons  par  «,  £,  c  les  résultats  obtenus  en  divisant  in  par  les  pé- 
riodes dont  on  peut  accroître  respectivement  x,  j,  z  sans  changer  la 
valeur  de  cette  fonction,  et  par  e,f,  g  les  trois  exponentielles  imagi- 
naires eaxi ,  ebyi,  eczi.  D'après  une  propriété  générale  des  fonctions  pério- 
diques, on  a 

(5)  A  =  A0  +  y  Am,m/,m*em/m'gm/', 

m,  m\  m"  étant  trois  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs. 

En  développant  ainsi  en  série  tons  les  coefficients  périodiques  de  F, 
on  obtient 

(F(Djr,Dr,Dï,«^,w)=F0(D„  D,,D„«,  v,w) 

(6)  +2  Fra,in,fIB,(DJÇ,Dr,Da,M^,w)cw/'B'ê'B". 

Les  fonctions  G  et  H  étant  développées  de  la  même  manière,  le  sys- 
tème (2)  devient 

D?«=F0(D„p,.,D„  11,  v,w) 

+  2  F, \nfi  (Dxï  D,,  D„  k,  i>,  w)  e'"fm'gm'\ 

Df«'  =  6,(D„DnDi,»^w) 

+2  Gw,w,,m,(D,,  Dy,  D„  w,  p,  w)  e^/T"' 

"• —  /M 

D?w=:H0(D„D„D<,ic,f>,uO 

+2  H»,«',*«(D.r,  Drï  D„  w,  p,  w)  emfm'g^'. 
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14.  Posons  actuellement 

in  =  u0  ■+■  Y  ulltllrtl/<enfn'gn", 

f  tv  =  iv0  +y  "'«.«'X'eW"; 

■*™  « 

l,n,n',n"->  Vn.n',n"i  w>i,n,n"  étant   des    fonctions   de  a,*,  j",    z,   i  à  déter- 
miner. 

La  substitution  des  développements  (8)  dans  les  équations  (7)  s'o- 
père sans  difficulté,  grâce  aux  remarques  du  n°  ii,  et  on  obtient  trois 
équations  telles  que  la  suivante  : 

p 
=  F0  (D*,  Dr,  Dz)  u0)  ^0,  w0) 

+  2  F„,,w^ (Dx>  Dr)  Dr,  w0,  v0,  w0)^f^^"  . 


(9) 


+  y  F0  (Dx  4-  «fl/,  Dr  4-  n'  bi,  Dz  4-  n"ci, 

~mmmmn 

,,  ,,  ...  \  0m+n  fm'+n'(Tr, 


En  identifiant  dans  ces  équations  les  coefficients  des  puissances  sem- 
blables de  e,  J,  g,  on  a  un  système  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles et  à  coefficients  constants  auquel  doivent  satisfaire  les  fonctions 
inconnues. 

15.  En  opérant  ainsi,  on  obtient  : 

i°  Trois  équations  obtenues  en  identifiant  les  termes  indépendants 

Tome  XII  (2e  série). — Janvier  1867.  2 


(") 
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de  e,  J,  g,  savoir  : 

D,2w0  =  F0  (Dx,  Dy,  D2,  uoi  v0i  w0) 

+  2     X     F>n,m',m»  (  D*  +  *«'»  Dr  H~  »'£',  D~  +   «"«\ 

"//,  n'  yn"i  "n,n!,nf'i  "  n,n',n")i 

Df  v0  =  G0  (Dxl  Dr,  D*,  w0,  t>0,  w0j 
(IO)  (  +S   S  G/«,m'.>«"(D*  ■+-  "«'»  Dr  ■+-  n'hh  D*  +  rt*c/, 

Mii.n'  ,n"i  '  ii.n',ii"i  '*  n,it',n")i 

D'wb  =  H0  (Dx,  Dr,  D2,  w0,  p0,  <v0) 

+  2    2  Hm,<m"(Da:  +  JMH,  Dy  -h  W^I,  D*  +  «'Cl, 

^u,ii',n"j  Vn,n',n"i  ^'n,n' ,n" )i 

les  doubles  V  s'étendant  aux  valeurs  de  m,  ///,  /«",  /z,  îi' ,  //",  diffé- 
rentes de  zéro,  qui  satisfont  aux  conditions 

m  ■+-  /z  =  o,     m'  4-  /z'  =  o,     /;/'  H-  //'  =  o. 

i°  Un  système  d'équations  ayant  une  forme  analogue  aux  trois  sui- 
vantes, obtenues  en  identifiant  les  termes  qui  contiennent  le  produit 

D?  «/,,//,,/'  =  F/>,pv(tyr>  Dr,  Dz,  w0,  f0,  iv0) 

-f-  F0(DX  4-  jmii,  Dr  +  />7/,  D.-  4-  p"ci,  Up^y,  <V//.//'-  "'/-  -v'.v"  I 
+  2   2  F/«,m',,«"  (Dx  H-  m",  D,-  +  rc'fo',  Dz  4-  «"ci, 

liii,n'.n"')  V n,  ii',  n" i  W 'ii,  n',  n")') 

^'"  p/>.pV  —  G/>yy (D*>  Dr,  D,,  «<0,  t>0,  w0) 

4-  G0  (Dt.  4-  pai,  Dy  +  ///>/',  D.  4-  /A7,  w^yy/,  iy,/y,  "/-./•'•/•" 
+  X  y  G'«. '"'.'«"  (D.«  H-  nai,  D,  -+-  n'bi,  Dz  4-  n"ct\ 

Dr2  "'/,.//,;/'  =  Hpyy/fDa-,  Dr,  Dz,  K0,  l>0,  w0) 

4-  H0  (D*  4-  jwïi,  Dr  4-  //£/,  Dz  4-  //'t7,  «pyy,  ^y,p">  " '/>.,/.//' ) 

+  2   S  H,„.  ,„'.„,»  (D,  4-  uni,  Dr  4-  «7;/,  D,  4-  n"ci, 

"«,B'|B"l    *  II,  II' ,  u"l    •'//,/ 
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Les  doubles  ^  s'étendant  aux  valeurs  de  m,  m',  m",  nfn'9  n"  différentes 
de  zéro,  qui  satisfont  aux  conditions 

m  -+-  n  —  p,     m'  -h  n'  =  p',     m"  -h  n"  —  p". 

16.  Rigoureusement,  les  développements  (5)  et  (8)  se  composant 
d'un  nombre  infini  de  termes,  le  nombre  des  équations  (n)  est  lui- 
même  infini.  Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  raisonnerons  comme  si 
le  nombre  de  ces  équations  était  limité,  en  étendant  au  cas  réel  toutes 
les  propriétés  indépendantes  du  nombre  des  termes  conservés. 

17.  Observant  actuellement  que  les  dimensions  des  intervalles  dans 
lesquels  se  manifeste  la  périodicité  des  coefficients  sont  insensibles,  on 
est  conduit  à  supposer  que,  dans  la  production  des  phénomènes  lumi- 
neux, les  valeurs  moyennes  des  déplacements  ont  seules  une  influence 
appréciable.  En  conséquence,  il  y  a  lieu  d'éliminer  entre  les  équations 
aux  dérivées  partielles  (io)  et  (il)  toutes  les  inconnues,  à  l'exception 
des  trois  qui  représentent  les  valeurs  moyennes  des  déplacements.  Pour 
montrer  comment  on  peut  effectuer  dans  certains  cas  cette  élimina- 
tion, il  est  nécessaire  de  rappeler  la  méthode  d'intégration  applicable 
aux  équations  aux  dérivées  partielles  à  coefficients  constants. 

18.  On  obtient  des  intégrales  particulières  des  équations  (io)  et  (i  i), 
en  supposant  toutes  les  inconnues  proportionnelles  à  une  même  expo- 
nentielle, de  sorte  que 


/  \    <h  ^o_  «^  un,n'.n"  fn.n'.n"    wn,n',n"  M.  X  -+-  ji  y  -h  /  Z  -H  7  t 

[l    i  F»-  Q,  ~~  R~0  ~~~  "  '  ~  ?„,„,,„„  ~  QnV,„"  ~~  R»,»',»" 

a,  /3,  y,  a  et  les  P,  Q,  R  étant  des  constantes  réelles  ou  imaginaires, 
assujetties  à  satisfaire  au  système  que  Ton  obtient  en  substituant  les  va- 
leurs particulières  (\i)  dans  les  équations  (io)  et  (m),  ce  qui  se  fait 
très-simplement  en  remplaçant  dans  ces  équations  D^,  Dr,  Dz,  D„ 
par  a,  |3,  y,  cr,  et  en  écrivant  partout  P,  Q,  R  an  lieu  de  u,  i\  w. 

u.. 


ia  JOURNAL  DE  MATHEMATIQUES 

Ces  équations  sont  les  suivantes  : 

a2P0=F0(«,  |3,  y,  P.,  Q0,  R0) 

H- S    S   ^m.mr,rf[a+Mi,B+rtbi\y+ncitî*nth\rftQm,rt,tftR»t*,nt,)i 

ffaQo=G0(«î  &  7»  po.  Qo.  Ro) 

(l3)  (  -+-S  51  G>«,m'm»(a+n^'> fi  +  n'bi, y+rfci, P„, „-,„", Q„,»',««,Rw>n',»''), 

a2R0=H0(a,  /3,  y,  P0,  Q0,  R0) 

+2  ^  H/«,w',mw(a+/zflz\p+w/^,yH-«,/Cï,PB,n',n«,Qn,B',B'/,Rlî.fl',ll''); 


=  Vp,p',P"(x>  /3,  7>  po>  Qoi  Ro) 

H-  F0  («  -f-  pai,  (3  H-  />'£/,  y  -+-  p"c/,  P^,,/,^,  Q,,,,/,,,",  ïW,,/') 

+2  2  Fm,/n',m"(aH-"^'i  ô+ri  bi,  y+n"ci,  Pw>7/>„",  Q„,„',„",  R„,  „'.„"), 

a~Q.P,p',p" 

=  GP,p',P"(ai  P>  7»  Po>  Qoi  Ro) 

i4)  /  H-  G0  (a  H-  pm,  /3  +  /»'&',  y+p"ci,  Pri//>P",  Qp.^.^1  Rp.j/.p») 

+  2   S  G/n.m'.*//(a+nai'>  fi+n'bi,  y-hn'ci,  P»,»',^,  Q»,/.',n",  B,,^,,^), 

=  HPi//fP//(a,  /3,  7,  P0,  Q0,  R0) 

4-H0(a  +  /?m,  /3  -+-//W,  y -h /»*«',  P,,,/,,,".  QP,p\P",  Rp.p.p") 

+  2    2  Hm,^w'Ka+Wrti'»i3+n'^»7+/l,/c^P».*'.»'/»Q»,»'.n*»B#I.ll/,n«'), 


Lorsque  l'on  connaît  plusieurs  intégrales  particulières  des  équa- 
tions (io)  et  (fi),  il  suffit  de  les  combiner  par  voie  d'addition  pour 
obtenir  de  nouvelles  intégrales. 

Une  fonction  quelconque  de  plusieurs  variables  pouvant  d'ailleurs 
être  représentée  par  la  somme  d'un  nombre  fini  ou  infini  de  termes 
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respectivement  proportionnels  à  des  exponentielles  dont  les  ex- 
posants sont  des  fonctions  linéaires  réelles  on  imaginaires  de  ces 
variables,  il  est  clair  que  tout  système  d'intégrales  des  équations  (g) 
sera  toujours  la  somme  d'un  nombre  fini  ou  infini  d'intégrales  de  la 
forme  (12). 

19.  Cela  posé,  on  peut  éliminer  entre  les  équations  (i3)  et  (i4)  les 
coefficients  P„,, /,,//,  Q„, ,/,„",  R  „,«',«''  correspondant  à  toutes  les  valeurs 
entières  des  indices,  de  manière  à  avoir  trois  équations  entre  P0,  Q0, 
R0,  a,  |3,  7,  a.  Il  suffit  pour  cela  de  déduire  les  P„,„',/>,  Q„,  „',,/', 
Rn,?ï,n"  des  équations  (i4)  et  de  les  substituer  dans  les  équations  (i3). 
Leurs  valeurs  sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  termes  de 
la  forme 

(  ïw./'K  I3»  7»po>  Qo.  »0)i 

(i5)  ]  G-Pi/>V/(a,  /3,  7,  P0,  Q0,  R0), 

et  on  peut  poser,  par  exemple, 

p«,«'.«"='y  a/>,//,^  F/>.p'.p"(a>  &  7>  po>  Q^  r0)» 

(16)  +2  PV>./>>"  G/',/Ap"(a'  Pi  7i  Po'  Qo»  Ro), 

+  S  Cp.//,p,/Hp,;/,p"(^'  P>  7»  Po>  Qo>  Bo), 

les  A,  R,  C  étant  des  fonctions  de  «,  j3,  7,  a2.  Les  expressions  des 
Qn.n'.u"  ef  Rn.rf'.n"  sont  c'e  la  même  forme. 

En  substituant  ces  expressions  dans  les  équations  (i3),  les  seconds 
membres  de  ces  équations  deviennent  des  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes des  termes  (i5),  ayant  pour  coeflicients  des  fonctions  de  a,  ]3, 
7,  a2.  Pour  ne  pas  multiplier  les  notations,  nous  désignerons  ces  nou- 
veaux coefficients  par  les  lettres  A,  R,  C  affectées  d'indices. 
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On  a  ainsi  : 

+  2,B/^V/G^^V'(«»i3»7>Pn5QoJRo) 

"^/W.p"  HP,P',P"  («>  fr  7i  po  i  Qo,  Ro  ), 

p 

('7){  +2/,B'/M/.^G,,,/,^(a,/3,7,Pn,Q0,R0) 

■^S  cWy/TW./Ha>/3>7>p<nQo>Ro), 
,p 

a!R„=HD(a,|3)ï,Po,Q„io)+yA;,//F,//,/(a,(3,])P0)Q9,E0) 

iP 

+  S  B'//)y)//'G/,,//,^(a,/3,7'Po,Q«3o) 
+2  CW'*Wy'l«>  P»  7.  Pc» Qo, H„). 


20.  Nous  ne  considérons,  dans  ce  Mémoire,  que  le  cas  où  les  fonc- 
tions A,  B,  C  sont  développables  en  séries  convergentes  ordonnées 
suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  a,  |3,  y,  <72.  C'est  ce  qui 
a  lieu,  en  général,  quand  les  modules  de  ces  quantités  sont  très-petits 
par  rapport  aux  quantités  a,  b,  c  définies  au  n°  15. 

En  supposant,  dans  ce  cas,  les  séries  limitées  par  approximation  à 
un  certain  nombre  de  termes,  les  seconds  membres  des  équations  (17) 
se  réduisent  à  des  fonctions  entières  à  coefficients  constants  des 
variables  a,  |3,  y,  a2,  P0,  Q0,  R0  linéaires  et  homogènes  par  rapport 
aux  trois  dernières.  • 

Or,  ces  équations  sont  alors  celles  que  l'on  obtiendrait  en  cher- 
chant à  intégrer,  par  la  méthode  des  intégrales  particulières  indiquée 
au  n°  18,  le  système  suivant  d'équations  aux  dérivées  partielles  c\  a 
coefficients  constants  : 
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Df  n  =  F0  (D.,,  Dy,  Dz,  u,  v,  îv)  +  V  A.  ^  FPif/y,  (Dx,  D     Dz,  m,  y,  <v 

"^2  *Wy  g/».pv  (^  p,.,  dz,  z*,  p,  îv 

+  2  cp,p',p"  ^p,p',p"  (D*>  D>>  D*>  "î  ^i  w 
p 

D/2  v  =  Gn  (D.t.,  Dv,  D2,  u,  e,  w)  -h 2  a'p,p',p"  FP,,/,n»  (Ar,  Dr,  D.,  u,  i>,  w 
(l8)  \  "^2  B/',/>'V  P|,y>  (D,,  Dr,  Dz,  u,  e,  w 

J>tV  =  H0  (D,,  D7,  D„  b,  p,  w)  4- V  A;>/jV/  FPiPV/  (D*,  D, ,  D„  m,  y,  w 

p 

+  2  Bp.pV  Gp,p'.p"  (D*>  Dr>  D*>  »i  fi  M' 

p 


obtenu  en  remplaçant,  dans  le  système  (17),  a,  |3,  7,  c,  P0,  Q0,  R0  par 
Da.,  D7,  D*,  Df,  M,  *»,  îv,  et  où,  par  conséquent,  les  A,  B,  C  sont  des 
fonctions  entières  de  Dx,  Dr,  D-,  D/. 

21.  Le  système  des  équations  (18)  est  donc  celui  qu'il  s'agissait 
d'obtenir  au  n°  17,  et  si  on  veut  se  borner  à  étudier  les  lois  qui  ré- 
gissent les  vibrations  atomiques  moyennes  de  l'éther,  on  est  conduit  à 
intégrer  généralement  le  système  des  équations  (19),  qu'il  convient 
d'appeler,  avec  Caucby,  équations  auxiliaires. 

Les  déplacements  moyens  sont  seuls  considérés  dans  ce  qui  suit,  et 
on  peut  les  désigner  désormais  par  les  notations  «,  e,  îv,  attribuées 
jusqu'à  présent  aux  déplacements  effectifs. 

22.  La  forme  des  équations  auxiliaires  dépend  d'une  manière  très- 
simple  de  celle  des  équations  (2)  à  coefficients  périodiques.  En  effet, 
un  terme  F,,,//,,/'  (®*'  Pr>  D*>  «,  *',  w),   compris  dans  le  développe- 
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ment  (8),  s'obtient  en  substituant,  dans  la  fonction 

F(D^,  Dr,  Dz,  u,  v,  w  , 

des  constatées  aux  coefficients  périodiques.  Par  suite,  une  somme  de 
termes  de  la  forme 

2tAr,p',i>"¥r,P,,p"{V>,  Dr,  D~,  u,  v,  w) 

donne  un  résultat  égal  à  celui  que  l'on  obtiendrait  en  substituant  à  la 
place  des  coefficients  périodiques,  dans  la  fonction  F,  des  fonctions 
entières  de  D^,  Dr,  Dz,  D,2. 

On  peut  donc  énoncer  le  résultant  suivant  : 

Théorème.  —  Les  trois  équations  auxiliaires  s"1  obtiennent  en  égalant 
la  dérivée  seconde  de  chaque  variable,  prise  par  rapport  au  temps,  à  la 
somme  de  trois  expressions  obtenues  en  substituant  des  fonctions  en- 
tières à  coefficients  constants  de  Dx,  Dyi  D2,  D2  aux  coefficients  pério- 
diques des  fonctions  F,  G,  H  définies  au  n°  12. 

23.  Il  importe  d'observer  que  l'on  peut,  par  l'emploi  de  substitu- 
tions successives,  ramener  le  second  membre  des  équations  auxiliaires 
à  ne  pas  renfermer  de  dérivées  relatives  au  temps.  En  effet,  si  on  sup- 
pose les  seconds  membres  des  équations  (17)  développées  en  séries  de 
termes  décroissants  ordonnés  suivant  les  puissances  ascendantes  de  g2, 
on  a,  en  réduisant  ces  séries  aux  termes  indépendants  de  a2,  des  valeurs 
approchées  de  <72P0,  <72Q0,  crR0  qui,  étant  substituées  dans  les  termes 
en  <72  des  séries,  donnent  lieu  à  une  seconde  approximation,  et  ainsi  de 
suite. 

En  opérant  ainsi,  on  élimine  a  dans  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (17),  et  par  conséquent  D,  dans  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (20). 

On  peut  alors,  dans  l'énoncé  du  théorème  précédent,  substituer  aux 
fonctions  entières  de  Dr,  Dv,  Dz,  Df  des  fonctions  entières  de  Dt,  D, , 
Dz  seulement. 

24'.   En  résumé,  comme  conclusion   de   l'analyse  qui  précède,  on 
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obtient  les  deux  propositions  suivantes,  fondamentales  dans  la  théorie 
mathématique  des  phénomènes  lumineux  : 

Théorème  I.  —  Dans  tout  milieu  cristallisé,  les  trois  équations  qui 
régissent  les  vibrations  très-petites  de  Véther  sont  des  équations 
linéaires  aux  dérivées  partielles  que  Von  obtient  en  égalant  la  dérivée 
seconde  prise  par  rapport  au  temps  de  chacun  des  trois  déplacements 
u}  v ,  w  à  une  Jonction  linéaire ,  à  coefficients  périodiques ,  de  ces  dépla- 
cements et  de  leurs  dérivées  partielles  de  tous  les  ordres  prises  par  rap- 
port à  x,  y  y  z. 

Théorème  II.  —  Dans  tout  milieu  cristallisé,  les  trois  équations  qui 
régissent  les  vibiations  moyennes  de  Véther  sont  des  équations  linéaires, 
aux  dérivées  partielles  et  à  coefficients  constants,  que  l'on  obtient  en 
égalant  la  dérivée  seconde  de  chaque  déplacement  moyen  prise  par  rap- 
port au  temps,  à  la  somme  de  trois  expressions  résultant  de  la  substi- 
tution de  fonctions  entières  de  D^,  D7,  Dz  aux  coefficients  périodiques 
des  seconds  membres  des  équations  auxquelles  satisjont,  d'après  le 
théorème  précédent,  les  déplacements  effectifs. 

Si  donc  on  représente  par 

f  Df  u  =  F  (D.r,  Dr,  D„  u,  v,  w), 

(19)  D^  =  G(D,,  Dr,  Dz,  u,v,w), 

\  Dfw=  H(DX,  Dr,  Dz,  u,  v,  w), 

les  équations  à  coefficients  périodiques  auxquelles  satisfont  les  dépla- 
cements effeclifs,  les  équations  auxiliaires  auxquelles  satisfont  les 
déplacements  moyens  seront  de  la  forme 

/  D?w  =  F'  4-  G'  4-  H', 
■     (20)  DN  =  F"4-G"-f-H", 

(  D,V-  Fw-+-G"'+  H'", 

F',  F'',  F'"  désignant  des  fonctions  symboliques  obtenues  en  substituant 
des  fonctions  entières  de  Dx>  Dr,  Dz  aux  coefficients  périodiques  de  la 
fonction  F,  et  G',  G",  G'",  ainsi  que  H',  H",  H'",  se  déduisant  de  la  même 
manière  des  fonctions  G  et  H. 

Tome  XII  (•.>."  série)  —  Janvier  18(17.  -J 
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25.  Ces  résultats,  obtenus  en  supposant  les  axes  de  coordonnées 
parallèles  aux  arêtes  d'un  parallélipipède  élémentaire  de  l'assemblage 
cristallin,  subsistent  avec  des  axes  quelconques. 

Supposons,  en  effet,  que  les  équations  (2)  soient  celles  qui  repré- 
sentent les  vibrations  de  l'éther  rapportées  non  plus  à  un  système  S' 
d'axes  parallèles  aux  arêtes  d'un  parallélipipède  élémentaire,  mais 
à  un  système  S  d'axes  dirigé  d'une  manière  quelconque. 

Soient  oc',  y',  z'  et  oc,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  par  rapport 
aux  systèmes  S'  et  S;  oc',  y',  z'  étant  des  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes de  oc,  y,  z. 

Un  coefficient  quelconque  des  équations  (2),  fonction  périodique 
de  oc',  y',  z',  est  développable  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
positives  et  négatives  de  trois  exponentielles  dont  les  exposants  sont 
des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  oc,  y,  z.  En  désignant  par  e, 
j,  g  ces  trois  exponentielles,  les  équations  (5),  (7),  (8)  subsistent,  et 
l'on  voit  aisément  que  rien  n'est  à  changer  aux  conséquences  qui  s'en 
déduisent. 

On  peut  donc  rapporter  les  vibrations  de  l'éther  à  un  système  d'axes 
rectangulaires,  quel  que  soit  le  système  cristallin.  Après  avoir  déter- 
miné la  forme  correspondante  des  fonctions  F,  G,  H,  on  en  déduira 
les  équations  auxiliaires  parla  règle  que  fournit  le  deuxième  théorème 
du  n°  24. 

25.  Par  suite  de  cette  règle,  tout  se  réduit  à  déterminer  pour 
chaque  milieu  la  forme  des  fonctions  F,  G,  H.  L'analyse  du  n°  9  éta- 
blit la  forme  essentielle  des  fonctions  dont  il  s'agit  avec  une  généralité 
qu'on  ne  peut  restreindre  sans  admettre  de  nouvelles  hypothèses  sur 
la  constitution  intime  de  l'éther  et  de  la  matière. 

Un  second  Mémoire  sera  consacré  à  examiner  les  résultats  auxquels 
•conduit  une  hypothèse  fort  simple  dont  les  conséquences  paraissent 
conformes  aux  faits  d'expérience.  Cette  hypothèse  réduit  notablement 
la  forme  des  fonctions  F,  G,  H,  et  par  suite  celle  des  équations  auxi- 
liaires. 

Enfin,  de  nouvelles  et  importantes  simplifications  résultent  de  la 
symétrie  propre  au  milieu  cristallisé  que  l'on  considère.  C'esl  à  l'étude 
de  ces  réductions  qui  établissent  de  remarquables  relations  entre   les 
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phénomènes  optiques  et  les  lois  cristallographiques  qu'est  consacré  le 
Chapitre  II  du  présent  Mémoire. 

26.  En  dehors  de  toute  hypothèse  et  en  laissant  aux  équations 
auxiliaires  toute  la  généralité  qu'elles  comportent,  elles  renferment  un 
nombre  fort  considérable  de  coefficients  indéterminés. 

Si  l'on  suppose,  par  exemple,  que  les  fonctions  F,  G,  H  sont  du  se- 
cond ordre  par  rapport  à  Dx1  Dr,  Dz  et  renferment  les  six  dérivées 
partielles  de  chaque  déplacement,  si  de  plus  on  se  borne  dans  les 
équations  auxiliaires  aux  termes  du  second  ordre,  on  voit  que  le 
nombre  total  des  coefficients  distincts  peut  s'élever  à  18  x  3  —  54 . 

27.  Il  importe  d'observer  que  le  théorème  général  du  n°  24  a  été 
obtenu  en  supposant  (n°  20)  que  les  fonctions  A,  B,  C  sont  dévelop- 
pables  en  séries  très-convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  a,  |3,  y,  a2.  Cette  condition  est  remplie  en  gé- 
néral quand  les  modules  des  quantités  «,  ]3,  y,  c2  sont  très-petits  par 
rapport  à  a,  b,  c  :  ce  qui  a  lieu,  dans  les  corps  transparents,  quand 
les  longueurs  d'ondulation  sont  très-grandes  par  rapport  aux  inter- 
valles moléculaires.  Dans  le  cas  contraire,  les  fonctions  A,  B,  C  doivent 
être  considérées  comme  des  fonctions  transcendantes.  H  y  a  lieu  de 
supposer  que  cette  circonstance  peut  se  présenter,  dans  les  corps 
solides,  pour  les  ondes  les  plus  courtes,  c'est-à-dire  pour  les  rayons 
chimiques,  et  dans  les  corps  gazeux  ou  vapeurs,  dont  les  intervalles 
moléculaires  sont  plus  grands,  pour  les  ondes  lumineuses  ou  même 
pour  les  ondes  obscures. 

Dans  ce  cas,  la  propagation  de  la  lumière  peut  donc  s'effectuer 
suivant  des  lois  toutes  spéciales.  Nous  ne  faisons  qu'indiquer  ici  ces 
circonstances  remarquables,  nous  bornant  à  observer  que,  dans  tous 
les  cas,  on  obtient  une  infinité  d'intégrales  particulières  des  équations 
à  coefficients  périodiques,  en  égalant  les  déplacements  aux  produit  s 
d'une  même  exponentielle  eaa!"l"i8^"t">'r+<r'  par  des  fonctions  pério- 
diques de  x,  j\  z  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  généralement 
transcendantes  de  a,  |3,  y,  <72,  ces  derniers  paramètres  étant  liés  entre 
eux  par  une  équation  caractéristique  généralement  transcendante. 


3.. 
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CHAPITRE  II. 

REDUCTION    DES    ÉQUATIONS    DES    MOUVEMENTS    VIBRATOIRES     DE     l'ÉTHER 
D'APRÈS    LA    SYMÉTRIE    PROPRE    AUX    DIVERS    SYSTÈMES    CRISTALLINS. 

1.  Les  corps  cristallisés  sont  considérés  comme  composés  de  molé- 
cules polyédriques  semblablement  orientées,  et  dont  les  centres  de 
gravité  forment  un  assemblage  de  points  distribués  régulièrement.  En 
admettant  cette  hypothèse,  on  est  conduit  à  étudier  les  particularités 
qui  résultent,  au  point  de  vue  des  phénomènes  optiques,  de  la  symé- 
trie que  peuvent  présenter  le  polyèdre  moléculaire  et  l'assemblage 
moléculaire. 

2.  M.  Delafosse  a  signalé  le  premier  le  rôle  important  de  la  symé- 
trie moléculaire  dans  les  phénomènes  cristallographiques,  et  spéciale- 
ment dans  celui  qui  est  connu  sous  le  nom  d'hémiédrie.  Dans  une 
série  de  beaux  Mémoires  dont  l'ensemble  constitue  une  véritable  cris- 
tallographie rationnelle,  Bravais  a  montré  comment  les  faits  observés 
et  les  lois  connues  s'expliquaient  par  la  symétrie  moléculaire  et  la 
symétrie  de  l'assemblage.  Il  est  indispensable  de  résumer  brièvement 
ces  remarquables  travaux  qui  se  rattachent  intimement  à  l'étude  des 
phénomènes  optiques  que  présentent  les  cristaux. 

5.  Bravais  a  donné  d'abord  [*]  une  classification  complète  des 
polyèdres,  au  point  de  vue  de  leur  symétrie. 

.    Un  polyèdre,  ou  plus  généralement  un  système  de  points,  peut  pré- 
senter trois  éléments  de  symétrie  : 

i°  L'élément  centre  de  symétrie; 

i°  L'élément  axe  de  symétrie; 

3°  L'élément  plan  de  symétrie. 

Un  point  est  centre  de  symétrie  d'un  système  lorsque  les  points  du 
système  pris  deux  à  deux  sont  rangés  sur  des  diagonales  dont  ce  point 
est  le  milieu. 

Un  axe  de  symétrie  est  une  droite  telle,  qu'il  suffit  d'imprimer  au 

[*\  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées  de  M.  Liouville,  l.  XIV. 
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système  une  certaine  rotation  autour  de  cette  droite  pour  substituer 
les  divers  points  les  uns  aux  autres.  Le  rapport  de  la  circonférence  au 
plus  petit  des  arcs  mesurant  la  rotation  est  toujours  un  nombre  entier 
qui  mesure  Yordre  de  la  symétrie  de  l'axe.  Un  axe  est  dit  principal 
quand  il  est  parallèle  ou  perpendiculaire  à  tous  les  axes  ou  plans  de 
symétrie  du  système.  Un  système  dénué  d'axe  principal  est  dit  sphé- 
roédrique. 

Enfin,  un  plan  de  symétrie  est  un  plan  tel,  que  les  points  du  système 
sont  deux  à  deux  à  égales  distances  de  ce  plan  sur  des  droites  qui  lui 
sont  perpendiculaires. 

L'existence  de  deux  de  ces  trois  sortes  d'éiéments  entraîne  l'existence 
de  la  troisième, 

4.  Les  polyèdres  peuvent  être  divisés  en  vingt-trois  classes  réparties 
entre  six  groupes  distincts  comprenant  : 

i°  Les  polyèdres  asymétriques  (ne  possédant  aucun  élément  de 
symétrie)  ; 

20  Les  polyèdres  symétriques,  sans  axes; 

3°  Les  polyèdres  symétriques  ayant  un  axe  principal  d'ordre  pair; 

4°  Les  polyèdres  symétriques  ayant  un  axe  principal  d'ordre  impair; 

5°  Les  polyèdres  sphéroédriques  à  quatre  axes  ternaires; 

G°  Les  polyèdres  sphéroédriques  à  dix  axes  ternaires. 

5.  Après  avoir  étudié  les  divers  genres  de  symétrie  que  peuvent 
présenter  les  polyèdres  moléculaires,  Bravais  a  examiné  la  symétrie  de 
l'assemblage,  c'est-à-dire  la  symétrie  d'un  système  rêticulaire  de  points 
déterminés  par  l'intersection  de  trois  systèmes  de  plans  équidistants  et 
parallèles  ["]. 

Il  a  démontré  d'abord  que  l'ordre  de  la  symétrie  d'un  système  rêti- 
culaire ne  pouvait  être  qu'un  des  nombres  2,  3,  /j,  6,  de  sorte  que  la 
symétrie  d'un  axe  de  l'assemblage  est  nécessairement  binaire,  ter- 
naire, quaternaire  ou  sénaire.  Cela  posé,  classant  les  assemblages 
d'après  la  nature  et  le  nombre  de  leurs  axes  de  symétrie,  il  les  a  divi- 
sés en  sept  groupes  ou  systèmes  distincts. 


*]  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique)  XXXIIIe  Cahier, 
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Pour  rappeler  avec  concision  la  nature  de  la  symétrie  qui  caractérise 
chaque  système,  nous  emploierons  la  notation  de  Bravais.  Dans  cette 
notation  : 

La  lettre  C  représente  un  centre  de  symétrie; 

Les  symboles  A2,  L2, . . .  représentent  des  axes  de  symétrie  binaires; 

A3,  L3, . . .  des  axes  de  symétrie  ternaires,  et  ainsi  de  suite; 

La  lettre  A  s'applique  toujours  à  l'axe  principal  ; 

La  lettre  II  représente  un  plan  de  symétrie  normal  à  l'axe  principal  ; 

La  lettre  P2  un  plan  de  symétrie  normal  à  un  axe  binaire  LJ; 

La  lettre  P3  un  plan  de  symétrie  normal  à  un  axe  ternaire  L',  et 
ainsi  de  suite. 

Le  nombre  des  axes  d'un  ordre  est  marqué  par  un  coefficient  pré- 
cédant la  lettre  qui  désigne  un  de  ces  axes  :  le  nombre  des  plans  de 
symétrie  est  marqué  de  la  même  manière. 

Cela  posé,  la  symétrie  des  sept  systèmes  est  représentée  par  les  nota- 
tions du  tableau  ci-dessous. 


NUMERO 

du  système. 


NOM 

de  la  symétrie. 


Terquaternaire 

Sénaire 

Quaternaire.  . 

Ternaire 

Terbinaire. . .  . 

Binaire 

Asymétrique.  . 


SYMBOLE  DE  LA.  SYMÉTRIE. 


3LS  4L3,  6L2,  C,  3P',  6P2 

A%  6l%  c,  n,  6PJ 
a1,  4L»,  c,  n,  4P5 

A3,  3L2,  C,  n,  31» 

A2,   2,LJ,  C,   II,    2P- 

A2,  C,   II 

oL,  C,  on 


Dans  un  assemblage  quelconque,  chaque  sommet  étant  un  centre 
de  symétrie,  la  lettre  C  se  présente  dans  la  notation  de  la  symétrie  de 
chaque  système. 

La  notation  même  de  la  symétrie  des  six  derniers  systèmes  rappelle 
immédiatement  la  situation   relative  des  divers  éléments  de  symétrie 
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qui  les  caractérisent.  Ainsi,  par  exemple,  pour  le  deuxième  système, 
on  voit  que  les  six  axes  binaires  sont  dans  le  plan  IT  perpendiculaire  à 
l'axe  principal  A  et  situés  de  manière  que  deux  consécutifs  de  ces  axes 

comprennent  un  angle  de  — r-  =  60  degrés.  Les  six  plans  de  symétrie 

sont  perpendiculaires  à  ces  six  axes,  et  leur  intersection  est  l'axe  prin- 
cipal A. 

Dans  le  premier  système,  les  trois  axes  quaternaires,  les  quatre 
axes  ternaires  et  les  six  axes  binaires  sont  disposés  comme  le  sont,  dans 
un  cube,  les  lignes  joignant  deux  à  deux  :  i°  les  centres  des  faces 
opposées;  i°  les  sommets  opposés;  3°  les  milieux  des  arêtes  opposées. 

6.  Après  ces  études  préliminaires,  Bravais  a  examiné  comment  la 
symétrie  d'une  molécule  peut  être  transmise,  par  la  cristallisation,  à 
l'assemblage  moléculaire.  Il  a  fait  voir,  à  ce  sujet,  que  l'équilibre  doit 
s'établir  plus  facilement,  dans  un  cristal  qui  se  forme,  si  les  centres  de 
gravité  des  molécules  se  placent  de  manière  que  les  axes  et  plans  de 
symétrie  de  ces  molécules,  indéfiniment  prolongés,  deviennent  des 
axes  et  plans  de  symétrie  de  l'assemblage  moléculaire. 

Il  a  admis,  en  conséquence,  la  règle  suivante  :  Parmi  les  sept  sys- 
tèmes cristallins  possibles,  les  molécules  d'une  substance  donnée  qui 
vient  à  cristalliser  adoptent  celui  dont  la  symétrie  offre  le  plus  d'élé- 
ments communs  avec  la  symétrie  propre  à  leur  polyèdre  moléculaire. 

Il  a  été  conduit,  en  outre,  à  admettre  que,  dans  le  cas  où  plusieurs 
systèmes  cristallins  présenteraient  les  mêmes  éléments  de  symétrie 
communs  à  leurs  assemblages  moléculaires  et  au  polyèdre  moléculaire 
donné,  la  cristallisation  se  fera  suivant  le  système  de  moindre  symétrie. 

C'est  d'après  ces  deux  règles  que  Bravais  a  déterminé  le  système 
dans  lequel  doit  cristalliser  une  substance  dont  le  polyèdre  molécu- 
laire a  une  symétrie  donnée. 

7.  On  voit,  d'après  ce  qui  précède,  que  le  polyèdre  moléculaire 
d'une  substance  donnée  et  son  assemblage  cristallin  possèdent  en  gé- 
néral des  éléments  de  symétrie  communs.  Mais  certains  éléments  de 
symétrie  possibles  dans  un  polyèdre  sont  impossibles  dans  un  système 
réticulaire  :  par  suite,  ces  éléments  ne  se  transmettront  pas  de  la  molé- 
cule à  l'assemblage  moléculaire.  Inversement,  la  coexistence  de  cer- 
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tains  éléments  de  symétrie  étant  nécessaire  dans  un  système  réticulaire 
sans  être  nécessaire  dans  un  polyèdre,  on  conçoit  que  le  système  cris- 
tallin d'une  substance  peut  posséder  certains  éléments- de  symétrie 
absents  dans  la  molécule. 

A  ce  sujet,  nous  rappellerons  quelques  définitions  données  par  Bra- 
vais. 

Un  cristal  dans  lequel  le  polyèdre  moléculaire  possède  tous  les  élé- 
ments de  symétrie  de  l'assemblage  est  dit  holoédrique.  Lorsque  certains 
éléments  de  symétrie  de  l'assemblage  manquent  dans  la  molécule,  le 
cristal  est  dit  mériédrique. 

Le  polyèdre  moléculaire  est  dit  holoaxe  lorsqu'il  a  tons  les  axes  de 
symétrie  de  l'assemblage.  Il  est  dit  hémiaxe  lorsque  l'ordre  de  la  sy- 
métrie de  ses  axes  d'un  certain  ordre  pair  est  moitié  moindre  que 
l'ordre  de  la  symétrie  des  axes  parallèles  de  l'assemblage.  Il  est  dit 
tétartoaxe  quand  cette  réduction  à  moitié  a  lieu  pour  tous  les  axes 
d'ordre  pair  ayant  la  même  direction  dans  le  polyèdre  moléculaire  et 
dans  l'assemblage. 

Tout  polyèdre  moléculaire  qui  ne  possède  ni  centre  ni  plans  de  sy- 
métrie est  dit  hémisj métrique . 

Tout  polyèdre  qui  possède  un  centre  de  symétrie  sera  dit  polyèdre 
centré. 

Enfin,  tout  polyèdre  dépourvu  de  centre,  mais  possédant  un  ou 
plusieurs  plans  de  symétrie,  est  appelé  dichosy métrique.  Les  mêmes 
désignations  peuvent  s'appliquer  aux  cristaux  auxquels  les  polyèdres 
donnent  naissance. 

De  là  résulte  la  classification  suivante  des  polyèdres  moléculaires  et 
des  cristaux  : 

i°  Holoaxes  centrés  ou  holoédriques; 

2°  Holoaxes  bémisy métriques; 

3°  Hémiaxes  centrés  ; 

4°  Hémiaxes  dicbosymétriques; 

5°  Hémiaxes  hémisymétriques; 

6°  Téta rtoaxes  centrés; 

-j°  Tétartoaxes  dichosy  métriques; 

(S°  Tétartoaxes  hémisymétriques. 

Bravais  a  montré   comment    les   phénomènes    cristallographiques 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  s5 

observés  sur  les  cristaux  doivent  varier  avec  celle  de  ces  huit  catégo- 
ries à  laquelle  appartient  leur  polyèdre  moléculaire.  En  appliquant, 
en  particulier,  sa  théorie  à  la  détermination  de  la  forme  cristalline, 
c'est-à-dire  du  nombre  des  faces  possibles  dans  un  cristal,  il  a  montré 
comment  et  suivant  quelles  lois,  dans  chaque  système,  l'absence,  dans 
le  polyèdre  moléculaire,  de  certains  éléments  de  symétrie  de  l'assem- 
blage, entraînait  une  réduction  du  nombre  des  faces  de  manière  à  pro- 
duire les  phénomènes  désignés  par  les  cristallographes  sous  les  noms 
de  hémiédrie  et  tétartoédrie. 

8.  En  résumé,  les  travaux  dont  nous  venons  de  donner  un  aperçu 
établissent  une  relation  entre  la  forme  cristalline  des  diverses  sub- 
stances et  la  symétrie  de  leur  molécule. 

La  forme  cristalline  se  déduit  théoriquement  d'une  symétrie  molé- 
culaire donnée  et,  inversement,  la  symétrie  moléculaire  d'une  substance 
se  déduit  de  sa  forme  cristalline  observée. 

Nous  replaçant  actuellement  sur  le  terrain  de  l'optique  théorique, 
nous  sommes  conduits  à  admettre  une  relation  nécessaire  entre  la 
constitution  que  présente  l'éther  dans  un  cristal  et  la  symétrie  de  sa 
molécule  et  de  son  assemblage.  L'expression  analytique  de  cette  rela- 
tion assigne  aux  équations  des  mouvements  vibratoires  une  forme 
spéciale,  variable  avec  la  symétrie  cristalline  et  à  laquelle  correspon- 
dent des  phénomènes  particuliers.  On  voit  ainsi  comment  les  deux 
théories,  cristallographique  et  optique,  établissent  parallèlement  une 
mutuelle  dépendance  entre  les  phénomènes  lumineux  que  présentent 
les  corps  cristallisés  et  leur  forme  cristalline. 

Le  présent  Chapitre  de  ce  Mémoire  est  consacré  à  rechercher  com- 
ment la  forme  des  équations  auxiliaires  varie  non-seulement  avec  le 
système  cristallin_,  mais  encore  avec  les  différents  cas  de  mériédrie  qui 
peuvent  se  présenter  dans  chaque  système. 

Analyse. 

9.  L'analyse  qui  fait  l'objet  de  ce  Chapitre  est  fondée  sur  la  remar- 
que suivante. 

La  constitution  de  l'éther  variant  d'un  point  à  un  autre  dans  l'in- 

Tome  XII  (ie  série).—  Janvier  1867.  4 
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térieur  d'un  cristal,  d'après  une  loi  qui  dépend  de  l'action  résultante 
exercée  par  la  matière  sur  chacun  de  ses  points,  doit  se  reproduire 
la  même  partout  où  cette  action  est  la  même.  Par  suite,  tout  élément 
de  symétrie  des  atomes  matériels,  c'est-à-dire  tout  élément  de  symé- 
trie commun  au  polyèdre  moléculaire  du  cristal  et  à  son  assemblage 
moléculaire,  doit  être  considéré  comme  un  élément  de  symétrie  des 
atomes  de  l'éther. 

Par  suite,  les  équations  des  mouvements  vibratoires  des  atomes  de 
l'éther  rapportés  à  un  système  d'axes  S,  ne  doivent  pas  différer  de 
celles  que  l'on  obtient  en  rapportant  les  vibrations  à  un  second  sys- 
tème d'axes  S2  symétrique  du  premier  par  rapport  à  un  centre  ou  plan 
de  symétrie,  commun  au  polyèdre  et  à  l'assemblage  moléculaires,  ou 

obtenu  en  faisant  tourner  le  premier  de  l'angle  —  autour  d'un  axe 

d'ordre  n  commun  au  polyèdre  et  à  l'assemblage  moléculaires. 

O  cette  transformation  de  coordonnées  revient  analytiquement  à 
appliquer  une  substitution  linéaire  aux  coordonnées  X,  j,  z,  et  celte 
substitution  doit  transformer  en  elles-mêmes  les  équations  auxiliaires 
auxquelles  satisfont  les  vibrations  moyennes  de  l'éther. 

De  cette  condition  dérive  la  forme  particulière  qui  résulte,  pour 
ces  équations,  de  chacun  des  éléments  de  symétrie  communs  à  la  mo- 
lécule et  à  l'assemblage. 

50.  Lemme.  —  On  résout  généralement  ce  problème  en  se  fondant 
sur  la  proposition  suivante  : 

Il  existe  généralement  trois  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  la 
forme  kx  +  B^'  4-  Cz  qu'une  substitution  linéaire  reproduit  à  un 
facteur  constant  près. 

En  effet,  pour  que  la  fonction 

kx  -+-  By  -+-  Cz 

se  reproduise  multipliée  par  un  certain  facteur*,  quand  on  y  remplace 

x, y,  z  par 

i  Lx   h-  m  y  -h  /ii, 

(i)  j  l'x  -h  m'y  -+-  n' z, 

l"x  -h  m'y  -+-  ji  z, 
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(a) 


M  +B/'  +CZ"  ==*A, 
A/w  +  B/tz'  -+-  Cra"  =  sB, 
An  +Bn'  -+-  Cra"  =  *C; 


or,   ces   trois  équations  déterminent  s  et  des  quantités  proportion 
nelles  à  A,  B,  C;  s  est  une  des  trois  racines  de  l'équation 


(3) 


l £, 

m, 

71, 


h 

ni  —  s, 

n\ 


l" 
m" 

n"  —  s 


—  o, 


et  à  ces  trois  racines  correspondent  trois  systèmes  de  valeurs  de  A,  B,  C. 

11.  Cela  posé,  considérons  les  équations  auxiliaires.  En  désignant, 
pour  abréger,  D^,  Dy,  Dz,  D,  par  «,  |3,  7,  a,  ces  équations  sont  de  la 
forme 

I   <72M  =  ¥{u-+-  F2v-h  l\w, 

(4)  l  g2v  =G,u -h  G2v-hG3w, 

\  <72tv  =  H,  u  +■  H2y  -h  H3xv; 

les  F,  G,  H  étant  des  fonctions  entières  à  coefficients  constants  de  a, 
|3,  7.  Supposons  actuellement  que  l'on  change  la  direction  des  axes  de 
manière  à  substituer  à  x,  j,  z  les  expressions  (1).  Il  est  aisé  de  voir 
que,  pour  obtenir  les  transformées  du  système  (3),  il  suffit  d'y  faire 
les  substitutions  suivantes  : 


(5) 
(6) 


M, 


f, 


W 


lu  -h  nw  H-  nw ,     lu  -+-  ni  v  -+-  n'w,      l" u  -h  m" v  -h  n" w 

«>  /3,  7' 

la.  -+-  m/3  +  «7,     /'a  -h  m' (3  ■+-  n'y,     l" a  -+-  /w"/5  -4-  «"7 


Admettons  qu'en  opérant  ainsi  on  reproduise  identiquement  le  sys- 
tème (3). 

12.  Pour  apercevoir  plus  aisément  les  conséquences  de  cette  con- 

4-. 
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dition,  introduisons  comme  variables  les  trois  fonctions  linéaires  de  u, 
vy  w  que  la  substitution  linéaire  multiplie  par  s,  s',  s"  racines  de  l'é- 
quation (3).  Soient  u',  v\  w'  ces  fonctions,  et  a\  j3',  y'  les  fonctions  ana- 
logues de  a,  |3,  y. 

Il  est  clair  que  le  système  (3)  peut  être  remplacé  par  un  système 
équivalent  de  la  forme 

crV   =  giu'-hg2</  +  gtw', 

<72w'  =  ht  u'  -H  h2v' -+-  h3iv', 

les  f ,  g,  h  étant  des  fonctions  entières  de  a! ,  |3',  y'.  Cela  posé,  ce  nou- 
veau système  se  transforme  par  la  substitution  dans  le  suivant  : 

sa2  v'  =  sf[  u!  -t-  s'J'z  v'  +  s?f'z  W , 
$'<7a  p  =  sg\  u'  H-  *'g'2  v'  +  s"gz  w' , 
s" a2  w'  —  sh\  u'  -h  s'h'2  v'  ■+-  s"HzWt 

où  les  y,  g',  ^'  représentent  les  transformées  des  f ,  g,  h. 

Pour  que  les  systèmes  (7)  et  (8)  soient  identiques,  il  faut  que 

sg't  =  *'gi>        g'2  =  £a>  s"g'a  =  s'gsi 

sh\  =  s"ht,    s'h'2  =  s"h2,  #8=7  h3. 

Des  conditions  (9)  résulte  la  forme  nécessaire  des/,  g,  h.  Considé- 
rons en  effet  une  de  ces  fonctions,  j2  par  exemple,  et  soit  ka'p^"1y'r  un 
de  ses  termes;  ce  terme  devient  par  la  substitution  ka'pfiqy"'sps"!s"r  et 
la  condition  s'f2  =  sf2  exige  que  l'on  ait  sps"I+is"r  —.  s.  Il  ne  devra 
donc  entrer  dans/2  que  des  termes  tels,  que  les  exposants  entiers  p,  q,  r 
satisfassent  à  la  relation  ci-dessus.  Si  cette  condition  est  réalisable 
avec  la  substitution  donnée,  on  détermine  ainsi  la  forme  des/,  g,  h  et 
par  suite  celle  des  équations  (7),  d'où  on  déduit  enfin  les  équa- 
tions (4)- 

Quand  on  passe  d'un  système  d'axes  rectangulaires  à  un  autre  sys- 
tème d'axes  rectangulaires,   l'équation  (3)  a  pour  racines  l'unité  et 
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deux  imaginaires  conjuguées  à  module  égal  à  l'unité.  On  a  donc 


La  condition 
devient  alors 
d'où  on  déduit 


.ç  =  1 ,     s  =  er  ,     se 

sp s"!+i  s"r  —  s 


2/77 

q  ->r  \—  r= 


»/>—?' 


j  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 

La  condition  n'est  donc  réalisable  que  si  l'argument  ç  est  commen- 
surable  avec  la  circonférence  17t. 

15.  Après  avoir  exposé  ainsi  la  méthode  générale,  cherchons  la 
forme  des  équations  auxiliaires  quand  le  polyèdre  et  l'assemblage  mo- 
léculaires ont  en  commun  : 

i°  Un  centre  de  symétrie  ; 

i°  Un  plan  de  symétrie; 

3°  Un  axe  de  symétrie. 

1°  Centre  de  symétrie. 

14.  Prenons  un  centre  comme  origine.  Les  équations  ne  sont  pas 
altérées  quand  on  change  le  sens  des  x,  y,  z  positifs,  c'est-à-dire  quand 
on  fait  les  substitutions 

(  «•    "•   ."),  (  *'    ;•    1 

\—u,      —  c,      —\vj        \—a,     —  /3,      —7 

Donc  les  F,  G,  H  ne  doivent  renfermer  que  des  termes  de  degré  pair 
par  rapport  à  a,  /3,  7. 

2°  Plan  de  symétrie. 

15.  Prenons  le  plan  de  symétrie  pour  plan  des  jz.  Les  équations  ne 
doivent  pas  être  altérées  quand  on  change  le  sens  des  oc  positifs,  et  par 
suite  quand  on  y  change  le  signe  de  u  et  a. 
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Donc  F,,  G2,  G3,  H2,  H3  sont  des  fonctions  paires  et  F2,  F3,  G,,  H, 
des  fonctions  impaires  de  a. 

3°  Axe  de  symétrie. 

16.  Prenons  l'axe  de  symétrie  pour  axe  des  x,  et  soit  <p  l'angle  dont 
on  peut  déplacer  solidairement  dans  leur  plan  les  oj,  oz  sans  altérer  la 
forme  des  équations  (4).  Le  changement  d'axes  entraîne  la  substitution 

(„)         ("• 

\u,     pcosç)  —  wsinç?,     osin©  -f-  wcoscp 
de  sorte  que  les  coefficients  delà  substitution  (5)  sont 

i,       o,  o, 

o,     cos<p,      —  sin  <p, 
o,      sin  (p,  cosœ; 

les  racines  de  l'équation  (3)  sont 

5  =  1,     s?  =  e*\     s"  =  e~?\ 
et  l'on  a  enfin 

u'  =  u,     c'=c  +  wif     w'  =  v  —  wi, 

oc'  =  a,     /S'  =  /3  -f-  yî,       /  =  |3  —  yi. 


Par  conséquent,  les  deux  premières  des  équations  (7)  deviennent 


(12) 


a2u  =j\  u  4-/a  [y  -f-  wi)  -+-/,  (v  —  wi), 

a2  {v  -+-  wi)  =  g,  w  -+-  ga  (y  -h  ïw)  4-  g3  (e  -  wî), 


lesy>  g>  ^  désignant  des  fonctions  entières,  généralement  imaginaires, 
de  a,  /3  -h  yi,  /3  —  yi.  Il  est  inutile  d'écrire  la  troisième  équation,  qui  se 
déduit  de  la  seconde  en  y  changeant  le  signe  de  i. 
Dans  ce  cas,  les  équations  (9)  deviennent 


(iS) 


/;=/.,    /*=*-*%  /;==</., 


8t=e?lgii     g'-2  =  g2,  g's=e7f 


&3- 
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17.  Il  reste  à  déterminer  la  forme  générale  des  fonctions  qui  satis- 
font à  ces  conditions.  Soit  Ac/.p(fî  -h  yi)q{fi  —  yi)r  le  terme  général 
d'une  fonction  que  la  substitution  reproduit  identiquement.  La  substi- 
tution multipliant  ce  terme  par  e>q~ ''?\  on  aura  é-q~ r)?' =  i,  et  par 
suite  (<7  —  r)cp  =  2/71,  j  désignant  un  nombre  entier  quelconque.  Il  en 
résulte  la  condition 

(i4)  q-r  =/w; 

w  =  —  étant  l'ordre  de  la  symétrie;  posons 

q  =  q'  ■+■  k  w, 


r  =r'+l 


<■»■ 


k  et  l  désignant  des  entiers  positifs,  et  q'  et  r'  des  résidus  positifs  infé- 
rieurs à  hi.  La  condition  (i4)  entraînera  évidemment  la  relation  r'  =  (f, 
ce  qui  montre  que  le  terme  général  peut  être  mis  sous  la  forme 

A^(jS2-t-72^(/3-f-7/)A'w(/3~7/)/w. 
Si  donc  on  pose 

(i5)  XH-Yi=(j3-H-7Î)-, 

on  obtient  le  théorème  suivant  : 

Toute  fonction  entière  des  variables  a,  |3,  y  se  reproduisant  identi- 
quement, quand  on  applique  à  ces  variables  la  substitution 

(■6)  ("'     a         P'  V 

\a,     ]3cos<p —  ysin^,     ]3  sin<p -h  ycoscp 

est  une  fonction  entière  des  quantités 

a,     /32-f-y2,     X,     Y, 

X  et  Y  représentant  les  parties  réelle  et  imaginaire  de  (|3  -+-  y  if,  et  *> 
désignant  le  rapport,  supposé  entier,  de  l'angle  <p  à  la  circonférence. 
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Nous  appellerons  invariantes  les  fonctions  de  cette  forme  jouissant 
de  la  propriété  de  ne  pas  être  altérées  par  la  substitution  (16). 

18.  Supposons,  en  second  lieu,  que  la  fonction  dont  le  terme  géné- 
ral est  Aap(p-hyi)q{P  —  yi)r  soit  multipliée,  lorsqu'on  lui  applique 
la  substitution  (16),  par  le  facteur  en?i,  n  désignant  un  nombre  entier 
inférieur  à  w.  On  a,  dans  ce  cas,  la  condition 

(17)  q  —  r  =  ja-\-  », 

et  en  posant,  comme  précédemment, 

q  =  q'  4-  Ao>, 

r  =  r'  n-  /w, 

on  voit  que  la  différence  q'  —  {r' 4-  n)  doit  être  un  multiple  de  w.  Or, 
q'  et  r'  variant  de  o  à  w  —  1,  et  n  variant  de  1  à  w  —  1,  la  différence 
dont  il  s'agit  varie  de  w  —  a  à  —  (2  w  —  2).  On  doit  donc  avoir 

q»  —  (/•'+  n)  =  o,      d'où     q'  =  r'  4-  n, 

ou  bien 

q'  __  (r'  4-  n)  =  —  w,     d'où     r'  =  <-/'  4-  u  —  «  ; 

par  suite,  le  terme  général  présente  une  des  deux  formes 

A«'(|3"  4-  yT(/3+  y/)*"  (/3  -71)'"  (j3  4-  y/)", 
Aa/>(/3*  +  y2)'  (p  4-  yi)*w  (|3  -  y/)'"  (/3  -  yi)""". 

On  en  déduit  le  théorème  suivant  : 

Toute  fonction  entière  de  a,  |3,  7,  que  la  substitution  (16)  multiplie 
par  c"vl,  n  étant  un  nombre  entier  inférieur  à  w,  est  de  la  forme 

F(|3  4-y/j"4-G(/8  -y/)"-", 

F  et  G  désignant  deux  fonctions  entières  invariantes  de  a,  /3,  y. 

On  démontre  de  la  même  manière  que  toute  fonction  que  la  substi- 
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tution  multiplie  par  é~n?l  est  de  la  forme 

F(/3_7/)«4-G(j3  +  Y*T~n. 
19.  Si  on  pose  actuellement 

[  X  +Yi=(p4-7iT, 
(18)  X<-»-Tlî  =  (i3  +  7Î)--,l 

(  X2-t-Y2f=(/3  +  7/r-% 

il  résulte   des  formules   (i3)    et  des  théorèmes  précédemment  dé- 
montrés : 

i°  Que  les  fonctions^7,  et  g2sont  des  fonctions  invariantes  de  a,  ]3,y. 
La  fonction  y,  est  réelle. 

2°  Que  les  fonctionsy^y],,  gn  g3  sont  de  la  forme 

/.  =  ♦  (13-70  +  X  (^  +  Y,0, 

;^  =  f(/3  +  y0  +x'(x1-y,o, 
*  ft'F7T(l3  +  yO  +x"(x,~y1o, 

^=f'(P4-7/)2-h/;"(X2-Y2/), 

les  ^  et  ^  désignant  des  fonctions  entières  invariantes  de  a,  |3,  y. 

De  plus,  les  fonctionsy,^  étant  évidemment  conjuguées,  il  en  est 
de  même  des  fonctions^  et  i|/,  et  des  fonctions^  et  /'. 

Cela  posé,  écrivant  g2  -+-  G2i  à  la  place  de  g2,  et  désignant  les  fonc- 
tions 

<K    <K»    <K'»    V, 

X»     X  >    X  >     X  » 
respectivement  par 


(ao) 


*"*',     g,  +  G,/,     g,+  G,.\ 


2  2 


yL±^j    îi±Ii',    ^4-h.î,     A.  +  H.I, 


on  parvient  aisément  à  mettre  les  équations  (12)  sous  la  forme  sui- 

Tome  XII  (2e  série).  —  Février  1867.  J 
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vante,  qui  est  la  forme  la  plus  générale  des  équations  auxiliaires  dans 
un  milieu  cristallisé  ayant  un  axe  de  symétrie  d'ordre  co  : 

<r2u=fiu+fi((}v  -h  yw)  -h/s (j3w  —  y*> ) 

4-  <p2(X,P  —  Ytw)  +  y,(X,w  +  Y,'i»), 
<r2f  =  gr.P  -  G2tv  -+■  (g-,/3  -  G)7)w  -h (g,|3  -  G87)  (/3p  +  y»') 
+  te.7  +  G,13)(.j3w-7P) 
+  (/a,  +  HJ))«  +  Aî(X1i'-Y»  +  Hî(X2w+Y2c), 
crV=g2w  +  GaP-k(^7-r-G,/3)w  -+-  (g87+G,]3j  (Pi»  4-  yw) 
-(&3/5-G37)(/3w-7^) 
4-(H,X,—  £,¥,)«  H- H2(Xat>  —  Yatv)  —  /;a(Xatv  +  Y,i>), 

les  fonctions  y,  <p,  g,  G,  /*,  H  étant  des  fonctions  réelles  de 

«,     iS2  +  7%     X,     Y, 

et  les  X,  Y  ayant  les  valeurs  fournies  par  les  formules  (18). 

20.  Nous  passons  actuellement  à  l'étude  des  équations  particulières 
propres  à  chaque  système  cristallin  et  aux  divers  cas  de  mériédrie  réa- 
lisés dans  la  nature. 

i°  Système  asymétrique. 

La  seule  réduction  se  présente  quand  la  molécule  est  centrée.  Dans 
ce  cas,  les  termes  d'ordre  impair  disparaissent  dans  les  équations. 

2°  Système  binaire. 

Prenons  l'axe  de  symétrie  pour  axe  des  x.  Les  équations  (4)  doivent 
rester  inaltérées  quand  on  y  substitue  —  p,  —  w  à  v,  %\\  et  —  /3,  —  y 
à  |S,  y.  Il  en  résulte  que  F,,  G2,  G3,  II  a,  H3  ne  doivent  pas  changer 
quand  on  y  change  le  signe  de  |3,  7,  et  F2,  F3,  G,,  H,  doivent  changer 
de  signe  par  la  même  substitution.  Les  fonctions  non  altérées  ne  ren- 
ferment que  des  termes  d'ordre  pair  par  rapport  à  |3,  7,  et  les  autres 
des  tonnes  d'ordre  impair  par  rapport  aux  mêmes  variables. 

Dans  le  système  binaire,  on  a  deux  cas  à  considérer  : 


K, 

W'y 

ft 

y* 

w. 

u\ 

y» 

a, 

w, 

"Ï 

a, 

P; 
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i°  Holoaxie  centrée  (A2 ,  C,  P).  —  Les  équations  sont  composées 
de  termes  d'ordre  pair  par  rapport  à  a,  ]3,  y. 

2°  Holoaxie  hémisy métrique  (A2,  oC,  oP).  —  Les  équations  ren- 
ferment des  puissances  paires  et  impaires  de  «. 

3°  Symétrie  terbinaire. 

21.  i°  Holoaxie  hémisy  métrique  (A2,  aL%  oC,  oP).  —  Les  équa- 
tions ne  doivent  pas  être  altérées  quand  on  y  change  le  signe  des 
variables  comprises  dans  un  des  trois  groupes  suivants  : 


(M) 


il  est  aisé  d'en  déduire  la  forme  des  F,  G,  H. 

En  effet,  la  fonction  F,  iie  devant  être  altérée  par  aucune  des  trois 
substitutions  doit  être  composée  de  termes  Aapfiqyr  tels,  que  les 
sommes  q  -h  r,  r-f- p,  p  ■+-  q  soient  des  nombres  pairs.  Donc/;,  <y,  r  sont 
simultanément  pairs  ou  impairs,  suivant  que  la  somme  p  -+~  q  -t-  r  est 
paire  ou  impaire.  Par  suite,  la  fonction  F,  est  de  la  forme 

(a3)  F*  =?/,+■?-,  «for, 

fi  et  (pt  désignant  des  fonctions  entières  de  a2,  |32,  y2. 

La  fonction  F2  change  de  signe  par  la  première  et  la  seconde  substi- 
tution, et  ne  change  pas  par  la  troisième  :  par  suite,  q  ■+■  r,  r -h  p  sont 
impairs  et  p  -4-  q  pair.  Il  en  résulte  :  i°  que  si  le  degré  p  -+-  q  -+-  r  au 
terme  général  est  pair,  p  et  q  sont  impairs  et  r  pair;  2°  si  le  degré 
p  H-  q  -+-  r  est  impair,  p  et  q  sont  pairs  et  r  est  impair.  On  en  conclut 
que  la  fonction  F2  est  de  la  forme 

(a4)  F2=y2a/3-+-<p2y, 

f2  et  9,  désignant  des  fonctions  entières  de  a2,  /S2,  y2. 

On  détermine  de  même  les  autres  fonctions,  et  on  obtient  les  équa- 

5.. 
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tions  auxiliaires  sous  la  forme  suivante  : 

[   a-u  =ftu  -\-f2ufiv  -hf3  ayw  ■+-  fta@yu  -+•  (p2yv  ■+-  <pzPwt 
(20)   <   <72i>=g,ccpu-h  g2v-h  g3pyw-h  y{yu  +  feafiyv -h  x3aw, 
(  cr*w=  hA  ayu  -f-  h2fiyv  -+-  h3w  -h  tyt  jSw  -h  ty2  olv  -+-  tp3aj3*yw, 

lesy*  g,  /*,  <p,  ^,  <\>  désignant  des  fonctions  entières  de  a2,  |32,  y2. 

22.  20  Holoaxie  centrée  [A2,  2L2,  C,  II,  2P].  —  Les  termes  d'ordre 
impair  disparaissant,  les  équations  sont 

(  g2u=  j\  u  +  /2  a/3  t>  ■+-  j\  ayw, 
(26)  (r2P  =  g(/3aw  +  g2PH-g3/37w, 

f  c2tv  =  /?,  yaw  -4-  h2yfiv  -h  h3w. 

25.  3°  Hémiaxie  dichosymétrique  [A2,  0L2,  oC,  aPJ.  —  Prenons 
l'axe  de  symétrie  A2  pour  axe  des  x,  les  axes  des  y  et  z  étant  res- 
pectivement perpendiculaires  aux  deux  plans  de  symétrie.  Les  équa- 
tions (4)  ue  doivent  pas  être  altérées  quand  on  y  change  le  signe  de  m, 
■|3,  ou  bien  de  w,  y. 

On  voit,  paf  suite,  que  F,  est  une  fonction  paire  de  |3  et  de  y,  ré- 
ductible à  la  forme 

(27)  f,  =y;-hç,  a, 

/",  et  <p,  étant  fonctions  de  a2,  /32,  -y2. 

F2  est  une  fonction  impaire  de  |3  et  paire  dey,  réductible  à  la  forme 

(28)  F2=f2a^?2^ 

/a  et  <p2  étant  également  fonctions  de  a2,  |32,  -y2. 
Les  équations  auxiliaires  sont  les  suivantes  : 

!q-u  =J,u  -f-  f2afiv  -\rftdyw  -f-  cpt  au  -+-  <p2fiv  -+-  <p3yw, 
g2v  =  g,  /3a u  -+-  g.,e  4-  g3/3yw  H-'-fr  j3«  +  frap  4-  x,a|3ytv, 
a2u'  =  /?,  yaw  +  h2yfiv  H-  /*3ïv  -h  <];,  y«  -f-  d»2a|3y  p  h-  i|i,aiv, 

les/,  g-,  /*,  <p,  ^,  ^  désignant  des  fonctions  entières  de  a2,  fi2,  y'2. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


3? 


4°  Symétries  ternaire,  quaternaire  et  sénaire. 

24.  Les  équations  relatives  à  ces  trois  systèmes  sont  comprises  dans 
les  équations  (21)  et  diffèrent,  quand  on  passe  d'un  système  à  l'autre, 
par  les  valeurs  des  six  quantités  X,  X,,  X2,  Y,  Y,,  Y2  qui  ont,  dans 
les  trois  genres  de  symétrie,  les  valeurs  comprises  dans  le  tableau  sui- 
vant. 


SYMÉTRIE 

SYMÉTRIE 

SYMÉTRIE 

ternaire. 

quaternaire. 

sénaire. 

X 

p-3fo» 

(P'  +  72)2 

pG—  i5p' 7aH-  l5p27«  — 7e 

y 

3p7  -f 

4?7(PJ  — V2) 

6p57  —  20  p3  v3  +  6  p7s 

x, 

p»-y 

p  —  3  p72 

pi  _  fop^* -r-5p7« 

y, 

2p7 

3P*7— V 

5p'7  —  iop273  +  7i 

x2 

p 

P2  -  7a 

p1  —  6p272H-7' 

Y2 

7 

»fr 

4MP2-72) 

En  substituant,  pour  chacun  des  trois  systèmes  cristallins,  les  va- 
leurs des  six  quantités  données  par  ce  tableau,  on  obtient  les  équa- 
tions générales  propres  à  représenter  les  vibrations  de  la  lumière  dans 
un  cristal  de  ce  système. 

Nous  examinerons  actuellement  ce  que  deviennent  ces  équations 
quand  le  cristal  présente  : 

i°  L'holoaxie  hémisymétrique; 
20  L'holoaxie  centrée; 
3°  L'hémiaxie  dichosymétrique; 
4°  L'hémiaxie  hémisymétrique. 

25.  Holoaxie  hémisymétrique .  —  Dans  ce  cas,  le  polyèdre  molécu- 
laire et  l'assemblage  présentent  trois,  quatre  ou  six  axes  de  symétrie 
dirigés  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  principal  de  symétrie. 
Prenant  un  de  ces  axes  pour  axe  desjr,  on  voit  que  les  équations  (21) 
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ne  doivent  pas  être  altérées  quand,  sans  changer  l'axe  des  y  positifs, 
on  substitue  aux  axes  positifs  des  x  et  des  z  leurs  prolongements. 
Ce  changement  de  coordonnées  entraîne  les  substitutions  suivantes: 

w,        *>,       w   \       /   a,        /3,        y 
-  »,     ",     —  w/       \  —  a,     |3,      —y 

On  voit  d'ailleurs  que  ces  substitutions  ne  changent  pas  X,  X,,  X2 
et  changent  le  signe  de  Y,  Y,,  Y2.  En  effet,  en  changeant  le  signe  de  y, 
['expression 

(/3  +  y/y  =  X„,  +  Ym/ 

devient 

(P-yO'"  =  X,„-  YMi. 

Cela  posé,  on  voit  aisément  que,  pour  que  les  substitutions  dont  il 
s'agit  n'altèrent  pas  le  système  des  équations  (21),  il  faut  que,  par  la 
substitution  de  —  «,  —  Y  à  a,  Y  : 

i°  Les  fonctions 

Jnj3i    ^3?    G,,    g2,    £3,    H,,    H2 

ne  changent  pas  de  valeur; 

i°  Les  fonctions 

ji,  "Pai  gn  G2,  C3,   ^,,  H2 
changent  de  signe. 

D'ailleurs,  toute  fonction  entière  de  a,  Y  qui  change  de  signe  quand 
on  y  change  le  signe  de  ces  variables,  est  de  la  forme 

/«+JTT, 

et  toute  fonction  ne  changeant  pas,  par  la  même  substitution,  est  de  la 
forme 

j  et/'  désignant  des  fonctions  entières  de  a2,  Y2. 


(3o) 
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On  en  déduit  définitivement  que  le  système  des  équations  (21)  peut, 
dans  le  cas  que  nous  considérons,  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

c2u  —fKu  -f-y2«  (/3p  4-  yw)  +f3  (|3h-  -  yv) 

+  Y[/;  au  +f2  {$v+  yw)  +  f'z  a(pw  -  yy)] 
■+-  ç>2  a  (X,  v  —  Y,  w)  -+-  <p3  (X,  w  -h  Y,  o) 
+  Y  [ç>'2(X,p  -  Y,w)  +  ç>>(X,w  -h  Y,*)], 
^('  =  ^f-G2«w  +  (g-,  a/3  —  G,  7)  u 

+  (g>/3  ~  G3«y)(/3p  +  yw)  H-  (g-37  +  G,a/3)(/STv  -  yv) 
H-  Y[^«<^-G>  +  (§•',  ]3  -  G>y)« 

4-(g>/3-G'3y)(i3p  +  7Tv)-l-fe'3a7-4-G'3/3)(pxv-7t;)] 
+  (/?,  aX(  H-  H,Y,)«  +  /*2(X2i'-  Y2îv)  H-  H2a(X2ïv-h  Y2<>) 
-hY[(//1X,  +  H>Y))« 

■4-  /*'2a(X2t>  —  Y2tv)  -)-H'2(X2w  +  Y2t>)], 
<72h>  =  g2w  +G2av+  (g,  ay  -f-  G<  ]3)  « 

+  (^7  +  Gr,aJ3)(./Sj»  i4-  yu>)  -  (g3.]3  -  G3«y)  f/Bn-  -  yt») 
-h  Y  [g'2  «  w  +  G'2  ac+  (g,  y  -+-  G\  a/3  )  u 

+  (&>7  +  G'3/3)(^+7w)-fe>^-G'3y)(1Sîv-y^] 
-h',H(Xl-/?<«Y1^^  +  H2a(X2P-Y2îv)-^2(X2fr+Y2v) 
+  Y[(H>X,  —  ^'1Y1)w 

+  H'2(X2^-Y2Tv)-//2a(X2îv-+-Y2p)], 

les  fonctions  indéterminées  qui  entrent  dans  ces  équations  étant  des 
fonctions  entières  de 

*\  |9a-+  f,  X,  Y2. 

26.  Holoaxie  centrée.  —  Les  équations  s'obtiennent  en  suppri- 
mant dans  les  précédentes  les  termes  de  degré  impair  par  rapport 
à  a,  /3,  y. 

27.  Hémiaxie  dichosj  métrique.  —  Supposons  que  le  polyèdre  mo- 
léculaire soit  dénué  de  centre  et  possède,  en  commun  avec  l'assem- 
blage, plusieurs  plans  de  symétrie  passant  par  l'axe  principal  ox.  Si 
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l'on  prend  un  de  ces  plans  pour  plan  des  xyt  on  voit  que  les  équa- 
tions (21)  ne  doivent  pas  être  altérées  quand  on  y  change  w  en  —  w 
et  y  en  —  y,  ce  qui  substitue  —  Y,  —  Y,,  —  Yjà  Y,  Y„  Y2. 
On  en  déduit  aisément  que  les  fonctions 

/n/2J  <p2,  g-.,  gTa,  g»,  ht,  h2 

ne  changent  pas  et  que  les  fonctions 

jz-,  9*3 >  G,,  G2,  G3,  H,,   H2 

changent  de  signe  quand  on  y  change  le  signe  de  Y. 

Les  premières  sont  donc  des  fonctions  de  Y2,  et  les  autres  sont  égales 
au  produit  de  Y  par  des  fonctions  de  Y2.  On  parvient  ainsi  à  mettre 
les  équations  (21)  sous  la  forme  : 

a2u  —fKu  H- /a  (/3e  H-  yw)  +-fzY(pvi>  —  yv) 

-h  7s(£jP  —  Y,  iv )  -h  93  Y  (X,  tv  H-  Y,  t>), 
(7^  =  a^_G2YTv  +  (^|3-GlYy)«  +  (g3l3-G3Yy)(/3p+yTv) 
-h  [gty  +  GtYp){pw-yv)  +  (h<Xt  +HIYYI)« 
+  h2(X2v  -  Y2w)  +  H2Y(X2w-f-Yap), 
G2w=g2w-hG2Yv+{g{y-hGlYfl)u+(g3y-hG3Yfl){pv  +  yw) 
-  (g,|3  -  G3Y7)(/3tv  -  yv)  +  (H.YX,  -  ft«Y,)« 
+  H2Y(X2i>  — Yaw)  -  A2(X2iv-hY2o), 

les  fonctions  renfermées  dans  ces  équations  dépendant  de  a,  j32  -h  y2, 
X,  Y2. 

28.  Hémiaxie  hémisj métrique.  —  L'hémiaxie  peut  avoir  lieu,  soit 
par  la  suppression  des  axes  binaires,  soit  par  la  réduction  à  moitié  de 
l'ordre  de  l'axe  principal. 

Dans  le  premier  cas,  les  équations  auxiliaires  sont  les  équations  (21). 
Dans  le  second  cas,  elles  coïncident  avec  celles  qui  correspondent  à 
l'holoaxie  du  système  caractérisé  par  un  axe  principal  d'un  ordre 
moitié  moindre  que  celui  que  présente  le  système  cristallin  considéré. 

Enfin,  en  supprimant  les  termes  d'ordre  impair  dans  les  équations 
de  l'hémiaxie  hémisymétrique,  on  obtient  les  équations  de  Y  hémiaxie 
centrée. 


(3i) 
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5°  Symétrie  terquaternaire. 

29.   On  a,  clans  ce  système,  cinq  cas  à  considérer  : 

i°  Holoaxie  hémisymétrique.   .  [3L4,   4L3,   6L2,  oC,  oP]; 

i°  Holoaxie  centrée [3L\  4L3,  6L2,  C,   3P4,  6P2]; 

3°  Hémiaxie  hémisymétrique.  .  [3L2,   4L3,   oC,   oP]; 

4°  Hémiaxie  dichosymétrique.  .  [3L2,   4L3,   oC,   6P]; 

5°  Hémiaxie  centrée [3L%   4L3,  C,   3P2]. 

Nous  allons  examiner  la  forme  des  équations  auxiliaires  dans  cha- 
cun de  ces  cas  particuliers. 

Observant  d'abord  que,  dans  chacun  de  ces  cas,  le  polyèdre  molé- 
culaire et  l'assemblage  possèdent  quatre  axes  ternaires,  nous  allons 
déterminer  les  conséquences  qui  résultent  de  l'existence  de  ces  axes. 
Ces  quatre  axes  sont  dirigés,  comme  on  l'a  remarqué  au  n°  5,  suivant 
les  lignes  qui  dans  un  cube  joignent  les  sommets  opposés. 

Nous  prendrons  pour  axes  de  coordonnées  les  arêtes  du  cube  dont 
les  grandes  diagonales  sont  parallèles  aux  quatre  axes  ternaires.  Ces 
axes  sont  dirigés  suivant  les  trois  axes  quaternaires  de  l'assemblage. 

30.  Considérons  d'abord  l'axe  ternaire  compris  dans  le  trièdre  dé- 
terminé par  les  parties  positives  des  axes  de  coordonnées,  et  suppo- 
sons que  l'on  fasse  tourner  le  système  de  ces  axes  de  120  degrés  au- 
tour de  l'axe  ternaire.  Les  équations  (4)  ne  doivent  pas  être  altérées 
par  la  substitution. 

Or,  cette  rotation  permute  circulairement  les  directions  des  axes,  de 
sorte  que  les  nouveaux  axes  des  x,  y,  z  coïncident  avec  les  anciens 
des  j",  z,  x,  si  la  rotation  s'effectue  dans  un  sens,  et  avec  les  anciens 
axes  des  z,  x,y  si  elle  s'effectue  en  sens  inverse. 

On  a  donc  les  deux  substitutions 

(32) 

(33) 

qui  ne  doivent  pas  altérer  les  équations  '  4)- 

Tome  XI!  (i*  série).       Février  «867. 
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Désignons  par  un  ou  deux  accents  les  transformées  des  F,  G,  H 
par  les  substitutions  (32)  ou  (33).  Ces  substitutions  transforment  évi- 
demment la  première  équation  (4)  dans  les  suivantes  : 

a'1  v   =  F'3  u  -t-  F'j  v  -(-  F'2U', 


o-2  tv  =  F"  u  +  F'1  v  +  F 


w. 


Donc,  par  suite  de  l'existence  de  l'axe  ternaire,  le  système  des  équa- 
tions (4)  doit  être  de  la  forme 

/  a2 u  =  F ,u  -h  F2V  -+-  F3cv, 

(34)  c2v  =F>  +  F>  -+  F'2(v, 
(  <7att>*=F>+  F>  +  F",  w. 

51.  Considérons  maintenant  l'axe  ternaire  également  incliné  sur 
les  parties  positives  des  axes  ox,  oz  et  sur  la  partie  négative  de  oj. 

Dans  ce  cas,  le  système  des  équations  (4)  ne  doit  pas  être  altéré  par 
la  substitution 

(35)  (   '"        "'       w\    (   \        *       I 

\— f,     —  w,     u)      \-/3,      -y,     a 

Or,  le  même  système  étant  inaltéré  par  la  substitution  (3a)  devra 
l'être  par  la  suivante  : 

«,  v,       w\       f    a,  /3,       y 

-m,      —  v,     w)       \-  a,      —  /3,     y 

Par  conséquent  l'axe  des  z  est  un  axe  de  symétrie  binaire. 

Ainsi,  l'existence  des  deux  axes  de  symétrie  ternaires  entraîne  l'exis- 
tence d'un  axe  de  symétrie  binaire,  et  inversement  l'existence  de  cet 
axe  binaire  et  d'un  des  axes  ternaires  entraîne  l'existence  du  second 
axe  ternaire. 

On  en  conclut  immédiatement  que,  avec  les  quatre  axes  ternaires 
disposés  comme  les  quatre  grandes  diagonales  d'un  cube,  existent  né- 
cessairement trois  axes  binaires  dirigés  suivant  les  arêtes  de  ce  cube  ;  et 
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inversement,  les  trois  axes  binaires  et  un  des  axes  ternaires  entraînent 
les  trois  autres  axes  ternaires. 

32.  Hémiaxie  hémisymétrique  (3L2 ,  4L3 ,  oC,  oP). 

Cela  posé,  pour  obtenir  les  équations  auxiliaires  de  l'hémiaxie  hémi- 
symétrique, il  suffira  de  prendre  comme  point  de  départ  les  équations 
de  i'holoaxie  hémisymétrique  du  système  terbinaire  (25),  et  d'y  intro- 
duire les  conditions  établies  au  n°  30.  On  obtient  ainsi  le  système 
suivant  : 

/  q- u  =  fKu  -+-j\a[iv  -\-J3ccyw  ■+-  <pJ  afiyu  -+-  a>oyv  -+-  ©3/3tv, 
(36)    a2v   =Jlfeu-)-j]v-t-flp1iv  +  y'3yu  -4-  <p>/3yp  4-  f2<xw, 
[  a2w  =f£ayu  -hjzyfiv  +fl"W  +  <p"2fîu  +  f'**v  ■+"  i\a?lwi 

où  on  dénote  toujours  par  un  ou  deux  accents  ce  que  deviennent  les 
fonctions  de  la  première  équation  par  les  substitutions 

«,    p,    y\    ou    /«,    p,    7 

/5,      y,      «/  \y,      sç,      p 

Nous  rappelons  que  ces  fonctions  sont  des  fonctions  entières  de  a2, 

35.  Hémiaxie  dichosy métrique  (3L2,  4L3,  oC,  6P). 

Le  système  cristallisé  présente,  dans  le  cas  actuel,  six  plans  de  sy- 
métrie, partageant  en  deux  parties  égales  les  dièdres  que  forment  deux 
à  deux  les  plans  coordonnés.  Les  axes  de  symétrie  sont  les  mêmes  que 
dans  le  cas  précédent.  Les  équations  sont  donc  comprises  dans  le  sys- 
tème (36)  :  exprimons  en  outre  la  condition  qu'entraîne  le  plan  de 
symétrie  bissecteur  du  dièdre  droit  compris  entre  les  plains  xôz,  jroz. 

Il  est  clair  que,  si  l'on  donne  aux  axes  oy,  oz  des  positions  symétri- 
ques par  rapport  à  ce  plan  de  celles  qu'ils  occupent  effectivement,  on 
permute  ces  deux  axes,  de  sorte  qu'au  changement  d'axes  dont  il  s'agit 
correspond  la  substitution 

/u,     v,     w\       fa,     |3,     Y 
\u,     tv,      vj      \a,     y,     /3 

6.. 
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et  cette  substitution  doit  transformer  en  elles-mêmes  les  équations  (36). 
On  en  conclut  aisément  que  : 

i°  Les  fonctions^,  <p,  sont  des  fonctions  symétriques  de  jSa,  y2,  c'est- 
à-dire  des  fonctions  de  /32  H-  y2  et  /S2'/2. 

i°  L'on  a  les  relations  identiques 

93(«%/32,72)  =  ?2(«2,y2>/n 

Par  conséquent  les  équations  sont  nécessairement  de  la  forme 

/  o*u  =j\  (a2,  /32+  y2,  /32y2)«  +  /2  («2,  |3Sy2)j3yP 

+/,  (a2,  y2,  |32)  o,lw  +  ?l  («*,  02  +  y2,  (3»/)  a/3y« 
+  ?2  (a2,  /32,  y2)yi>  +  cp.2  (a2,  y2,  j3*)|3w, 
<r2^  =y2  (/32,  a2,  y2)  /3««  +/  (/32,  a2  +  y2,  «2y> 
+,/2(/32,y2,«2)/3yW+?2(/32,«2,y2)y« 
H-  <p,  (j32,  a2  4-  y2,  a2y2)a/3yi>-f-  <p2 ( /32 ,  y2,  a9)aw, 
8*w  ==/"■  (y2,  a»,  /3a)ay«  +/,  (y2,  p2,  a2)/37P 

+/i  (7%  «2  +  /52,  «W  w  +  ?2  (7a5  «2,  /32)  13« 
+  <p2  (y2,  /3a,  a2)  av  -4-  <pt  (y2,  -a2  ■+-  /32,  a3/32')  otfiyw. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  ces  équations  jouissent  des  pro- 
priétés analytiques  qui  correspondent  aux  six  plans  de  symétrie  que 
possède  le  système.  De  sorte  que  les  équations  (37)  constituent  les 
équations  générales  relatives  à  l'hémiaxie  dichosy métrique  du  système 
terquaternaire. 

34.  Hémiaxie  centrée.  —  Les  équations  sont  les  équations  (36), 
moins  les  termes  d'ordre  impair,  c'est-à-dire  les  suivantes  : 

(38)  U*v  =j'zp*u+j\v+f^y.w, 

(  cr*w  =fly<x.u+J*ypv  +J°t  .w. 

35.  Holoaxie  hémisymétrique  (3L*,  4L3,  6L2,  oC,  oP). 

Il  est  clair  que  les  équations  qu'il  s'agit  d'obtenir  sont  comprises 
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dans  les  formules  (36).  Il  suffit  d'exprimer  dans  celles-ci  que  le  sys- 
tème possède  un  axe  quaternaire  ;  en  effet,  l'existence  des  axes  ter- 
naires entraîne  l'existence  des  deux  autres  axes  quaternaires. 

D'ailleurs,  on  sait  que  les  axes  binaires  sont  une  conséquence  néces- 
saire des  axes  ternaires  et  quaternaires. 

Il  suffit  donc  d'exprimer  que  Taxe  des  x  est  un  axe  quaternaire. 

Par  suite,  les  équations  ne  doivent  pas  être  altérées,  si  on  fait  tourner 
solidairement  les  axes  oj  et  oz  de  90  degrés  dans  leur  plan.  Or,  ce 
changement  d'axes  introduit  la  substitution 


u, 

*', 

w\ 

(a, 

ft 

V 

u, 

—  w, 

>r 

U 

-7. 

i 

Cette  substitution  ne  devant  pas  altérer  les  équations  (36),  on  voit 
que  : 

i°  La  fonction/,  est  une  fonction  symétrique  de  |32  et  -y2. 

20  La  fonction  cpi  est  une  fonction  alternée  des  mêmes  variables,  et 
est  par  conséquent  égale  au  produit  de  |32  —  y2  par  une  fonction  sy- 
métrique de  |3a,  -y2. 

3°  L'on  a  enfin  les  relations 

/3(a2?/32,72)  =  /2(«2,72,^), 

M«2,/32,y2)=-<p2(«2,Y%/32). 

On  obtient  ainsi  le  système  des  équations  auxiliaires  sous  la  forme  : 

c*u  =ft  («2,  /B2  -H  y2,  /3272)  u  -f-/2  [a\  j9»,  y2)  «/3p 

+  <p2(«2,  fi\  f)-yv  -  <pa  (a2,  y2,  /32 j  (3w, 
v*v  =/a  (/32,  a2,  f)P«u  -h/,  (j32,  72  -H  «2,  72a2)  v 
+/2(/?2,72,«2)/37iv-92(/32,«2,72)7^ 
+  <p,  (|32,  7  +  «2,72«2)(72—  a2)a/37^-f-  ç>2(|32,72,a2)atv, 

v**>=Mf,  a2,  /32)7«"  +  AY>  P2,  a2)yi3t' 

H- /«  (7%  «2  +  $\  ^P2)  w  +  ?=  (72,  aS  P2  '|3tt 

-  <p2  (72,  |32,  a2)  c^-t-  <p,  (f,  a2  -h  /32,  a2^3  ;(a2  -  j3a)a/3yw 
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56.  Holoaxie  centrée  (31/,  4L3,  6L2,  C,  3P\  6P2). 

Les  équations  se  déduisent  des  précédentes  par  la  suppression  des 
ternies  d'ordre  impair 

a*u  =j\  («%  J9»  +  y%  pY)«  +y2  («2,  P»,  72)  «P^ 
■+-  />(«'%  7*,  (i2)ayw, 

/  *2^  *=/.  (02,  a2,  72  )fi*u  -4-/i  f/32,  y2  +  «2,  72«> 
+/2(i3%72,«2)P7w, 

a3W=/2(7%a9,p2)7a«+/2(7a,p%aa)7/3i. 

+  /.(7,,«,  +  Ê1,«1/3t)w. 
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SUR  LA  FORME  A  CINQ  INDÉTERMINÉES 
Par  M.  J.  LIOUVILLE. 


Nous  reproduisons,  sans  y  rien  changer,  la  Note  ci- après,  insérée 
clans  les  Comptes  rendus  de  notre  Académie  (séance  du  26  mars  1866). 
Le  lecteur  suppléera  à  la  démonstration,  qu'il  nous  parait  inutile 
d'ajouter  pour  le  moment. 

«  La  fonction  numérique  qui  exprime  la  somme  des  puissances  de 
degré  [x  des  diviseurs  d'un  entier  quelconque  n,  fonction  que  j'ai 
coutume  de  désigner  par  £/,.(«),  se  présente  utilement  clans  la  re- 
cherche du  nombre  des  représentations  de  n  par  certaines  formes 
quadratiques.  Mais  il  n'y  a  guère  que  le  cas  d'un  indice  p.  impair  qui 
ait  donné  lieu  jusqu'ici  à  de  belles  applications.  Le  cas  de  [j.  pair  a  été 
peu  étudié.  On  me  saura  donc  gré  peut-être  d'indiquer  un  exemple 
où  devront  être  employées  à  la  fois  la  fonction  Ç0  [n)  on  £(/*)  qui 
exprime  le  nombre  des  diviseurs  de  n  et  la  fonction  Ç2  (n)  qui  exprime 
la  somme  des  carrés  de  ces  diviseurs.  Il  s'agit  cette  fois  d'une  forme 
à  cinq  variables,  savoir 

Comme  cette  forme  est  indéfinie,  je  limite  les  valeurs  des  indétermi- 
nées en  exigeant  que  x„  x2>  jca,  x5  soient  des  entiers  positifs;  quant 
à  l'entier  x3,  il  sera  positif  ou  égal  à  zéro.  Cela  posé,  on  demande  une 
expression  simple  du  nombre  N  des  représentations  de  n  sous  la  forme 
citée.  En  d'autres  termes,  on  demande  une  expression  simple  du 
nombre  N  des  solutions  que  l'équation  indéterminée 

n  =  x{  ,r,  -f-  oc2  xz  -+-  xz  crt  4-  xA  ocs 
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comporte  sous  la  condition  de 

x,,   .r2,-  xk,   x5  >  o,      .r:)  >o. 
Or,  je  réponds  à  cette  question  par  la  formule  suivante, 

N  =  Ç.(n) -»£(»), 

qui  ne  laisse,  ce  me  semble,  rien  à  désirer.  Pour  w  =  i,  comme  la 
valeur  commune  de  Ç(i)  et  Ça  (i)  est  l'unité,  cette  formule  donne 
N  =  o,  résultat  évidemment  exact.  Dans  tout  autre  cas,  N  est  >  o. 
Quand  n  est  premier,  on  a 

Ç(n)=a,     Ç2(")  =  "2  -+-  «  i 
ainsi  alors 
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Expériences  et  considérations  théoriques  sur  une  nouvelle 
pompe  conique  sans  piston  ni  soupape,  dont  le  moteur 
agit  de  bas  en  haut; 

Par  M.  Anatole  DE  CALIGIVY. 


Cette  pompe  se  compose  de  deux  tuyaux,  l'un  conique,  l'autre 
cylindrique,  ayant  le  même  axe,  ouverts  à  leurs  extrémités  et  soudés 
ensemble,  le  tuyau  cylindrique  étant  au-dessus  et  la  plus  grande  sec- 
tion du  tuyau  conique  étant  à  l'extrémité  inférieure  du  système.  L'eau 
élevée  est  reçue  dans  un  vase  annulaire  fixe,  au  milieu  duquel  le 
sommet  du  tuyau  cylindrique  a  la  liberté  de  passer,  toutefois  avec  le 
moins  de  jeu  possible.  Ce  tuyau  est  suspendu  à  une  des  extrémités  d'un 
balancier  par  une  anse  à  laquelle  est  attachée  une  corde  ou  une 
chaîne,  et  cette  anse  est  soudée  à  l'intérieur,  afin  de  ne  pas  gêner  le 
mouvement  du  tuyau  dans  le  milieu  du  vase  annulaire  faisant  fonction 
de  guide. 

Dans  le  premier  modèle  essayé  en  grand,  le  tuyau  cylindrique  et  le 
tuyau  conique  ont  chacun  im,o,o  de  long.  La  plus  grande  section  du 
tuyau  conique  a  a5  centimètres  de  diamètre.  Le  tuyau  cylindrique  a 
un  diamètre  de  9  §  centimètres.  Le  tuyau  conique  est  en  zinc  n°  14, 
le  tuyau  cylindrique  est  en  zinc  n°  i3.  Il  n'y  a  pas  de  guide  inférieur. 
Pour  faire  fonctionner  l'appareil  ayant  pour  but,  par  exemple,  d'é- 
lever l'eau  d'un  puits  dont  le  niveau,  entretenu  par  un  courant  souter- 
rain, serait  toujours  à  une  hauteur  suffisante  au-dessus  du  fond,  il 
suffit  de  soulever  alternativement  le  tuyau  en  s'arrêtant  de  manière 
qu'il  soit  sensiblement  en  repos  à  l'époque  du  versement  supérieur. 
On  le  laisse  ensuite  retomber  par  son  propre  poids,  et  ainsi  de  suite 
indéfiniment. 

Le  jet  qui  sort  au  sommet,  à  chaque  période,   et  dont  la  hauteur 
dépend  de  la  force  avec  laquelle  on  met  le  tuyau  en  mouvement,  sort 
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en  forme  de  champignon,  de  sorte  qu'il  ne  peut  passer  que  très-peu 
d'eau  entre  le  tuyau  fixe  du  réservoir  annulaire  et  le  tuyau  mobile; 
on  verra  plus  loin  comment  on  peut  augmenter  la  divergence  de  cette 
espèce  de  champignon.  Pour  un  appareil  de  ces  dimensions,  élevant 
l'eau  à  im,5o  au  moins  au-dessus  du  niveau  de  la  citerne,  il  y  a 
trente  périodes  par  minute,  chaque  période  comprenant  une  ascension 
et  une  descente  du  système.  Quand  on  élevait  l'eau  à  im,ao,  il  y  avait 
ordinairement  vingt-quatre  périodes  par  minute. 

Il  est  à  remarquer  que  si  l'on  fait  marcher  le  tuyau  trop  vite  ou 
trop  lentement,  on  ne  sent  que  très-peu  de  résistance,  mais  aussi  il  ne 
sort  plus  d'eau  par  le  sommet.  Pour  saisir  le  mouvement  convenable 
il  faut,  comme  on  l'expliquera  plus  loin,  s'abandonner  au  mouvement 
naturel  de  l'homme  agissant  sur  le  levier  d'une  pompe  ordinaire  et  ne 
faire  aucun  effort  en  se  relevant.  Les  courts  instants  de  repos  qui 
permettent  à  l'eau  de  se  verser  quand  une  hauteur  constante  est 
atteinte  par  le  tuyau  sont  très-commodes.  Les  repos  de  ce  genre  sont 
d'ailleurs,  comme  on  sait,  recommandés  en  général  pour  l'emploi  de 
la  force  de  l'homme.  Aussi  il  y  a  des  ouvriers  qui  saisissent  facilement 
le  genre  de  mouvement  nécessaire  pour  que  l'appareil  élève  une  quan- 
tité d'eau  convenable,  par  la  raison  même  qu'ils  s'abandonnent  à  un 
mouvement  naturel  ;  il  y  a  au  contraire  des  savants  qui  n'ont  pas 
facilement  saisi  le  mouvement  nécessaire. 

La  quantité  d'eau  élevée  paraît,  comme  on  verra  plus  loin,  au  moins 
égale  à  celle  que  fournit  une  bonne  pompe  ordinaire;  toutes  choses 
égales  d'ailleurs,  l'avantage  resterait  cependant  à  celle-ci,  qui  n';i 
aucune  pièce  susceptible  de  se  déranger,  et  coûte  en  définitive  beau- 
coup moins  cher,  comme  tout  le  monde  peut  en  faire  le  calcul  d'après 
le  prix  connu  des  matériaux. 

Avec  le  même  appareil,  la  hauteur  du  versement  de  l'eau  au-dessus 
du  niveau  de  la  citerne  a  pu  être  considérablement  augmentée,  elle 
s'est  élevée  jusqu'à  2m,3o.  Mais  pour  ces  diamètres  la  colonne  liquide 
est  alors  trop  divisée  par  suite  des  mouvements  de  l'air,  tandis  qu'il 
n'en  est  pas  ainsi  pour  les  hauteurs  analogues  à  celles  de  i,u,5o. 
Dans  ce  dernier  cas,  si  l'on  règle  le  jeu  de  manière  que  l'eau  arrive 
au  sommet  sans  sortir,  on  voit  que  la  surface  ascendante  n'est  pas 
même  en  entier  recouverte  de  bouillons.  On  peut  faire  marcher  l'ap- 
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pareil  sans  effort  avec  une  seule  main  pour  ces  dimensions;  une  jeune 
fille  de   quinze  ans  a  même  pu  le  faire  marcher  sans  fatigue. 

Il  est  essentiel  de  remarquer,  quant  au  principe,  que  l'appareil  n'agit 
point  en  descendant  comme  le  fait  une  canne  hydraulique.  Lorsqu'on 
veut  réunir  les  deux  effets,  comme  cela  se  peut  dans  un  très-petit 
modèle,  il  paraît  pour  ces  dimensions  difficile,  sinon  impossible,  de 
mettre  l'appareil  en  train  au  moyen  de  la  force  de  l'homme. 

Quand  on  soulève  le  tuyau  une  première  fois,  il  tend  à  se  faire,  entre 
la  paroi  conique  et  l'eau  qu'elle  contient,  une  sorte  de  vide  conique 
annulaire,  d'où  résulte  une  descente  du  niveau  intérieur  au-dessous 
du  niveau  extérieur  de  l'eau  dans  le  puits,  et  par  suite  une  oscilla- 
tion ascendante  à  la  période  suivante;  on  saisit  pour  agir  le  moment 
où  l'on  sent  de  la  résistance,  et  ainsi  de  suite.  A  la  seconde  période  ou 
à  la  troisième,  l'eau  sort  par  le  sommet  et  l'appareil  est  en  train.  On 
est  instinctivement  averti,  par  le  bruit  de  l'eau  tombant  dans  la  bâche 
annulaire,  qu'il  faut  laisser  retomber  de  lui-même  le  tuyau  qui  doit 
entraîner  le  bras  de  levier  sur  lequel  on  agit  alternativement.  La  course 
du  tuyau  est  assez  petite  par  rapport  à  l'élévation  de  l'eau. 

Il  est  intéressant  de  se  rendre  compte  du  mode  d'action  de  cette 
tendance  au  vide  conique  annulaire  sur  lequel  repose  le  jeu  de  cet 
appareil.  Le  tuyau  en  se  relevant  rencontre  au-dessus  de  lui  la  pression 
de  l'eau  ambiante.  Il  éprouve  un  frottement  de  la  part  de  cette  eau 
dans  son  mouvement.  Quant  au  frottement  à  l'intérieur,  il  est  sans 
doute  en  partie  employé  à  l'élévation  de  l'eau.  L'angle  de  l'entonnoir 
est  trop  aigu  pour  que  la  insistance  du  milieu  soit  bien  sensible.  L'o- 
rifice inférieur  ayant  un  grand  diamètre  par  rapport  au  tuyau  cylin- 
drique, il  ne  paraît  pas  que  la  perte  de  force  vive  en  ce  point  soit 
importante  par  rapport  à  celle  qui  résulte  du  versement  au  sommet 
du  tuyau  cylindrique,  même  quand  ce  versement  se  fait  à  une  hauteur 
maximum  de  2  décimètres  environ  au-dessus  de  ce  sommet. 

Quand  l'eau  ascensionnelle  pénètre  dans  le  tuyau  cylindrique, 
il  est  difficile  d'admettre,  au  delà  de  certaines  limites,  que  le  vide 
conique  annulaire  puisse  être  prévenu  autrement  que  par  suite 
de  l'entrée  de  l'eau  à  l'extrémité  inférieure  du  système.  L'appareil 
peut  donc  alors  être  considéré  comme  une  véritable  pompe  aspirante, 
et  c'est  un  genre  d'effet  entièrement  nouveau.  Aussi,  quand  le  moteur 

7- 
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cesse  d'agir  sur  l'autre  extrémité  du  balancier,  la  force  vive  quel- 
conque du  tuyau  en  mouvement  ne  permet  pas  à  ce  tuyau  de  continuer 
à  s'élever  de  la  même  manière  que  dans  les  circonstances  où  le  jeu 
n'est  pas  bien  réglé.  Elle  est  employée  à  produire  une  aspiration,  d'où 
résulte  une  augmentation  ou  un  mode  iV entretien  quelconque  de  la 
quantité  de  force  vive  de  la  colonne  liquide  ascendante. 

Pour  de  plus  grands  diamètres,  il  y  aura  moins  de  frottement,  moins 
de  chances  de  bouillonnement,  l'effet  utile  sera  plus  grand,  et  l'eau 
pourra  s'élever  plus  haut  avec  avantage. 

Ce  système,  quand  l'axe  est  rectiligne  et  vertical,  a  deux  inconvé- 
nients :  i°  l'eau  doit  être  à  une  assez  grande  profondeur  au-dessous 
du  niveau  d'où  elle  doit  être  épuisée,  c'est-à-dire  que  l'extrémité  infé- 
rieure du  tuyau  ne  doit  pas  rencontrer  le  fond,  ni  même  s'en  appro- 
cher assez  pour  qu'il  en  résulte  un  étranglement  annulaire  trop  sen- 
sible ;  i°  il  faut  un  certain  apprentissage  pour  mettre  l'appareil  en  train. 

Ces  deux  inconvénients  peuvent  être  évités  si  le  tuyau  formé  des 
deux  parties  cylindrique  et  conique,  au  lieu  d'avoir  un  axe  rectiligne, 
a  un  axe  courbé  en  arc  de  cercle  mobile  autour  d'un  point  fixe. 

Dans  ce  cas,  le  tuyau  dont  il  s'agit,  au  lieu  d'avoir  des  sections  cir- 
culaires, pourra  avoir  des  sections  rectangulaires  dont  les  grands  côtes 
seront  perpendiculaires  au  plan  de  rotation  alternative.  Cela  permettra 
d'obtenir  de  beaucoup  plus  grandes  sections.  On  conçoit  cependant 
que  pour  de  petites  profondeurs  les  côtés  des  sections  rectangulaires 
parallèles  au  plan  de  rotation  auront  des  limites  assez  restreintes. 

Cette  forme  générale  du  système  a  permis,  au  moins  pour  un  petit 
modèle,  d'obtenir  immédiatement  le  mouvement  oscillatoire  voulu 
sans  aucun  apprentissage.  Une  niasse  de  plomb  disposée  sur  le  tuyau 
courbe  en  faisait  une  sorte  de  véritable  pendule,  qui  réglait  nécessaire- 
ment le  mouvement  à  saisir. 

On  conçoit  que,  même  en  conservant  la  première  forme  rectiligne 
de  l'axe  du  tuyau,  on  peut,  en  le  coordonnant  avec  une  sorte  de  pen- 
dule attaché  à  l'axe  du  balancier,  obtenir  tout  naturellement  le  mou- 
vement alternatif  voulu,  sans  apprentissage.  Mais  dans  l'un  et  l'autre 
cas  ce  mouvement  de  pendule,  quelque  facile  qu'il  soit  de  le  régler,  en 
fixant  sa  masse  de  plomb  à  une  hauteur  convenable,  offre  l'inconvé- 
nient suivant.  Il  faut  que  le  tube  ne  puisse  plus  s'arrêter  pendant  un 
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temps  sensible,  qui  était  celui  du  versement  dans  la  première  ma- 
nœuvre décrite  ci-dessus.  Il  est  donc  nécessaire  alors  que  le  sommet 
du  tube  s'élève  plus  haut  que  cela  n'est  indispensable;  de  sorte  que 
l'eau  se  verse  sensiblement  plus  haut  qu'on  ne  le  veut  pendant  la  fin  de 
l'ascension  du  tube  ou  pendant  le  commencement  de  sa  descente. 
Quant  aux  pompes  en  arc  de  cercle,  il  faut  tenir  compte  de  la  manière 
dont  l'air  peut  être  enveloppé  par  la  colonne  ascendante. 

Il  vaut  donc  mieux  en  principe  se  servir  du  premier  mode  de  ma- 
nœuvre décrit  ci-dessus,  quand  les  circonstances  le  permettent  et 
quand  on  peut  facilement  saisir  le  mouvementde  mise  en  train. 

Ce  mouvement  a  été  facilement  saisi  pour  une  pompe  employant  la 
force  de  deux  hommes.  Dans  ce  cas,  l'axe  recliligne  du  tuyau  était 
incliné;  les  deux  hommes  agissaient  par  un  système  de  manivelle 
grossièrement  disposé  avec  des  cordes,  l'avantage  de  ce  système  con- 
sistant principalement  dans  sa  rusticité. 

Quand  on  a  voulu  agir  sur  une  pompe  verticale  en  planches,  d'assez 
grande  section  pour  employer  une  douzaine  d'hommes,  on  a  trouvé 
plus  de  difficultés  à  leur  faire  saisir  tous  ensemble  le  mouvement.  On 
y  est  parvenu  cependant;  mais  il  est.  douteux  que  pour  ces  grandes 
sections  qui  étaient  des  carrés,  on  doive  recommander  l'usage  de  ce 
système,  quand  d'ailleurs  l'axe  est  vertical;  d'autant  plus  que  si  la 
profondeur  d'eau  à  puiser  n'est  pas  grande,  il  en  résulte  bientôt  l'es- 
pèce d'étranglement  annulaire  occasionné  par  le  fond  de  l'eau,  ainsi 
que  je  l'ai  signalé  ci-dessus.  Je  vais  donc  me  borner  provisoirement  à 
donner  une  idée  des  observations  faites  sur  les  appareils  de  petites 
sections  élevant  l'eau  à  des  hauteurs  de  im,5o  à  3  mètres,  en  tenant 
compte  des  assertions  d'un  ouvrier  intelligent,  relativement  aux  détails 
de  sa  manœuvre. 

C'est  au  commencement  de  chaque  période  que  l'effort  du  moteur 
doit  principalement  agir.  L'homme  fait  alors  ce  que  les  ouvriers  ap- 
pellent donner  un  coup  sec.  Cela  ne  signifie  pas,  dans  leur  langage, 
un  coup  brusque,  mais  un  effort  qui  se  fait  vivement  en  appuyant  sur 
le  bras  de  levier  opposé.  Cela  ne  signifie  pas  non  plus  que  cet  effort 
doive  seulement  se  faire  pendant  une  faible  partie  de  la  course.  L'ou- 
vrier avait  l'habitude  de  le  faire  sur  plus  de  la  moitié  de  cette  course, 
soit  sur  les  deux  tiers  environ,  ce  qu'il  sera  d'ailleurs  facile  de  mieux  pré- 
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ciser  quand  on  se  servira  de  ce  système.  On  ne  veut  pas  dire  non  plus 
qu'il  ne  doive  pas  se  faire  d'effort  à  la  fin  de  la  course,  mais  que  cet  ef- 
fort doit  être  plus  modéré,  et  aller,  pour  ainsi  dire,  ce  que  les  ouvriers 
appellent  en  mourant.  C'est-à-dire  que  l'homme,  appuyant  d'abord 
vivement  sur  le  bras  du  levier,  doit  s'abandonner  ensuite  à  son  mou- 
vement naturel  jusqu'à  la  fin  de  chaque  course  ascensionnelle  du  tuyau 
mobile  vertical,  époque  à  laquelle  il  a  un  instant  de  repos  instinctif, 
et  est  averti  d'ailleurs,  par  le  bruit  de  l'eau  élevée  qui  se  verse,  du 
moment  où  il  doit  laisser  retomber  ce  tuyau  mobile  vertical  après  ce 
versement. 

Mais  il  ne  faut  pas  qu'il  abandonne  le  bras  de  levier,  ni  encore  bien 
moins  qu'il  veuille  faire  un  effort  en  sens  contraire  du  premier.  Le 
tuyau  mobile  devant  retomber  sans  être  aidé  par  l'homme,  et  celui- 
ci  pouvant  avoir  une  distraction,  il  faut  recommander  de  poser  la  tète 
de  manière  à  ne  pas  s'exposer  à  y  recevoir  un  coup  du  bras  de  levier, 
à  l'époque  où  ce  dernier,  non-seulement  serait  brusquement  relevé  par 
le  poids  du  tuyau  (plus  ou  moins  aidé  par  la  pression  de  l'eau  du  puits 
sur  la  portion  conique  qui  se  vide  en  partie  à  son  intérieur,  en  un 
mot  par  l'effet  de  l'oscillation  descendante),  mais  serait  imprudem- 
ment accéléré  par  l'effort  intempestif  de  l'ouvrier.  Aiiibi  il  est  bien 
entendu  que  celui-ci  ne  doit  pas  faire  d'effort  pendant  que  le  tuyau 
mobile  redescend,  et  qu'il  ne  doit  à  aucune  époque  abandonner  le 
bras  de  levier,  s'il  ne  veut  pas  que  la  machine  cesse  d'être  amorcée. 

Quanta  la  raison  pour  laquelle  son  effort  doit  diminuer  à  la  fin  de 
l'ascension  du  tuyau  mobile,  il  est  facile  de  s'en  rendre  compte.  A  cette 
époque,  le  système  achève  de  se  remplir  d'eau  ascensionnelle  ayant  la 
propriété  de  pouvoir  pousser  le  tuyau  de  bas  en  haut  sous  la  partie  conique 
d'autant  plus  que  celui-ci  n'est  plus  retardé  comme  il  tendait  à  l'être 
d'abord  en  vertu  de  la  pression  de  l'eau  du  puits  qui  faisait  sentir  son 
action  à  l'extérieur  sur  la  partie  conique,  à  cause  de  la  baisse  de  l'eau 
à  son  intérieur.  Or,  à  l'époque  dont  il  s'agit,  cet  intérieur  est  rempli 
d'eau  en  mouvement  et  qui,  en  vertu  même  de  ce  mouvement  acquis 
de  bas  en  haut,  tend  à  passer  en  quelque  sorte  à  la  filière  de  la  partie 
conique  dans  la  partie  cylindrique.  On  conçoit  d'après  cela  que  si 
l'on  fait  monter  le  tuyau  mobile  trop  haut  par  un  effort  intempestif, 
c'est  une  raison  pour  qu'il  cesse  d'être  amorcé,  puisqu'il  doit  achever 
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sa  course  ascensionnelle,  en  utilisant  pour  l'achever  la  force  vive  de 
l'ensemble  du  système. 

Cependant  il  faut  tenir  compte  de  ce  que  l'ouvrier  ayant  nécessaire- 
ment à  la  longue  quelques  distractions,  cette  ascension  trop  grande 
du  tuyau  aura  quelquefois  lieu.  On  en  sera  quitte  pour  amorcer  de 
nouveau  l'appareil,  ce  qui  se  fera  ordinairement  en  trois  périodes. 

Pour  éviter  le  jaillissement  en  dehors  du  réservoir  annulaire  destiné  à 
recevoir  l'eau  élevée,  on  a  disposé  au-dessus  une  sorte  de  toit  conique 
renversé  fixe,  afin  de  faire  d'ailleurs  diverger  la  colonne  liquide.  Mais, 
d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  quelques  précautions  sont  nécessaires 
à  cause  de  l'inconvénient  résultant  de  ce  que  le  tuyau  mobile  montera 
quelquefois  plus  haut  qu'on  ne  veut.  Il  m'a  paru  convenable,  d'après 
cela,  d'attacher  au  sommet  du  tuyau  mobile  une  sorte  de  cône  ren- 
versé, ayant  pour  but  d'empêcher  Tenu  de  retomber  en  partie  dans  le 
tuyau  d'où  elle  sort.  On  peut  d'ailleurs  diminuer  la  résistance  de  l'eau 
à  la  déviation  qui  en  réeulte,  au  moyen  de  plusieurs  surfaces  coniques 
concentriques. 

Voici  quelles  sont  les  dimensions  de  l'appareil  sur  lequel  on  a  fait 
le  plus  d'expériences.  Le  tuyau  cylindrique  a  i3  décimètres  de  dia- 
mètre et  i  mètres  de  long.  La  partie  évasée  qui  y  est  soudée  a  36  cen- 
timètres de  diamètre  à  son  extrémité  inférieure,  et  2m,o,o  de  long. 
L'ensemble  de  ces  deux  tuyaux  est  en  zinc  n°  \[\.  Mais  la  partie  évasée 
a  été  renforcée  par  quatre  cercles  bordés  de  fils  de  fer,  l'expérience 
ayant  appris  qu'une  pompe  de  diamètres  moindres,  décrite  ci-dessus, 
avait  été,  après  un  assez  long  usage  il  est  vrai,  écrasée  sur  une  certaine 
longueur  de  la  partie  évasée.  A  l'extrémité  inférieure  de  ces  divers  mo- 
dèles, on  avait  d'ailleurs  roulé  un  fil  de  fer  pour  en  augmenter  la  soli- 
dité. Cet  appareil  mobile  pèse  iiuxyrj  ;  mais  comme  les  cercles  en  zinc 
disposés  sur  la  partie  conique  forment  de  véritables  petits  flotteurs  à 
cause  de  la  manière  dont  ils  sont  attachés,  l'ensemble  ne  se  trouva 
point  assez  pesant  pour  redescendre  de  lui-même.  On  souda  extérieu- 
rement à  l'extrémité  inférieure  une  feuille  de  plomb  pesant  5kl1, 25,  et 
qui  lui  donna  le  poids  suffisant  pour  une  marche  régulière.  La  forme 
provisoire  des  cercles  extérieurs  précités  est  une  petite  cause  de  résis- 
tance dans  l'eau  du  puits;  mais  la  course  du  tuyau  n'étant  que  d'une 
cinquantaine  de  centimètres,  et  chaque  ascension  durant  environ  une 
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seconde,  le  choc  de  ces  cercles  contre  l'eau  extérieure  ne  se  fait  qu'avec 

d'assez  petites  vitesses. 

Quant  au  bout  de  tuyau  cylindrique  fixe  soudé  au  milieu  du  réser- 
voir annulaire,  et  servant  de  guide  au  tuyau  cylindrique  mobile  au 
sommet  de  celui-ci,  son  diamètre  est  de  i5  centimètres,  et  sa  longueur 
de  80  centimètres.  Il  y  a  bien  assez  de  jeu  entre  ce  tuyau  fixe  et  ce 
tuyau  mobile,  même  pour  un  essai  très-rustique,  la  corde  aîtachée  au 
sommet  du  tube  mobile  s'enroulant  d'ailleurs  alternativement  sur  un 
arc  de  cercle  disposé  à  l'une  des  extrémités  du  levier.  Je  n'ai  pas  en  ce 
moment  ce  modèle  sous  les  yeux,  mais  l'ouvrier  qui  l'a  construit  en  a 
conservé  les  dimensions  et  les  poids. 

Les  diamètres  dont  je  viens  déparier  en  dernier  lieu  sont  un  peu 
trop  grands  pour  un  appareil  manœuvré  par  un  seul  homme,  élevant 
l'eau  à  des  hauteurs  de  2  à  3  mètres.  L'ouvrier  qui  s'en  est  servi  pense 
que  pour  une  élévation  d'environ  2m,  20  les  sections  de  la  pompe 
mue  par  un  homme  doivent  être  moyennes  entre  celles  de  deux  des 
modèles  employés,  l'un  ayant  un  tuyau  cylindrique  de  1 3  centimètres, 
et  le  diamètre  du  tuyau  cylindrique  de  l'autre  étant  de  gf  centimètres. 

Des  expériences  sur  celle  dont  le  tuyau  cylindrique  était  de  ^cen- 
timètres de  diamètre  ont  été  faites  pendant  que  j'étais  en  voyage.  Les 
résultats  de  ces  expériences  furent  malheureusement  égaies  avant  mon 
retour;  mais  on  m'assure  qu'ils  furent  comparés  à  ceux  d'une  pompe 
ordinaire  élevant  l'eau  précisément  dans  les  mêmes  conditions  d'un 
puits  très-voisin  de  celui  sur  lequel  on  opérait,  et  que,  dans  un  même 
temps,  ma  pompe  à  tube  mobile  éleva  plus  d'eau  que  la  pompe  ordi- 
naire, quoique  celle-ci  fût  d'assez  grandes  dimensions.  Ne  l'ayant  pas 
vérifié  par  moi-même,  je  ne  mentionne  ce  résultat  que  pour  valoir  ce 
que  de  raison.  On  sait  d'ailleurs  combien  la  force  de  l'homme  est  va- 
riable et  combien  il  peut  y  avoir  de  doute  sur  les  résultats  ainsi  obtenus 
en  eau  élevée,  quand  on  ne  mesure  pas  les  efforts  du  moteur  au  moyen 
de  dynamomètres. 

Mais  il  suffit  que  les  quantités  d'eau  élevée  aient  paru  satisfaisantes, 
pour  que  la  rusticité  de  ce  système  mérite  de  fixer  l'attention,  notam- 
ment pour  l'élévation  des  liquides  imparfaits,  tels  que  les  purins  de 
fumier.  Ainsi  on  a  remarqué  que  la  pompe  dont  il  s'agit  élevait  beau- 
coup de  vase  du  fond  d'un  puits  où  elle  était  essayée. 
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Il  est  intéressant  de  donner  une  idée  de  la  théorie  de  ce  système. 
Quoiqu'il  fût  extrêmement  délicat  d'en  donner  une  théorie  complète, 
il  est  utile  de  fixer  les  idées  sur  les  limites  des  dimensions  indispensa- 
bles pour  chaque  circonstance.  H  faut  d'abord  tenir  compte  de  ce  que, 
si  la  hauteur  à  laquelle  on  veut  élever  l'eau  était  trop  grande  par  rap- 
port au  diamètre  de  la  partie  cylindrique,  il  en  résulterait  des  bouil- 
lonnements qui  diminueraient  l'effet  utile. 

Il  faut  aussi  tenir  compte  de  mes  expériences  plus  générales  sur  les 
oscillations  de  l'eau  dans  les  tubes  verticaux.  Quoique  le  cas  ne  soit 
pas  tout  à  fait  le  même,  l'effet  de  la  force  de  l'homme  pouvant  être 
très-différent  de  celui  de  l'eau  d'un  réservoir  sur  une  des  extrémités 
d'un  tuyau  de  conduite  fixe,  mes  premières  recherches  publiées  dans 
le  tome  III,  ire  série,  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées, 
année  1 838,  jetteront  cependant  beaucoup  de  jour  sur  ce  sujet. 

Ainsi,  il  en  résulte  que  plus  on  veut  élever  l'eau  à  une  grande  hau- 
teur, plus  les  diamètres  du  système  doivent  être  augmentés  si  l'on  veut 
conserver  un  rapport  donné  entre  le  travail  résistant  en  frottement  et 
le  travail  moteur.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  si  le  diamètre  de  la  partie 
cylindrique  est  augmenté,  celui  de  l'extrémité  inférieure  de  la  partie 
conique  doit  être  augmenté  sensiblement  dans  le  même  rapport.  Si,  par 
exemple,  le  premier  est  doublé,  le  dernier  doit  être  également  doublé. 
On  peut  admettre,  au  moins  provisoirement,  dans  la  pratique,  que  pour 
une  élévation  double  tous  les  diamètres  doivent  être  doublés. 

Cela  suffit  pour  montrer  que  ce  système  ne  peut  élever  l'eau  qu'à 
des  hauteurs  médiocres,  du  moins  s'il  est  manœuvré  par  un  seul 
homme;  et  que  si  l'on  veut  s'en  servir  pour  des  hauteurs  dépassant 
certaines  limites,  il  vaudra  mieux  le  faire  par  étages.  On  sait  d'ailleurs 
combien,  pour  certaines  circonstances,  par  exemple  pour  l'élévation 
des  acides,  on  tiendrait  à  avoir  une  pompe  sans  piston  ni  soupape. 

Dans  le  tome  XII  de  la  ire  série  du  Journal  de  Mathématiques 
pures  et  appliquées,  j'ai  montré  comment  j'avais  transformé  moi-même 
mon  moteur  hydraulique  à  flotteur  oscillant  en  pompe  sans  piston  ni 
soupape,  en  faisant  agir  dans  diverses  expériences  le  moteur  sur  le 
flotteur  lui-même.  Dans  cette  dernière  circonstance,  le  mouvement  est 
facile  à  saisir  sans  aucun  apprentissage,  parce  qu'on  est  tout  naturelle- 
ment obligé  de  se  soumettre  aux  durées  des  oscillations  d'une  longue 

Tome  XII  (2*  série). —  Février  1867.  " 
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colonne  liquide.  11  y  aura  donc  lieu  de  revenir  aussi  sur  ce  système 
pour  l'étude  de  l'élévation  des  acides.  Mais  on  ne  pourra  s'en  servir 
aussi  que  pour  des  élévations  assez  limitées,  à  moins  qu'on  ne  dispose 
des  appareils  étages. 

Celui  qui  est  l'objet  de  cette  Note  coûtera  en  général  beaucoup 
moins  cher  que  celui  que  je  rappelle.  11  est  d'ailleurs  facile  de  voir 
que  dans  la  pompe  conique,  la  durée  de  chaque  période  doit  être  à 
peu  près  proportionnelle  à  la  racine  carrée  de  la  hauteur  à  laquelle  on 
veut  élever  l'eau,  si  l'on  adopte  la  disposition  recliligne  verticale, 
toutes  proportions  convenablement  gardées. 

Il  est  intéressant  d'étudier  plus  spécialement  la  manière  dont  l'eau 
se  comporte  dans  l'intérieur  et  à  la  sortie  de  la  partie  évasée.  Quand 
l'eau  entre  à  l'extrémité  inférieure,  elle  rencontre  des  parois  vives, 
comme  dans  un  ajutage  d'une  forme  particulière  étudiée  par  Borda  ; 
mais  la  perte  de  force  vive  qui  en  résulte  est  bien  atténuée  par  la  dimi- 
nution des  vitesses  résultant  de  l'évasement,  le  plus  grand  diamètre 
de  celui-ci  étant  beaucoup  plus  grand  que  celui  de  sa  partie  cylin- 
drique. 

Quand  l'eau  sort  dans  l'oscillation  descendante,  le  tuyau  redescend 
en  enveloppant  plus  ou  moins,  en  poursuivant,  si  l'on  peut  s'exprimer 
ainsi,  à  son  extrémité  inférieure,  le  liquide  qui  en  sort.  La  grandeur  du 
diamètre  inférieur  rend  d'ailleurs,  sauf  les  considérations  qui  vont 
suivre,  insignifiante  la  perte  de  force  vive  en  ce  point. 

Je  veux  dire  que  la  difficulté  consiste  bien  plutôt  à  éviter  les  pertes 
de  force  vive  provenant  de  ce  que,  dans  sa  descente,  l'eau  s'évase  gra- 
duellement, il  est  vrai,  dans  la  partie  conique,  mais  enfin  s'évase  sans 
qu'il  soit  possible  probablement  d'éviter  complètement  la  perte  de 
force  vive  qui  se  manifeste  plus  ou  moins  dans  les  ajutages  divergents. 

11  est  donc  prudent,  en  général,  de  ne  pas  choisir  un  angle  plus 
ouvert  que  celui  de  l'ajutage  divergent  de  Venture,  quand  les  circon- 
stances le  permettent,  et  même  de  choisir  un  angle  notablement  plus 
aigu  quand  le  puits  est  assez  profond  pour  qu'on  puisse,  sans  inconvé- 
nient, augmenter  la  longueur  de  la  partie  conique  en  conservant  le 
même  rapport  entre  les  diamètres  de  ses  deux  extrémités,  si  ce  rapport 
est  celui  que  l'usage  fait  en  définitive  choisir  comme  le  plus  conve- 
nable. 
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Voici  quelles  tentatives  j'ai  faites  pour  déterminer  provisoirement, 
autant  que  possible,  l'angle  dont  il  s'agit.  Daniel  Bernoulli  a  calculé 
les  durées  des  oscillations  de  l'eau  dans  un  tube  vertical  conique 
ouvert  à  ses  deux  extrémités,  et  plongé  en  partie  dans  l'eau  d'un  réser- 
voir :  il  a  trouvé  que  dans  certaines  limites  le  frottement  influait  peu 
sur  ces  durées. 

Or  j'ai  trouvé  que  dans  un  tuyau  de  im,i6de  long,  de  i3-|  centi- 
mètres de  diamètre  supérieur,  et  de  i5  centimètres  de  diamètre  infé- 
rieur, la  durée  de  chaque  oscillation  diffère  peu  de  la  durée  calculée 
d'après  la  formule  de  Bernoulli.  Mais  quand  on  réduit  le  diamètre 
supérieur  à  9  |  centimètres,  les  durées  des  oscillations  ne  diminuent 
pas  autant,  par  suite  de  la  diminution  de  ce  diamètre,  que  le  calcul 
l'indique. 

Dans  ce  cas,  le  tuyau  ne  coule  donc  pas  plein;  c'est-à-dire  que  le 
mouvement  latéral  ne  se  propage  pas  assez  complètement  jusqu'aux 
parois  dans  les  oscillations  descendantes,  et  que  les  choses  se  passent 
pour  ainsi  dire,  quant  aux  durées  des  oscillations,  comme  si  ces  parois 
étaient  moins  ouvertes  par  le  bas. 

Je  sais  bien  que  dans  l'un  et  l'autre  cas  les  tourbillons  provenant 
de  la  communication  latérale  du  mouvement  des  liquides  rendent  la 
question  très-délicate;  aussi,  j'ai  seulement  voulu  donner  une  idée 
d'un  moyen  d'étude  qui  m'a  paru  intéressant.  Les  essais  directs  du 
genre  de  ceux  qui  ont  été  faits  pour  les  modèles  de  pompes  coniques 
déjà  employés,  et  qui  pourront  être  multipliés,  offrent  évidemment  le 
moyen  le  plus  sur  d'éclaircir  la  question  d'une  manière  plus  complè- 
tement pratique.  J'ajouterai  seulement  que  la  partie  conique  doit  tou- 
jours être  plongée  dans  l'eau  à  épuiser,  si  l'on  veut  que  l'appareil 
marche  le  plus  convenablement  possible,  cette  partie  devant  se  soulever 
en  tendant  à  faire  une  sorte  de  vide  entre  elle  et  l'eau  qui  monte  au- 
dessous  du  niveau  de  l'eau  dans  le  puits.  Il  vaut  même  mieux  que  le 
sommet  de  cette  partie  conique  ne  s'élève  pas  tout  à  fait  jusqu'à  la  hau- 
teur de  ce  niveau. 

Quant  à  un  essai  d'assimilation  entre  les  phénomènes  du  genre  des 
colonnes  oscillantes  dont  il  s'agit,  et  ceux  des  colonnes  liquides  oscil- 
lantes dans  des  tuyaux  de  conduite  débouchant  dans  des  réservoirs, 
i'ai  déjà  donné  ci-dessus  une  idée  de  l'utilité  de  ces  considérations; 

8.. 
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mais  il  est  intéressant  de  faire  pressentir  la  possibilité  de  s'en  servir 
ultérieurement  quand  on  connaîtra  mieux  la  quantité  de  travail  em- 
ployé par  l'ouvrier  et  ses  variations,  afin  de  déterminer  par  le  calcul 
les  dimensions  les  plus  convenables  pour  le  maximum  d'effet,  étant 
donnée  la  hauteur  du  versement. 

On  conçoit,  en  effet,  que  si  la  théorie  donne  des  moyens  pour  dé- 
terminer, dans  un  appareil  à  colonne  liquide  oscillante  et  à  tuyaux 
fixes,  le  rapport  le  plus  convenable  entre  la  masse  d'eau  qui  doit  être 
élevée  à  chaque  oscillation,  et  le  volume  du  tuyau  vertical  alternati- 
vement abandonné  par  la  colonne  liquide  partant  du  repos,  cela 
jettera  beaucoup  de  jour  sur  cette  question  délicate,  surtout  si  l'on 
parvient  facilement  à  faire  fonctionner  la  pompe  conique  dont  il  s'agit, 
au  moyen  d'une  machine  à  vapeur  dont  on  pourra  varier  la  puissance. 
J'ai  seulement  voulu  par  cette  indication  montrer  comment  des  con- 
sidérations, qui  au  premier  aperçu  semblent  étrangères  à  la  question, 
peuvent  y  être  utilement  appliquées. 

Quoique  les  résultats  des  expériences  les  plus  essentielles  sur  l'effet 
utile  aient  été  égarés  en  mon  absence,  on  peut  jusqu'à  un  certain 
point  s'en  former  une  idée  approximative  au  moyen  d'un  résultat  que 
j'ai  conservé,  et  qui  est  relatif  au  modèle  dont  le  tuyau  cylindrique 
a  o,f  centimètres  de  diamètre.  L'eau  venait  à  2m,i6  au-dessus  du  ni- 
veau de  l'eau  dans  le  puits;  on  élevait  au  moins  120  litres  d'eau  par 
minute.  Mais  ce  modèle  était,  comme  je  l'ai  dit,  trop  petit  pour  bien 
utiliser  la  force  d'un  homme,  tandis  que  l'autre,  dont  le  tuyau  cylin- 
drique avait  i3  centimètres  de  diamètre,  était  trop  grand.  Le  premier 
jetait  donc  nécessairement  l'eau  trop  haut  quand  il  était  manœuvré  par 
un  homme  :  il  ne  serait  donc  sans  doute  pas  juste  de  multiplier  l'effet 
obtenu  par  le  rapport  du  plus  grand  de  ces  diamètres  au  plus  petit, 
puisque  d'ailleurs  l'homme  était  fatigué  par  l'emploi  du  plus  grand  ;  mais 
il  paraît  qu'on  pourrait  au  moins  proposer  de  prendre  une  moyenne. 
Je  ne  veux  d'ailleurs  que  fixer  mieux  les  idées  sur  ce  genre  d'effets, 
que  je  me  propose  d'étudier  d'une  manière  plus  complète  assez  pro- 
chainement. 

Si,  en  principe,  il  est  bon  d'éviter  de  jeter  l'eau  à  plus  de  2  déci- 
mètres au-dessus  du  sommet  du  tube,  ce  qui  fait  d'ailleurs  une  hauteur 
moyenne  de  versement  beaucoup  moindre,  il  est  intéressant  de  remar- 
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quer  que  si  cet  appareil,  pour  un  tube  moins  haut,  est  manœuvré  de 
manière  à  faire  principalement  agir  le  moteur  de  haut  en  bas,  on  peut 
s'en  servir,  comme  l'a  remarqué  un  savant  américain  (qui  n'avait  peut- 
être  pas  connaissance  de  mes  recherches  sur  ce  sujet,  puisqu'il  ne  les 
cite  pas),  pour  obtenir  des  jets  d'eau  alternatifs,  susceptibles  d'être 
utilisés  en  horticulture  pour  l'arrosement  des  arbustes. 

Mais  ce  genre  d'effet  n'est  pas  celui  qui  est  l'objet  essentiel  sur  lequel 
je  dois  spécialement  attirer  l'attention  dans  cette  Note.  Tout  le  monde 
savait  que  si  un  entonnoir  frappe  l'eau  d'un  réservoir  de  haut  en  bas, 
il  en  résulte  un  jet  d'eau  en  vertu  du  principe  de  la  canne  hydraulique. 
Mais  si  l'on  tire  cet  entonnoir  de  bas  en  haut,  la  portion  conique  étant 
plongée  et  la  partie  cylindrique  étant  hors  de  l'eau  en  tout  ou  en 
partie,  il  en  résulte  une  série  de  phénomènes  intéressants,  notamment 
dans  les  circonstances  où  l'on  veut  s'en  servir  pour  élever  à  des  hau- 
teurs de  im,  5o  à  3  mètres  de  l'eau  ou  des  liquides  imparfaits  tels  que 
des  purins  de  fumier,  ou  des  acides.  Pour  d'assez  grandes  hauteurs  il 
faudrait  des  appareils  étages. 

Il  y  a  un  moyen  de  diminuer  un  peu  les  effets  du  bouillonnement 
de  l'air  signalés  pour  certaines  hauteurs  de  versement.  Par  exemple, 
pour  le  premier  modèle  décrit  ci-dessus,  on  a  diminué  l'angle  de  con- 
vergence du  tuyau  conique;  mais  cela  n'a  pas  beaucoup  diminué  la 
division  de  l'eau,  et  il  a  fallu  augmenter  de  moitié  en  sus  environ  la 
longueur  de  ce  tuyau  conique  pour  retrouver  à  sa  partie  inférieure 
une  section  analogue  à  celle  de  la  première  série  d'expériences.  Cela 
n'a  pas  d'inconvénient  quand  le  puits  est  assez  profond  au-dessous  du 
niveau  d'où  l'eau  doit  être  puisée.  Pour  de  plus  grands  diamètres,  l'eau 
est  moins  facilement  divisée,  à  hauteur  égale  de  versement. 

Quant  à  l'application  du  système  à  l'élévation  des  purins  de  fumiers, 
ou  peut  demander  si,  le  meilleur  purin  étant  au  fond  de  la  fosse,  cet 
appareil  est  convenablement  disposé  pour  l'extraire. 

J'ai  déjà  dit  qu'il  avait  extrait  de  la  vase  du  fond  d'un  puits;  or,  il 
est  à  remarquer  que  c'est  précisément  au  fond  de  la  fofse  que  l'appa- 
reil puise  le  liquide,  et  que  même  il  le  met  en  mouvement  de  manière 
à  mêler  jusqu'à  un  certain  point  le  meilleur  au  moins  bon,  ce  qui  per- 
mettra d'arroser  les  fumiers  d'une  manière  plus  uniforme.  Quant  à 
l'augmentation   de  profondeur,  qui   peut   être  nécessahe  autour  de 
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l'extrémité  inférieure  du  tuyau  conique,  il  est  intéressant  de  remar- 
quer que  l'espèce  particulière  de  succion  développée  par  ce  système 
offre  elle-même  un  moyen  de  curage. 

Pour  l'arrosement  des  fumiers,  il  pourra  être  bon  d'incliner  la 
pompe  conique,  même  quand  son  axe  ne  sera  point  un  arc  de  cercle. 
La  position  du  tuyau  incliné  oscillant  a  pu  être  convenablement  main- 
tenue au  moyen  de  l'élasticité  des  cordages  qui  la  retenaient  de  chaque 
côté. 

Il  faudrait  peut-être  une  figure  pour  faire  mieux  concevoir  comment 
un  système  rustique  de  pièces  articulées,  facile  d'ailleurs  à  imaginer, 
a  pu  même  au  besoin  être  manœuvré  par  deux  hommes.  L'essentiel  est 
de  bien  concevoir  comment  l'inclinaison  du  jet  d'eau  alternatif  permet 
d'employer  la  vitesse  acquise  de  l'eau  pour  l'arrosement  des  fumiers. 

Il  est  intéressant  de  remarquer  que  cet  appareil  a  l'avantage  spécial 
de  pouvoir  être  confectionné  en  quelques  heures  avec  des  planches, 
quand  les  constructeurs  manquent  de  pompes  d'épuisement  ou  de  vis 
d'Archimède,  pour  les  épuisements  temporaires,  dans  les  limites  où  il 
peut  être  employé. 

Quant  à  ce  que  j'ai  dit  sur  la  durée  de  chaque  période  pour  des  hau- 
teurs données  de  versement,  il  est  à  peine  nécessaire  d'ajouter  que 
pour  une  même  machine,  l'étendue  de  l'oscillation  dépendant  jusqu'à 
un  certain  point  de  la  force  avec  laquelle  elle  est  manœuvrée,  cette 
durée  n'est  pas  nécessairement  la  même  si  l'on  emploie  des  hommes 
de  forces  différentes. 

J'ajouterai  donc,  seulement  pour  fixer  les  idées,  un  résultat  re- 
trouvé depuis  que  ce  qui  précède  est  imprimé.  Pour  une  pompe  co- 
nique verticale  dont  le  tuyau  cylindrique  avait  5/j  centimètres  de  dia- 
mètre et  60  centimètres  de  haut,  le  tuyau  conique  inférieur  ayant 
i35  centimètres  de  côté  et  1  mètre  environ  de  diamètre  à  sa  partie 
inférieure,  la  durée  de  la  période  était  sensiblement  d'une  seconde, 
moitié  à  peu  près  de  la  durée  trouvée  pour  un  versement  à  une  hau- 
teur environ  quadruple.  Deux  hommes  saisissaient  le  mouvement 
avec  facilité;  l'effort  se  faisait  pour  cette  petite  hauteur  de  haut  en  bas. 

Il  est  intéressant  de  rappeler  ici  une  expérience  mentionnée  dans 
un  Mémoire  sur  les  ondes  que  j'ai  publié  dans  le  Journal  de  Mathé- 
matiques pures  et  appliquées,  t.  XIII,  ire  série,  année  1848.  Un  petit 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  63 

tuyau  conique  de  ce  genre,  plongé  dans  un  réservoir  assez  grand  pour 
qu'il  y  eût  des  vagues,  élevait  de  l'eau  alternativement  par  le  sommet 
d'un  tuyau  cylindrique  soudé  au  tuyau  conique  de  manière  à  former 
une  petite  pompe  de  ce  genre,  soutenue  sur  l'eau  par  un  flotteur  oscil- 
lant verticalement  avec  les  vagues.  Sans  répéter  ce  que  j'en  ai  dit  alors, 
j'ai  cru  intéressant,  pour  compléter  cette  Note,  de  montrer  combien  les 
applications  de  cette  pompe  peuvent  être  variées  [*]. 

Il  ne  faut  pas  oublier  que  pour  les  hauteurs  de  versement  très- 
petites,  on  est  naturellement  porté  à  faire  l'effort  de  haut  en  bas. 


Nota.  —  Ce  système  a  été  mentionné  favorablement  dans  un  Rap- 
port à  la  Société  centrale  d'Agriculture  par  M.  Combes,  qui  l'avait  vu 
fonctionner  à  Versailles.  Un  Rapport  favorable  a  été  fait  sur  la  même 
pompe  à  la  Société  centrale  des  Architectes,  dont  plusieurs  membres 
l'avaient  aussi  vu  fonctionner.  Enfin,  M.  Paris,  architecte  de  la  ville  de 


[*]  A  l'occasion  de  cette  application  du  mouvement  des  vagues,  je  crois  utile 
d'ajouter  au  Mémoire  sur  les  ondes,  publié  dernièrement  dans  ce  journal,  que  j'ai  eu 
occasion  de  faire  au  mois  d'août  1866,  dans  la  rade  de  Cherbourg,  des  observations 
d'où  il  résulte  que,  si  le  vent  est  devenu  assez  faible,  quoique  les  vagues  conservent 
une  certaine  force,  quand  on  observe  le  mouvement  de  va-et-vient  de  l'écume  dans  le 
champ  d'une  lunette  iixe,  on  s'aperçoit,  dans  des  circonstances  convenables,  qu'après 
un  temps  assez  long  cette  écume  n'a  pas  changé  bien  sensiblement  de  place;  de  sorte 
qu'il  paraît  que  le  transport  réel  doit  être  très-faible  quand  le  vent  n'agit  plus  depuis 
assez  longtemps. 

Pendant,  le  temps  qui  s'est  écoulé  entre  l'époque  où  le  Mémoire  précité  a  été  im- 
primé et  celle  où  les  cahiers  du  journal  qui  le  renferment  ont  été  publiés,  j'ai  soumis 
le  manuscrit  au  jugement  de  la  Société  de  Physique  de  Genève.  Il  a  été  l'objet  d'un 
Rapport  Verbal  par  M.  Daniel  Colladon  et  M.  de  la  Rive,  Associé  étranger  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  de  l'Institut  de  France.  Comme  j'avais  averti  qu'il  était  sous-presse 
dans  ce  journal,  il  ne  pouvait  être  publié  à  Genève;  mais  j'attachais  une  grande  impor- 
tance à  l'opinion  de  juges  aussi  compétents,  qui  ont  précisément  remarqué,  comme  je 
l'ai  vu  depuis  sur  le  manuscrit  scrupuleusement  examiné  par  eux,  les  points  qui  me 
paraissaient  à  moi-même  les  plus  essentiels. 

Le  résultat  de  cet  examen  m'a  fait  admettre  à  l'unanimité  au  nombre  des  deux  seuls 
Membres  honoraires  de  cette  Société  célèbre  qui  y  ont  été  dernièrement  nommés. 
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Versailles,  a  certifié  qu'il  l'a  employée  avec  succès  pendant  une  année 
environ.  «  Elle  élevait,  dit-il,  beaucoup  d'eau  à  des  hauteurs  variant 
»  de  2  à  3  mètres,  et  son  jeu  était  très-régulier;  mais  telle  qu'elle 
»  avait  été  exécutée  pour  le  cimetière  du  quartier  Notre-Dame  de  la 
»  ville,  elle  avait  un  inconvénient  consistant  en  ce  qu'il  fallait  un 
»  apprentissage  pour  pouvoir  s'en  servir,  tandis  que  la  pompe  appli- 
»  cable  à  cette  localité  doit  pouvoir  être  manœuvrée  indistinctement 
»  par  toutes  les  personnes  qui  la  fréquentent.    » 

J'ai  indiqué  ci-dessus  les  moyens  d'éviter  l'inconvénient  dont  il 
s'agit,  et  dont  il  sera  facile  de  faire  l'essai,  que  j'aurais  fait  moi-même 
depuis  longtemps  si  je  n'en  avais  été  empêché  par  diverses  préoccupa- 
tions. Mais  j'ai  cru  devoir  appeler  pins  spécialement  l'attention  pu- 
blique sur  ce  sujet  à  l'occasion  de  l'Exposition  universelle,  à  cause  des 
services  que  ce  système  pourra  rendre  à  raison  de  sa  rusticité,  et  parce 
qu'il  n'est  jamais  d'ailleurs  sans  intérêt  de  signaler  des  effets  singuliers 
qui  semblent,  au  premier  aperçu,  contraires  aux  effets  généralement 
connus  d'appareils  ayant  en  apparence  une  forme  semblable. 
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De  V effet  des  Attractions  locales  sur  les  longitudes  et  les  azi- 
muts; applications  d'un  nouveau  Théorème  à  l'étude  de  la 
figure  de  la  Terre; 

Par  M.  YVON  VILLARCEAU  [*]. 


Quelle  que  soit  la  figure  du  sphéroïde  terrestre,  par  un  point  M  de 
sa  surface,  menons  une  parallèle  à  Taxe  du  monde  et,  par  cette  paral- 
lèle, un  plan  de  direction  encore  indéterminée  et  assujetti  seulement  à 
faire  un  petit  angle  avec  le  méridien  astronomique  du  lieu;  dans  ce 
plan,  et  par  le  point  M,  menons  une  droite  de  direction  également  in- 
déterminée et  assujettie  à  faire  un  petit  angle  avec  la  direction  du 
zénith  astronomique.  Nous  nommerons  le  plan  ainsi  défini  plan  mé- 
ridien auxiliaire,  et  la  droite  zénith  auxiliaire.  Soit  B  un  signal  géodé- 
sique  observé  du  lieu  M,  Z  son  azimut  par  rapport  au  méridien  auxi- 
liaire, et  compté  du  sud  à  l'ouest. 

Si  nous  construisons  une  sphère  ayant  son  centre  au  point  M,  les 
trois  plans  menés  par  le  zénith  auxiliaire,  par  le  point  B  et  la  droite 
parallèle  à  l'axe  du  monde  (dont  nous  considérons  seulement  la  partie 
boréale),  détermineront  un  triangle  sphérique.  Soient  A,  B,  C  les  trois 
angles  de  ce  triangle,  répondant  respectivement  aux  trois  points  où 
les  droites  percent  la  sphère;  <?,  b,  c  les  trois  côtés  opposés;  ces  côtés 
seront  respectivement  égaux  à  la  distance  polaire  du  signal  B,  à  la 
colatitude  du  lieu  et  à  la  distance  zénithale  du  signal  (les  deux  derniers 
se  rapportant  bien  entendu  au  zénith  auxiliaire).  On  aura,  dans  le 
triangle  ABC, 

cot  AsinC  -+-  cos&cosC  —  cotas'mb  =  o. 
Considérons  actuellement  la  vraie  direction  du  zénith,  telle  que  la 

[*]  Ce  Mémoire  est,  sauf  un  léger  changement  de  forme,  la  reproduction  de  Com- 
munications faites  a  l'Académie  des  Sciences,  dans  ses  séances  des  26  mars  1866  et 
2  avril  1867. 

Tome  XII  (3*  série).  —  Mabs  1867.  9 
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déterminent  les  attractions  locales  et  autres,  et  formons  nn  nouveau 
triangle  sphérique  au  moyen  de  cette  direction  et  de  celles  du  pôle  et 
du  point  B.  Soient  alors  A',  B',  C,  a',  b',  c'  les  angles  et  les  côtés  de  ce 
nouveau  triangle.  Les  deux  triangles  n'auront  de  commun  que  le  côté 
a  =  a'.  Pour  déterminer  les  différences  des  quantités  homologues  dans 
les  deux  triangles,  il  suffira  de  différentier  l'équation  précédente  en  y 
supposant  a  constant.  Effectuant  la  différentiation  et  ayant  recours  à 
des  relations  connues,  on  trouve 

à  A  -h  (cosb  —  cotcsin&cos  A)c?C  H-  cotcsinAc?6  =  o. 

Or,  le  point  B  étant  censé  à  l'horizon  du  lieu  M,  on  a  c'  =  90  degrés 
et  colc'  —  o;  d'où,  en  négligeant  les  quantités  du  deuxième  ordre, 

(1)  o'A+cosWC=o. 

Pour  nous  conformer  aux  usages  géodésiques,  nous  remplacerons 
les  azimuts  A'  et  A  par  leurs  suppléments  1800  —  Z'  et  1800  —  Z;  ce 
qui  donnera  âA  =  A'  —  A  =  —  (Z'  —  Z).  Si  nous  comptons  les  lon- 
gitudes J^et.^'du  méridien  auxiliaire  et  du  méridien  astronomique 
dans  le  sens  de  l'est  à  l'ouest,  nous  aurons  C  -h  £=  C  -t-  £,  d'où 
^C  =  G  — -  C  *==  —  (£  —  jQ;  enfin,  b  étant  égal  au  complément  de  la 
latitude  L  du  zénith  auxiliaire,  on  a 

cos&  =  sin  L. 

Moyennant  la  substitution  de  ces  valeurs,  l'équation  (1)  devient 

(2)  Z'—  Z  4-  sinL(£  —  .ej  =  o, 

relation  qui  a  nécessairement  lieu,  quels  que  soient  les  attractions 
locales  et  le  plan  méridien  auxiliaire  considéré,  pourvu  que  l'écart  an- 
gulaire entre  ce  plan  et  le  méridien  astronomique  reste  un  petit  angle. 

application  à  la  démonstration  d'un  théorème  de  Laplacr 
relatif  aux  sphéroïdes  peu  différents  de  la  sphère. 

Soit  une  ligne  géodésique  issue  d'un  lieu  dont  la  longitude  et  la  la- 
titude sont  -C  et  L0,  et  menée  suivant  la  direction  australe  du  méridien 
de  ce  lieu  :  il  est  clair  que  si  la  Terre  est  un  sphéroïde  de  révolution 
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autour  de  son  axe  de  figure,  la  ligne  géodésique  sera  contenue  tout 
entière  dans  le  plan  méridien  passant  par  le  lieu  de  départ;  mais  si  le 
sphéroïde  n'est  pas  de  révolution,  la  ligne  géodésique  s'écartera  pro- 
pressivement  de  ce  plan.  En  un  point  de  latitude  L,  la  direction  de  la 
ligne  géodésique  ne  coïncidera  pas  non  plus  avec  le  méridien  astrono- 
mique de  ce  lieu.  Si  nous  prenons,  pour  direction  du  signal  B,  celle 
du  prolongement  austral  de  la  ligne  géodésique,  l'azimut  astronomique 
de  B  sera  Z'.  Maintenant,  considérons  l'ensemble  des  points  de  la  ligne 
géodésique  compris  entre  L0  et  L,  et  soit,  en  un  point  de  cette  ligne, 
-C la  longitude  d'un  plan  méridien  auxiliaire  assujetti  à  être  tangent  à 
la  ligne  géodésique  en  ce  point.  Au  point  L0,  -^se  confondra  avec  ^0» 
et  au  point  L  on  aura 

Or  la  dérivée  —  étant  supposée  développée  en  séries  suivant  les  puis- 
sances de  l'accroissement  L  —  L0,  elle  aura  la  forme 

^=  =  p(L  -  L0)  -h  q  (L  -  L0)2  -+- . . . , 

puisqu'à  l'origine  le  plan  méridien  auxiliaire  se  confond  avec  le  mé- 
ridien astronomique;  on  aura  donc 

Le  sphéroïde  étant  actuellement  supposé  peu  différent  de  la  sphère, 
les  coefficients/?,  7, . . .  seront  très-petits,  du  premier  ordre  par  exemple, 
car  ils  doivent  s'annuler  dans  le  cas  de  la  sphère;  si  nous  supposons, 
en  outre,  que  l'amplitude  L  —  L0  soit  du  même  ordre  de  petitesse, 
l'intégrale  précédente  sera  une  quantité  très-petite  du  troisième  ordre  : 
d'où  il  suit  qu'aux  termes  près  de  cet  ordre,  on  aura  4^=  <_0.  Prenant 
donc  pour  plan  méridien  auxiliaire  au  point  M  celui  qui  est  tangent  a 
la  ligne  géodésique  en  ce  point,  on  aura,  pour  l'azimut  Z  de  B  rapporté 
à  ce  plan,  Z  =  o.  Substituant  enfin  dans  l'équation  (2)  les  précédentes 

9  • 
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valeurs  de  £et  Z,  il  viendra 

(3)  Z'  +  siaL(£-U)  =  oi 

équation  qui  coïncide  avec  le  théorème  donné  par  Laplace  dans  Ja 
Mécanique  céleste  (t.  II,  p.  117),  sous  la  forme  (V  —  V4)  sio  é,  =  zs. 
Il  faut  remarquer  que  zs  est  l'azimut  Z'  compté  en  .sens  contraire,  et 
que  <]/,  est  la  latitude  du  point  de  départ;  or,  au  degré  d'approxima- 
tion de  ce  théorème,  on  peut  écrire  L  au  lieu  de  <J>,.  L'auteur  de  la 
Mécanique  céleste  a  déduit  son  résultat  d'une  analyse  assez  compli- 
quée; il  en  caractérise  l'importance  en  ces  termes  : 

«  Ainsi  l'on  peut,  par  l'observation  seule  et  indépendamment  de  la 
connaissance  de  la  figure  de  la  Terre,  déterminer  la  différence  en  lon- 
gitude des  méridiens  correspondants  aux  extrémités  de  l'arc  mesuré, 
et  si  la  valeur  de  rs  est  telle,  qu'on  ne  puisse  l'attribuer  aux  erreurs 
des  observations,  on  sera  sûr  que  la  Terre  n'est  pas  un  sphéroïde  de 
révolution.  » 

Le  théorème  de  Laplace  ne  concerne  que  les  arcs  méridiens,  et  son 
application  est  limitée  par  la  condition  que  leur  amplitude  reste  faible. 
Il  n'en  est  pas  ainsi  de  notre  formule  (2)  que  nous  allons  appliquer  à 
l'ensemble  des  points  principaux  d'un  réseau  Irigonométrique. 

Application  générale  à  V  étude  de  la  figure  de  la  Terre. 

Imaginons  un  sphéroïde  défini  et  dont  les  dimensions  auront  servi 
de  base  au  calcul  des  longitudes,  latitudes  et  azimuts  géodésiques. 
Transportons  sur  ce  sphéroïde  les  positions  géographiques  et  directions 
azimutales  fournies  de  proche  en  proche  par  le  calcul.  Au  lieu  quel- 
conque M,  dont  la  longitude  et  la  latitude  géodésiques  sont  £  et  L, 
prenons  pour  méridien  auxiliaire  le  méridien  géodésique  tracé  par  le 
point  M.  Si  la  figure  de  la  Terre  est  telle  qu'on  la  suppose,  la  direction 
australe  du  méridien  résultant  du  calcul  coïncidera  en  M,  au  moins 
approximativement,  avec  celle  du  méridien  tracé  parce  point;  dans 
le  cas  contraire,  la  direction  calculée  fera  un  certain  angle  \l  avec  ce 
méridien.  Supposons  cet  angle  compté  du  sud  vers  l'ouest  :  un  azimut 
rapporté  à  notre  méridien  auxiliaire  se  trouvera  être  égal  à  l'azimut 
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calculé,  augmente  de  l'angle  jx.  Convenons,  pour  plus  de  simplicité, 
que  Z  désigne  désormais  l'azimut  calculé,  nous  devrons  changer,  clans 
l'équation  (2),  Z  en  Z  +  //..  Alors  cette  équation  deviendra 

(4)  Z'-Z-f-sinL(^-^)  =  /x. 

Cette  relation  a  lieu  quelles  que  soient  les  attractions  locales.  Dans  le 
cas  d'un  sphéroïde  peu  différent  de  la  sphère,  |x  sera  un  petit  angle 
qui  ne  variera  qu'à  raison  de  la  configuration  des  traits  généraux  du 
sphéroïde.  Dans  le  cas  d'un  sphéroïde  de  révolution  autour  de  Taxe  de 
rotation,  posera  constamment  nul,  aux  erreurs  près  des  observations, 
si,  comme  nous  le  supposons  d'ailleurs,  les  constantes  géodésiques  ont 
reçu  les  valeurs  les  plus  convenables.  Il  suffirait  donc  d'établir  qu'au- 
cun système  de  valeurs  de  ces  constantes  ne  peut  comporter  une  valeur 
nulle  de  l'angle  /jc  en  un  seul  point  du  sphéroïde,  pour  démontrer  que 
la  figure  de  la  Terre  n'est  pas  celle  d'une  surface  de  révolution  autour 
de  l'axe  de  rotation. 

Les  mêmes  considérations  s'appliqueraient  au  cas  d'un  ellipsoïde  a 
trois  axes  inégaux,  et  le  résultat  p.  ^o  en  détruirait  la  possibilité. 

Si  donc  le  sphéroïde  terrestre  peut,  dans  son  ensemble,  être  assi- 
milé à  un  ellipsoïde  de  révolution,  on  aura  en  chaque  point  et  quelles 
que  soient  les  attractions  locales 

(5)  Z'-ZH-sinL(^-C)  =  o, 
en  faisant  la  part  des  erreurs  des  observations. 

On  est  dans  l'usage  d'assimiler  la  figure  de  la  Terre  à  un  sphéroïde 
de  révolution  dont  on  détermine  les  dimensions  en  posant  et  résolvant 
des  équations  de  la  forme 

(6)  V  —  L  =  e»L,     Z'-Z  =  c?Z,     £'—£=*{.! 

où  L,  Z,  £  désignent  des  valeurs  correspondantes  à  un  système  de 
constantes  géodésiques,  et  $L,  c?Z,  t?£  les  corrections  dépendantes  des 
corrections  inconnues  des  mêmes  constantes.  On  sait  d'ailleurs  à 
l'avance  que,  tout  en  faisant  la  part  des  erreurs  des  observations,  ces 
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V| nations  ne  peuvent  pas  généralement  être  satisfaites,  à  cause  des  at- 
tractions locales  :  le  poids  des  résultats  est  d'autant  diminué  qu'il  s'en 
faut  davantage  que  ces  équations  ne  soient  satisfaites.  Or,  aujourd'hui 
que  les  longitudes  astronomiques  peuvent  rivaliser  en  précision  avec 
les  latitudes,  il  semble  qu'il  doive  y  avoir  avantage  à  recourir  aux 
équations  de  condition  de  la  forme 

(7)  Z'  — Z  +  sinL(£  -  /J  =  #Z  +  sinL#t> 

qui  se  déduisent  de  la  formule  (5);  ces  équations  devant  être  satisfaites 
quelles  que  soient  les  attractions  locales. 

L'incertitude  des  azimuts  géodésiques  provenant  de  l'accumulation 
des  erreurs  des  angles  des  triangles  serait  un  obstacle,  dans  le  cas  où 
les  chaînes  présenteraient  la  configuration  élémentaire  qu'on  remarque 
dans  la  tri  ngulation  française:  telle  n'est  pas  la  triangulation  anglaise  de 
l'Inde,  où  les  chaînes  donnent  lieu  à  de  nombreuses  équations  entre  les 
angles  et  entre  les  côtés  des  triangles,  équations  dont  on  profite  pour 
réduire  considérablement  les  minimes  erreurs  de  la  triangulation.  La 
détermination  astronomique  des  longitudes  et  azimuts,  commencée 
l'année  dernière  dans  l'Inde  anglaise,  permettra  sans  doute  d'appli- 
quer notre  équation  à  la  remarquable  triangulation  qui  a  été  effectuée 
dans  celte  contrée.  Quant  au  réseau  français,  comme  les  chaînes  prin- 
cipales sont  environnées  de  triangles  de  premier  ordre  qui  ont  été 
mesurés  avec  soin,  on  pourrait  les  remplacer  par  des  chaînes  plus  com- 
posées et  analogues  à  celles  de  l'Inde  anglaise  :  le  système  de  compen- 
sation y  étant  appliqué,  les  erreurs  des  azimuts  géodésiques  seraient 
certainement  réduites. 

Nous  devons  toutefois  faire  remarquer  que  les  équations  de  la 
forme  (7)  sont  insuffisantes  à  déterminer  les  corrections  de  toutes  les 
constantes  géodésiques  :  en  effet,  si  l'on  exprime  âZ  et  â^eu  fonction 
de  ces  corrections,  on  trouve  que  le  coefficient  de  la  correction  rela- 
tive aux  dimensions  absolues  du  sphéroïde  s'annule  :  il  serait  donc 
nécessaire  de  recourir  à  celles  des  équations  de  la  forme  (G)  qu'on 
jugerait  le  plus  propres  à  la  détermination  de  l'inconnue  restante  ;  mais 
comme  ces  équations  sont  «affectées  des  effets  des  attractions  locales,  il 
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faudrait  leur  attribuer  un  poids  inférieur  à  celui  des  équations  de  la 
forme  (7)  et  que  le  calcul  lui-même  pourrait  fixer  avec  une  suffisante 
approximation. 

En  considérant  le  coefficient  de  la  correction  de  l'aplatissement, 
dans  le  second  membre  de  l'équation  (7),  on  trouve  qu'une  chaîne 
méridienne  ou  une  chaîne  parallèle  sont  impropres  à  sa  détermination, 
et  que  la  direction  la  plus  favorable  est  celle  qui  partage  en  deux  par- 
ties égales  l'angle  du  méridien  et  du  premier  vertical,  quand  on  veut 
employer  une  chaîne  unique,  et  s'affranchir  complètement  de  l'effet 
des  attractions  locales.  Une  chaîne  de  triangles  qui,  partant  de  la  côte 
sud  du  Portugal,  se  dirigerait  vers  le  nord-est  de  la  Russie  d'Europe 
en  traversant  l'Espagne,  la  France,  l'Allemagne  et  la  Russie  rempli- 
rait ces  conditions. 

L'élimination  de  Tune  des  inconnues  qui  résulte  de  l'emploi  de 
l'équation  (7)  et  la  petitesse  des  coefficients  de  la  correction  de  l'apla- 
tissement, quand  on  l'applique  à  divers  points  appartenant  à  une 
même  méridienne  ou  à  un  même  parallèle,  rendent  au  contraire  cette 
équation  éminemment  propre  à  la  discussion  ou  plutôt  au  contrôle 
d'une  chaîne  ou  portion  de  chaîne  dirigée  dans  le  sens  du  méridien  ou 
dans  le  sens  perpendiculaire.  Ajoutons  que  l'élimination  de  la  correc- 
tion de  l'azimut  de  départ  entre  de  pareilles  équations  conduit  à  de 
nouvelles  équations  dans  lesquelles  les  coefficients  des  inconnues  res- 
tantes deviennent  très-petits,  lorsque  les  portions  de  chaînes  consi- 
dérées ne  comprennent  qu'un  petit  nombre  de  degrés.  Alors  ces  équa- 
tions se  réduisent  sensiblement  à  leurs  parties  connues,  et  il  ne  reste 
qu'à  examiner  si  les  nombres  restants  peuvent  ou  non  être  imputés 
aux  erreurs  des  azimuts  géodésiques;  car  les  erreurs  îles  observations 
astronomiques  et  celles  des  longitudes  géodésiques  sont  négligeables 
vis-à-vis  des  précédentes.  Or  la  théorie  des  probabilités  permet  d'expri- 
mer facilement  l'erreur  de  l'azimut  extrême  d'une  chaîne  de  triangles, 
en  fonction  des  erreurs  individuelles  des  sommes  des  angles  de  chacun 
d'eux. 

L'application  de  notre  théorème  sur  les  attractions  locales  offre,  re- 
lativement au  contrôle  de  l'exactitude  d'une  chaîne  de  triangles,  des 
avantages  dont  l'importance  se  comprendra  facilement,  si  l'on  se  rap- 
pelle que,  depuis  quarante  ans,  la  géodésie  française  est  restée  arrêtée 
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dans  ses  développements  par  les  doutes  que  l'on  avait  conçus  sur  la 
vraie  cause  des  discordances  entre  les  résultats  de  l'astronomie  et  ceux 
de  la  géodésie. 

Une  application  numérique  du  théorème  sur  les  attractions  locales 
a  été  faite  aux  deux  chaînes  principales  de  la  triangulation  française  : 
la  Méridienne  de  Dunkerque  et  le  Parallèle  de  Paris.  Cette  application 
sera  développée  à  la  fin  du  présent  Mémoire,  avec  ses  conséquences. 


Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  présenté  la  démonstration  d'un 
théorème  sur  les  attractions  locales,  en  nous  bornant  à  en  indiquer 
sommairement  les  applications.  Il  nous  a  semblé  nécessaire,  pour  en 
bien  faire  comprendre  la  portée,  d'entrer  dans  quelques  dévelop- 
pements. 

Lorsque  l'on  compare  les  coordonnées  et  azimuts  des  stations  géo- 
désiques  déterminés  astronomiquement,  avec  les  valeurs  des  coordon- 
nées et  azimuts  déduites  des  calculs  géodésiques,  on  trouve  des  diffé- 
rences que  l'on  cherche  tout  d'abord  à  faire  disparaître,  en  corrigeant 
les  données  numériques  qui  ont  servi  de  point  de  départ  dans  les 
calculs  géodésiques.  Après  avoir  déterminé  de  la  manière  la  plus  con- 
venable les  corrections  de  ces  données,  on  reconnaît  généralement  que 
les  discordances  sont  réduites,  mais  conservent  néanmoins  des  valeurs 
sensibles.  La  solution  est  admissible  si  les  écarts  définitifs  peuvent  s'ex- 
pliquer au  moyen  des  légères  inexactitudes  des  observations.  Quand 
au  contraire  ces  écarts  sont  hors  de  proportion  avec  les  erreurs  des 
observations,  on  les  explique  en  les  attribuant  aux  irrégularités  de  la 
ligure  de  la  Terre,  que  l'on  parvient  ainsi  à  évaluer  approximative- 
ment. Mais  cette  évaluation  reste  empreinte  d'incertitude,  s'il  peut 
rester  quelque  doute  sur  la  précision  des  opérations  astronomiques 
ou  l'exactitude  de  la  triangulation.  C'est  ce  qui  est  arrivé  notamment 
lorsqu'on  a  voulu  utiliser  les  mesures  de  longitudes  et  d'azimuts  effec- 
tuées sur  le  parallèle  de  Paris  et  sur  le  parallèle  moyen,  il  y  a  une 
quarantaine  d'années.  La  méthode  des  signaux  de  feu,  qui  réalisait  déjà 
un  progrès  incontestable,  ne  présentait  cependant  pas  de  garanties 
suffisantes  :  les  moyens  d'obtenir  le  temps  absolu  dans  les  stations 
n'offraient  pas  la  précision  nécessaire;  l'influence  des  équations  per- 
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sonnelJes  était  à  peine  entrevue.  Aussi,  les  écarts  considérables  qui 
ont  été  observés  entre  l'astronomie  et  la  géodésie  ont-ils  simplement 
conduit,  en  ce  qui  concerne  le  parallèle  moyen,  par  exemple,  à  sup- 
poser que  la  chaîne  des  Alpes  avait  pu  produire  des  anomalies  pro- 
noncées. Ces  deux  grandes  opérations  n'ont  amené  aucun  progrès  réel 
dans  nos  connaissances  sur  la  figure  de  la  Terre  :  pour  atténuer  l'effet 
des  anomalies  persistantes,  il  a  fallu  se  résoudre  à  combiner  les  nou- 
velles mesures  avec  celle  de  l'arc  de  l'équateur;  mais  alors  on  renon- 
çait à  en  tirer  parti  pour  l'étude  de  la  figure  de  la  Terre  dans  nos 
contrées.  Aujourd'hui,  grâce  aux  progrès  des  méthodes  astronomiques, 
l'application  du  théorème  sur  les  attractions  locales  nous  permet  de 
lever  ces  difficultés. 

Trois  éléments  interviennent  dans  la  comparaison  qui  nous  occupe  : 
le  réseau  trigonométrique,  les  observations  astronomiques  et  les  at- 
tractions locales.  Les  opérations  géodésiques  devraient  évidemment  se 
contrôler  d'elles-mêmes  :  la  multiplicité  des  mesures  de  bases,  jointe  à 
la  comparaison  des  valeurs  des  côtés  communs  aux  nœuds  des  chaînes, 
offrirait  peut  être  des  garanties  suffisantes,  si  l'accord  recherché  avait 
effectivement  lieu;  mais  on  sait  qu'il  n'est  pas  toujours  réalisé  d'assez 
près,  du  moins  dans  la  géodésie  française;  on  a  vu  d'ailleurs  que  l'ac- 
cord obtenu  résulte  parfois  d'erreurs  qui  se  compensent.  Nous  sommes 
donc  conduit  à  supposer  les  opérations  géodésiques  empreintes  d'er- 
reurs sensibles,  et  à  rechercher  les  moyens  de  les  mettre  en  évidence. 
Quant  aux  opérations  astronomiques,  elles  ont  atteint,  de  nos  jours, 
un  grand  degré  de  perfection  :  leur  discussion  est  facile  et  l'on  s'as- 
sure aisément  que  leurs  incertitudes  ne  peuvent  plus  porter  que  sur 
les  fractions  de  seconde  d'arc.  Eu  égard  à  ce  que  les  discordances 
que  nous  avons  en  vue  dépassent  une  trentaine  de  secondes,  en  plus 
d'un  point  du  réseau  français,  on  nous  permettra  de  mettre  les  ré- 
sultats astronomiques  hors  de  cause.  Enfin  les  attractions  locales  pou- 
vant, d'après  le  nouveau  théorème,  être  éliminées  d'une  certaine 
combinaison  des  longitudes  et  des  azimuts;  s'il  subsiste  des  dis- 
cordances entre  les  résultats  astronomiques  et  géodésiques,  après 
l'application  du  théorème,  on  sera  forcément  amené  à  les  attribuer, 
pour  la  plus  grande  partie,  aux  erreurs  de  la  triangulation.  C'est  ce 
qui  résultera  avec  évidence  du   développement  des  calculs  suivants. 

Tome  XII  (2e  série). — Mars  1867.  ' f) 
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Désignons  par  L{  et  {j  la  latitude  et  ta  longitude  d'une  station,  et  Z, 
l'azimut  d'un  signal  observé  de  cette  station  ,  compté  du  sud  vers 
l'ouest.  Réservant  ces  lettres  non  accompagnées  d'accents  à  la  dési- 
gnation des  résultats  géodésiques,  nous  appliquerons  un  accent  aux 
mêmes  lettres,  pour  distinguer  les  résultats  fournis  par  l'astronomie. 
L'équation  (7),  qui  est  relative  à  l'ellipsoïde  de  révolution  et  a  lieu, 
quelles  que  soient  les  attractions  locales,  deviendra 

(8)  Z;  -  Z,  -f-  sin  Li(ti  -  ti)  =  âzi  +  sinL^-G- 

Les  corrections  <?Z(  et  #£,•  dépendent  des  corrections  indéterminées 
des  éléments  des  calculs  géodésiques,  et  qui  se  rapportent  à  la  longi- 
tude £8  et  à  la  latitude  L0  du  point  de  départ  (Paris,  dans  notre  géo- 
désie), à  l'azimut  de  départ  Z0,  à  l'aplatissement  a  :  elles  dépendent 

on  outre  des  corrections  âfi  =  -^->  ây  =—  »  en  désignant  par  Q  le  quart 

de  méridien  et  s  la  longueur  d'une  ligne  géodésique  quelconque  (l'une 
des  bases  par  exemple).  Les  expressions  de  âZL  et  â^t  sont 

Nous  avons  donné,  dans  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie  des 
Sciences  le  a  mars  1866,  les  expressions  des  dérivées  qui  figurent  ici. 
En  les  formant,  on  a  négligé,  suivant  l'usage,  l'aplatissement  et  ses 
puissances  supérieures,  comme  donnant  lieu  à  des  termes  du  second 
ordre  [**]. 


1*1  Le  coefficient  -— —  est  nul. 

[**]  On  a  négligé  également  les  différences  que  présentent,  sous  le  rapport  de  la  lon- 
gueur et  de  l'orientation,  les  éléments  des  lignes  géodésiques  menées  sur  le  sphéroïde  irré- 
gulier et  sur  le  sphéroïde  de  révolution,  entre  les  deux  points  donnés.  Il  est  facile  de 
s'assurer  qu'en  attribuant  aux  attractions  locales  des  effets  s'élevant  à  1'  par  exemple, 
les  longitudes,  latitudes  et  azimuts  géodésiques  n'en  seraient  pas  sensiblement  affectés. 
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Si,  à  J'aide  de  ces  expressions  que  nous  ne  pouvons  reproduire  ici, 
on  forme  celle  du  second  membre  de  l'équation  (8),  on  obtient,  après 
quelques  transformations, 

z;  —  Zt-f-sinL,-(-C  —  -O) 

=  cos«/,e?Z0  -f-  sinLj^^o  —  cosLtsin  (^  —  £_0)^L0 

m)   i ^~, — W    2  cos  -  Lf  -t-  L0 )  sin  -  (  L,  —  L0 

/«,-sini"  \    •     r   "1         t     &     • 

-b    — : i  )  sin  L,    cosL„oV, 

\  sin«,  /  'J 

Ui  désignant  l'amplitude  angulaire  de  la  ligne  géodésique  qui  joint  les 
deux  stations.  Au  degré  d'approximation  convenu,  on  a 

(io)  cos  Ui  =  sin  L0sinL,  4-  cosL0cosLtcos(^,-  —  £0)  ; 

d'où  l'on  déduit 

il  i)      sin2  -  ut  =  sin2  -  (L,-  —  L0)  H-  cos  L0cosLtsin2  -  (^,-  —  £0). 

Il  n'y  a  pas  à  distinguer  ici  le  signe  de  ui7  attendu  que  le  second  mem- 
bre de  l'équation  (9)  est  une  fonction  paire  de  uL. 

La  formule  (9)  donne  lieu  à  deux  remarques  importantes  :  i°Le  se- 
cond membre  ne  contient  pas  en  dénominateur  le  facteur  cosL,  qui 
accompagne  les  expressions  de  c?Zt  et  c^-O;  en  outre,  sin  (^  —  £0)  s'y 
trouve  affecté  de  ce  facteur.  La  quantité  qu'il  représente  reste  donc 
déterminée  à  toute  latitude,  bien  que  les  éléments  Z',  —  Z,  et  4^,  —  £,■  se 
trouvent  individuellement  sujets  à  indétermination.  Cela  se  conçoit,  si 
l'on  remarque  que  l'azimut  et  la  longitude  astronomiques  doivent  être 
rapportés'à  un  même  méridien  dont  Terreur  sera  celle  correspondante  à 
la  latitude  :  il  en  est  de  même  pour  la  longitude  et  l'azimut  géodésiques. 
20  La  correction  c?]3  —  ày  se  trouve  éliminée.  Il  en  résulte  la  nécessité 
de  recourir  aux  équations  de  condition  en  usage,  pour  la  détermina- 
tion de  la  correction  des  dimensions  absolues  du  sphéroïde. 

T  .   .  iiisin  1"  [•    .1     11  .   1  1         ,    .   , 

La  quantité  — 1  est  censée  tirée  cl  une  table  spéciale  que  nous 

1  sin  «,  •  ' 

donnons  ci-dessous;  mais  le  terme  correspondant  sera  presque  tou- 
jours négligeable.  Dès  lors,  on  voit  que  le  coefficient  de  du  est  sensible- 

10.. 
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ment  proportionnel  au  produit  des  différences  de  longitude  et  de  lati- 
tude £j  —  £0  et  L;  —  L0.  En  sorte  que  dans  un  système  de  deux  chaînes, 
lune  méridienne,  l'autre  formant  parallèle,  et  dont  le  point  de  dé- 
part occupe  le  croisement,  le  coefficient  de  da.  sera  très-petit  du  se- 
cond ordre;  les  termes  sensibles  du  deuxième  membre  de  l'équation  (9) 
se  réduiront  à  ses  trois  premiers.  Mais  nous  allons  opérer  une  autre 
réduction,  qui  permettra  la  discussion  d'une  méridienne  ou  d'un  pa- 
rallèle, sans  exiger  pour  ainsi  dire  de  calcul. 

Appliquons  l'équation  (9)  au  point  de  départ  lui-même,  nous  au- 
rons d'abord 

G  ~  to  =  °i      Li  ~  Lo  =  o,      ut  =  o, 


puis,  en  posant 

(12) 

Ç  =  Z'o 

(i3) 

Ç 

Z0-f-sinL0(£o  -  Co), 
c?Z0-h  sinLo^-Co- 

Cette  équation  devrait  être  jointe  aux  équations  de  la  forme  (9),  pour 
la  détermination  des  inconnues,  si  cette  détermination  est  possible; 
néanmoins,  nous  lui  ferons  jouer  un  rôle  distinct.  Nous  supposerons 
qu'une  mesure  très-exacte  de  Z'0  et  de  £0,  suivant  les  cas,  ait  été  faite  au 
lieu  de  départ  :  l'équation  (i3)  sera  affranchie  de  toute  inexactitude; 
elle  sera  donc  très-propre  à  la  détermination  de  âZ0  en  fonction  de  â^0. 
Au  contraire,  les  valeurs  de  Z,-  relatives  aux  autres  stations  seront  d'au- 
tant moins  exactes,  que  ces  stations  seront  plus  éloignées  du  point  de 
départ,  à  cause  de  l'accumulation  des  erreurs  des  angles  des  triangles 
intermédiaires.  Nous  éliminerons  donc  âZ0  entre  l'équation  (i3)  et  les 
équations  de    la   forme   (9);    ce  qui   donnera,  en  ayant  égard   à   la 
valeur  de  cosm,, 

Z-  —  Z,  -f  sin  L,-  ( -C ,  —  O)  —  £  cos  Ui 

=  Tsin  (L|  —  L0)  H-  2sin  L0cosLtsina  £  (£«  -  Co)J  cosL0^Ç„ 

—  cosLj  sin  (O  — -Co)^^o 

cos  L,  sin  (.£  , — -f  0)  T  '  i\      .    r    \    •      '    1  r    \ 

siny     ^   [2cos-(U  l   L0)sin  -(L,-  -  L0) 

«,sin  \"  \     •     t  1      » 

-  1  1  smL,    cosl^aa 


sin  ui 
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L'équation  (11)  servira  au  calcul  de  ut  :  ayant  obtenu  Ç  par  la  for- 
mule (12),  on  aura  le  moyen  de  calculer  les  coefficients  des  incon- 
nues cosL0dV^0,  c?L0  et  cosL0$#;  mais  Ç  étant  supposé  assez  petit,  ainsi 
que  les  valeurs  de  Lt  —  L0  et  £f-  —  ^0,  on  pourra  faire  le  pins  sou- 
vent cosui  =  1,  et  réduire  le  coefficient  de  cosL0c^0  à  sin  (Lt-  —  L0)  : 
le  terme  en  cosL0$a  disparaîtra  dans  le  cas  indiqué  plus  haut.  Lors 
donc  que  l'on  aura  à  discuter  une  chaîne  méridienne  ou  un  parallèle, 
il  faudra  tenter  la  résolution  d'équations  qui  ne  contiendront  plus 
que  deux  inconnues,  et  dont  les  coefficients  seront  très-faciles  à  former. 
Si  la  résolution  de  ces  équations  conduit  à  des  valeurs  admissibles  des 
inconnues,  et  que  les  erreurs  des  équations  puissent  se  confondre  avec 
celles  des  azimuts  géodésiques  provenant  de  l'accumulation  des  mi- 
nimes erreurs  des  angles  des  triangles,  on  en  conclura  que  la  chaîne 
considérée  peut  être  employée  utilement  :  dans  le  cas  contraire,  elle 
devra  être  rejetée  comme  entachée  d'erreurs. 

Admettant  qu'on  ait  soumis  à  ce  genre  de  contrôle  toutes  les  chaînes 
d'une  triangulation,  on  emploiera  celles  qui  auront  été  jugées  admissi- 
bles à  la  détermination  des  valeurs  les  plus  approchées  des  inconnues  : 
alors,  on  fera  de  nouvelles  applications  de  la  formule  (i4)>  en  introdui- 
sant le  poids  des  équations,  et  fixant  ce  poids  d'après  les  erreurs 
moyennes  des  angles  des  triangles  intermédiaires.  On  voit,  d'après  la 
composition  du  coefficient  de  cosL0e?a,  que  les  stations  qui  contribue- 
ront le  plus  efficacement  à  la  détermination  de  l'aplatissement,  sont 
celles  qui  seront  liées  à  la  station  centrale  par  des  lignes  géodésiques 
orientées  à  45  degrés,  ou  environ.  Si  l'on  veut  utiliser  un  système  formé 
d'un  méridien  et  d'un  parallèle,  il  faudra  prendre  pour  point  de  dé- 
part la  station  la  plus  éloignée  du  point  de  croisement  de  ces  chaînes. 

Les  trois  inconnues  étant  tirées  des  équations,  et  ayant  vérifié  que 
les  erreurs  subsistantes  restent  renfermées  dans  des  limites  admissi- 
bles, on  aura,  suivant  l'équation  (  i3), 

(i5)  c?Z0=Ç-sinL0c?Co. 

On  remarquera  que  si  les  chaînes  n'embrassent  pas  une  étendue 
déjà  considérable,  les  coefficients  des  inconnues  dans  les  équations  (  1 4  ) 
pourront  n'être  pas  assez  forts,  pour  assurer  l'exacte  détermination  des 
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inconnues  :  l'usage  de  ces  équations  serait  restreint  à  la  simple  dis- 
cussion ou  au  contrôle  des  chaînes.  Cependant,  on  remarquera  aussi 
que  si  l'on  emploie  les  équations  inexactes  de  la  forme 

(  1 6)  C'i  -  -G  =  <ki     ou     L',  -  L/  =  &Lis 

l'élimination  de  l'inconnue  dp  —  ây  pourra  conduire  à  des  systèmes 
d'équations  à  trois  inconnues  où  les  coefficients  ne  seront  peut-être  pas 
plus  forts  que  ceux  des  équations  (i4)  •'  en  outre,  on  aurait  l'inconvé- 
nient d'opérer  sur  des  équations  dont  les  parties  connues  seraient  faus- 
sées par  l'influence  des  attractions  locales.  On  avisera  suivant  les  cas. 
Il  faudra  finalement  recourir  aux  équations  (16)  pour  obtenir  l'in- 
connue restante  ($|3  —  ây).  La  comparaison  des  valeurs  corrigées  des  £,- 
el  L/,  avec  les  valeurs  astronomiques  correspondantes,  fera  connaître, 
aux  erreurs  près  des  observations,  les  effets  des  attractions  locales  sui- 
vant le  premier  vertical  et  suivant  le  méridien  ;  leurs  composantes  seront 
représentées  respectivement  par 

Nous  terminerons  en  indiquant  une  dernière  application  de  l'équa- 
tion (i4)- 

Les  géographes  sont  dans  l'usage  de  compenser  une  triangulation,  en 
déterminant  les  corrections  des  angles  des  triangles  de  manière  à  sa- 
tisfaire à  un  ensemble  de  conditions,  dont  l'une  consiste  à  faire  con- 
corder les  azimuts  géodésiques  avec  les  azimuts  astronomiques.  Comme 
ces  corrections  se  font  aux  extrémités  de  parties  de  chaînes  comprenant 
une  faible  amplitude,  on  pourrait  assujettir  les  corrections  à  satisfaire 
à  l'équation  (i4)  dont  le  second  membre  serait  égalé  à  zéro.  Ce  serait 
plus  exact  que  de  satisfaire  seulement  à  la  condition  Z'  —  Z,  —  o. 
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Table  des  valeurs  de  la  fonction 


3.   o 
10 

•20 

3o 
4o 
5o 


3o 

5o 

8.  o 


0,000  000 
002 

006 

oi3 

023 

o36 

o,ooo  o5i 
069 
090 

171 

0,000  203 

238 
276 
3i7 

36. 
4o8 

0,000  457 
5og 
564 
622 

683 
747 

0,000  81 3 


0954 
029 
107 
'87 


0,00 


0,00 


270 
356 
445 
537 
63 1 
729 

829 
g32 
o38 

.48 
2  260 
2  375 


0,002  492 
2  612 
2735 
2  861 

2  99° 

3  122 

o,oo3  257 


DIFF. 

u 

0       1 

2 

8.  0 

4 

10 

7 

20 

10 

3o 

i3 

4o 

i5 

5o 

18 

9.  0 

21 

10 

24 

20 

27 

3o 

3o 

4o 

32 

5o 

35 

10.  0 

38 

10 

4' 

20 

44 

3o 

47 

4o 

49 

5o 

52 

I  !  .  0 

55 

10 

58 

20 

61 

3o 

64 

4o 

66 

5o 

69 

12.  0 

72 

10 

75 

20 

7» 

3o 

80 

4o 

83 

5o 

86 

i3.  0 

89 

10 

92 

20 

0-4 

3o 

98 

4o 

100 

5o 

io3 

\!\.   0 

106 

10 

1 10 

20 

1 12 

3o 

n5 

4o 

117 

5o 

120 

i5.  0 

123 

10 

126 

20 

129 

3o 

l32 

/|0 

i35 

5o 

i37 

16.  0 

o,oo3  257 
3  3o4 

3  535 
3  678 

3  824 
3973 

0,004  124 

4  279 
4  436 
4  597 
4  760 

4  926 

o,oo5  og5 
5267 
5442 

5  620 

5  800 
5984 

0,006  170 

6  35g 
6  55i 

6  746 
6943 

7  144 

0,007  348 
7  555 
7764 

7  976 

8  192 
8410 

0,008  63 1 

8  855 

9  082 

9  3l2 

9  545 

9  78' 

0,010  020 

10  262 
10  507 

10  754 

1 1  oo5 

1 1 259 

0,01 1  5 1 5 

1 1  774 

12  037 

12  302 
12  570 
I2842 

0,01 3  1 16 


DIFF. 

u 

0   / 

.37 

16.  0 

.4. 

10 

143 

20 

•  46 

3o 

'49 

40 

IÔI 

5o 

i55 

17.  0 

,57 

10 

161 

20 

i63 

3o 

166 

40 

169 

5o 

172 

18.  0 

i75 

10 

.78 

20 

180 

3o 

184 

40 

186 

5o 

189 

19.  0 

192 

10 

iqb 

20 

'97 

3o 

201 

40 

204 

5o 

207 

20.  0 

209 

10 

212 

20 

2l6 

3o 

2l8 

4o 

221 

5o 

224 

21.0 

227 

10 

23o 

20 

233 

3o 

236 

40 

23g 

5o 

242 

22 .  0 

245 

10 

2'l7 

20 

25. 

3o 

254 

4o 

256 

5o 

25g 

23.  0 

263 

10 

265 

20 

268 

3o 

272 

4o 

27  i 

5o 

277 

24.  0 

Msin  1" 

DIFF. 

si  II  u 

0  1 

o,oi3  1 16 

277 

24.  0 

i3  393 

281 

10 

i3  674 

283 

20 

13957 

286 

3o 

14  24a 

289 

4o 

.4  532 

293 

5o 

0,014  825 

295 

25.  0 

i5  120 

298 

10 

15418 

3oi 

20 

0719 

3o4 

3o 

16  023 

307 

4o 

i6  33o 

3. . 

5o 

0,016  64 1 

3.3 

2G.  0 

1G954 

3.7 

10 

17  271 

3.9 

20 

17  5go 

322 

3o 

179.2 

326 

4o 

18  238 

328 

5o 

0,018  566 

33i 

27.  0 

.8897 

335 

10 

19232 

337 

20 

19569 

341 

3o 

'9910 

343 

4o 

20  253 

347 

5o 

0,020  600 

35o 

28.  0 

20  950 

353 

10 

21  3o3 

355 

20 

21  658 

359 

3o 

22  017 

363 

4o 

22  380 

365 

5o 

0,022  745 

368 

29.  0 

23  ..3 

372 

10 

23485 

374 

20 

23  85g 

378 

3o 

24  i37 

38 1 

4o 

24618 

384 

5o 

0,025  002 

387 

3o .  0 

25  389 

390 

10 

25  779 

3g3 

20 

26  172 

397 

3o 

26  569 

399 

4o 

26  968 

4o3 

5o 

0,027  3;i 

4o6 

3 1 .  0 

"7  777 

409 

10 

>s  M 

412 

20 

28  J98 

4i5 

3o 

29013 

418 

4o 

29  43i 

422 

5o 

0,029  853 

425 

3a.  0 

0,029  853 
30278 
3o  706 
3i  i37 
3i  57i 

32  009 

o,o32  45o 
3289', 

j.)  )/j  1 

33  792 

34  2>,5 

34  703 

o,o35  i63 

35  627 

36  093 

36  563 

37  037 

37  5i.) 

0, 037993 

38  476 

3  S  962 
3g  452 

39  945 

40  44' 

0,040  941 
•  4'4Vi 

4  '  9r>0 
42  460 

42  973 

43  489 

0,044009 

44  532 

45  o58 

45  588 

46  121 
46  658 

0,047  198 

Î7  74' 
48  288 

jSS.iS 

g  loi 

l')9ls 

o,o5o  509 
5i  o73 
:>.  640 

.;  163 


425 

428 
43 1 
434 

438 

44' 

444 

447 
45. 
453 

458 
.'160 

464 
466 
470 
474 
476 
480 

483 
486 
49° 

493 
496 

5oo 

5o3 
5o6 
5io 
5.3 
5i6 

520 

523 
526 
53o 
533 
537 
54o 

543 

547 
55o 
553 
557 
56 1 

564 
567 
57i 

57Ï 
578 
58 . 


80  JOURNAL  DE  MATHEMATIQUES 

Application  spéciale  du  théorème  sur  les  attractions  locales,  à  la  dis- 
cussion du  parallèle  de  Paris  et  de  la  partie  de  la  méridienne  de 
Dunkerque  coihprise  entre  Paris  et  Carcassonne. 

Nous  présenterons  ici  l'application  la  plus  étendue  qu'il  nous  soit 
actuellement  possible  de  faire  de  notre  théorème  aux  données  de 
l'astronomie  et  de  la  géodésie.  Ces  données  sont  relatives  aux  longi- 
tudes et  aux  azimuts  :  or  les  longitudes  n'ont  été  encore  déterminées 
au  moyen  de  l'électricité,  sur  une  large  échelle,  que  dans  notre  pays. 
(On  commence  seulement,  depuis  un  an,  à  faire  la  même  application 
de  l'électricité  aux  triangles  de  l'Inde.) 

En  France,  les  azimuts  n'ont  pu  être  mesurés  qu'en  un  nombre  très- 
restreint  de  stations,  la  disparition  des  bornes  géodésiques  et  les  dis- 
positions du  terrain  ayant  rendu  ces  mesures  impossibles  dans  les 
autres  stations. 

Au  surplus,  nous  présenterons  dans  le  tableau  suivant  l'ensemble 
des  déterminations  astronomiques  obtenues  par  l'Observatoire  de  Paris 
et  le  résultat  de  leur  comparaison  avec  les  coordonnées  et  azimuts 
géodésiques  publiés  par  le  Dépôt  de  la  Guerre,  et  corrigés  au  besoin, 
pour  les  ramener  à  une  mesure  commune.  Le  calcul  de  ces  corrections 
a  été  présenté  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut. 
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Les  stations  dont  les  longitudes  ont  été  obtenues,  en  même  temps 
qu'on  y  a  mesuré  des  azimuts,  appartiennent  exclusivement  au  paral- 
lèle de  Paris  et  à  la  méridienne  de  Dunkerque,  dont  la  station  de  Paris 
occupe  le  point  de  croisement.  Encore  devons-nous  faire  remarquer, 
relativement  à  Paris  et  Bourges,  que  les  mesures  d'azimut  n'ont  pas 
été  effectuées  aux  stations  mêmes  dont  on  a  mesuré  la  longitude. 
Relativement  à  Paris,  c'est  de  Saint-Martin-du-Tertre  que  l'azimut  a 
été  observé.  Quant  à  Bourges,  on  a  déterminé  la  longitude  à  Berry- 
Boiïy,  et  l'azimut  à  Saligny-le-Vif,  stations  séparées  de  Bourges  par  un 
coté  de  triangle.  En  supposant  donc  les  observations  ramenées  à  Paris 
d'une  part,  et  à  une  position  intermédiaire  entre  Berry-Boùy  et  Saligny- 
le-Vif,  pour  Bourges,  d'autre  part,  on  ne  négligera  guère  que  les  varia- 
tions des  attractions  locales;  ce  qui  ne  peut  produire,  dans  la  discussion 
à  laquelle  nous  allons  nous  livrer,  que  des  erreurs  peu  sensibles. 

Le  point  de  départ  des  calculs  géodésiques  est  Paris  ;  or  la  longitude 
géodésique  y  ayant  été  prise  égale  à  la  longitude  astronomique,  la 
quantité  Ç,  équation  (12),  se  réduit  à  Z'0  —  Z0  :  d'après  ce  qui  vient 
d'être  dit,  nous  prendrons  pour  valeur  de  Z'0  —  Z0  l'excès  de  l'azimut 
observé  à  Saint-Martin-du-Tertre  sur  l'azimut  géodésique,  excès  égal 
à  -h  i",8.  On  aura  donc 

Ç=-r-i",8. 

A  laide  des  nombres  que  fournit  le  tableau  précédent  et  de  la  va- 
leur de  Ç,  nous  allons  former  les  équations  de  condition  suivant  la 
formule  (14)  :  seulement,  nous  y  supprimerons  le  terme  en  da.  En 
effet,  considérons  des  valeurs  de  a  telles  que  1 :  3o8,G4  =  o,oo324  et 
1  :  285  =  o,oo35i,  dont  la  première  a  été  employée  par  le  Dépôt  de 
la  Guerre,  et  la  seconde  est,  suivant  toute  probabilité,  supérieure  à 
l'aplatissement  réel;  âa  sera  un  nombre  moindre  que  o,ooo3  :  il  est 
facile  de  s'assurer  qu'en  négligeant  le  terme  en  âa,  l'erreur  commise 
n'excédera  en  aucun  point  o",02  à  o",o3,  quantités  négligeables  quand 
on  s'arrête  aux  dixièmes  de  seconde. 
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Equations  de  condition  indépendantes  des  effets  des  attractions  locales. 

à  Brest —  i3,i  = —  o  ,oo43cosL0fî.^,  —  0,0789 S L0 

à  Strasbourg.  ...  4-    2,5  =  —  0,0022  4-  0,0624 

Paris  {  à  Bourges —  12,8  =  —  o,o3o8  +0,0024 

à  Rodez.  ......  .  — 25,6=  —  0,0782  H-o,oo3o 

à  Carcassonne.  ..  — 33,6= — 0,0980  -4-0,0002 

A  la  simple  inspection  de  ces  équations,  on  aperçoit  que  des  correc- 
tions tout  à  fait  improbables  de  100"  laisseraient  encore  des  erreurs 
hors  de  proportion  avec  celles  des  observations,  en  exceptant  toute- 
fois l'équation  qui  se  rapporte  à  la  station  de  Strasbourg. 

On  en  conclut  que  la  seule  partie  de  ces  deux  chaînes  où  ne  se  ré- 
vèle aucune  erreur  sensible  est  la  partie  orientale  du  parallèle  de 
Paris,  et  que  la  partie  occidentale  du  même  parallèle,  ainsi  que  la  partie 
considérée  de  la  méridienne  de  Dunkerque,  sont  affectées  d'erreurs 
inadmissibles  [*]. 

Néanmoins,  poursuivons  la  résolution  des  équations,  comme  si 
l'on  pouvait  compter,  au  moins  approximativement,  sur  la  valeur  des 
inconnues. 

On  déduit  d'abord  des  équations  précédentes 

cosLo^o  =  +  34i"  -+-  0,0197  c?L0, 

et  la  substitution  de  cette  valeur  dans  les  mêmes  équations  conduit 
aux  suivantes  : 

Brest —  n,5=  —  o ,  0790  S  L„ 

Strasbourg 4-    3,2=4-  0,0624 

Bourges —    2,3= -+-0,0018 

Rodez 4-     1 , 1  =  4-  o,ooi5 

Carcassonne —    0,2  =  —  0,0017 


[*]  Les  erreurs  admissibles  peuvent,  d'après  les  erreurs  des  sommes  des  angles  des 
triangles,  être  évaluées  à  1"  à  3"  pour  les  trois  premières  équations,  3"  à  l\"  pour  la 
quatrième,  4"  <>  5"  pour  la  dernière. 
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De  celle-ci  on  tire 

c?L0  =  -h  109"  =  -h  1V49, 

et  les  erreurs  que  laissent  les  équations  se  réduisent  à 

-2",9,     -3%6,     -a",  5,     4-o",9)     -o",4- 

On  trouve  encore 

cosLo^<_o  =  -l-  343"; 
d'où 

^Co=  +  52i"=  +  874i". 

Enfin  l'équation  (1  5)  donne 

âZ0  =  -391"=  -6'3i". 

La  valeur  de  cosL0^-Ç_o  représenterait,  si  elle  était  admissible,  la 
composante  des  attractions  locales  à  Paris,  dans  le  sens  perpendicu- 
laire au  méridien  :  sa  valeur  positive  exprime  que  l'origine  des  longi- 
tudes géodésiques  devrait  être  reportée  à  l'est  de  l'Observatoire  de 
Paris  :  la  valeur  de  c?L0  représenterait,  à  la  correction  près  de  la  lati- 
tude astronomique,  la  composante  des  attractions  locales  dans  le  sens 
du  méridien. 

Hâtons-nous  de  déclarer  que  de  telles  valeurs  ne  se  justifient  par 
aucune  analogie,  et  que  leur  absurdité  montre  précisément  l'existence 
d'erreurs  dans  les  parties  déjà  désignées  des  deux  chaînes. 

La  possibilité  de  satisfaire  numériquement  aux  équations  précé- 
dentes, à  de  faibles  erreurs  près,  semble  indiquer  que  les  erreurs  dans 
la  région  comprise  entre  Paris  et  Carcassonne  sont  systématiques  : 
c'est  précisément  pour  mettre  ce  caractère  en  évidence  que  nous  avons 
achevé  la  résolution. 

En  ne  considérant  que  cette  partie  de  la  méridienne  de  Dunkerque, 
il  n'était  pas  même  nécessaire  d'achever  les  calculs;  car  les  équations 
qui  ne  contiennent  plus  que  l'inconnue  c?L0  sont  satisfaites  d'assez 
près,  en  prenant  ù  L0  quelconque  entre  des  limites  de  ±  uoo". 

On  sait  que  Delambre,  pour  réaliser  l'accord  des  bases  de  Melun  et 
de  Perpignan,  a  appliqué  des  corrections  aux  angles  des  triangles; 
mais  ces  corrections  sont  très-faibles  et  ne  paraissent  pas  susceptibles 
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de  produire  un  accroissement  bien  considérable  des  erreurs  systéma- 
tiques de  longitude  et  d'azimut. 

Dans  le  Mémoire  présenté  le  2  mars  1 866  à  l'Académie  des  Sciences, 
nous  n'avions  pu  affirmer  l'existence  des  erreurs  de  la  méridienne  de 
Dunkerque  qu'entre  Paris  et  Bourges  d'une  part,  et  entre  Rodez  et 
Carcassonne  d'autre  part;  c'est  qu'alors  nous  avions  été  obligé  de 
suppléer,  par  le  moyen  d'une  combinaison  peu  satisfaisante,  au  manque 
d'un  azimut  sur  lequel  on  pût  compter  à  Paris.  Aujourd'hui  que  l'azi- 
mut du  Panthéon  nous  a  permis  d'opérer  avec  plus  d'exactitude,  non- 
seulement  nos  prévisions  se  trouvent  confirmées,  mais  nous  les  com- 
plétons en  prouvant  que  la  partie  de  la  méridienne  comprise  entre 
Bourges  et  Rodez  est  elle-même  vicieuse. 

Se  refuser  à  cette  conclusion,  ce  serait  admettre  que  les  attractions 
locales  à  Paris  produisent,  dans  le  sens  perpendiculaire  au  méridien,  des 
écarts  excédant  plusieurs  minutes.  Rappelons  d'ailleurs  que  la  discor- 
dance actuelle  des  bases  de  Melun  et  de  Perpignan  prouve  suffisamment 
l'existence  de  fortes  erreurs  dans  la  méridienne  de  Dunkerque.  La  rec- 
tification de  ces  erreurs  amènera  sûrement  une  réduction  considérable 
dans  les  valeurs  des  corrections  (Tr0,  ^Z0  et  cî*L0. 

Pour  mettre  hors  de  doute  l'exactitude  de  la  partie  orientale  du  pa- 
rallèle de  Paris  déjà  rendue  probable  d'ailleurs  par  la  concordance  des 
bases  de  Melun  et  d'Ensisheim,  il  suffirait  de  déterminer  la  longitude 
et  l'azimut  en  un  point  choisi  au  croisement  de  ce  parallèle  avec  la 
méridienne  de  Sedan. 

Si  l'on  veut  circonscrire  l'erreur  qui  paraît  exister  dans  la-  partie 
occidentale  du  parallèle  de  Paris,  on  devra  semblablement  déterminer 
la  longitude  et  l'azimut  en  un  point  pris  au  croisement  du  parallèle 
avec  la  méridienne  de  Bayeux.  Ce  travail  serait  d'autant  plus  intéressant 
que  l'exactitude  du  parallèle  entier  est  considérée  comme  établie  par 
le  degré  de  concordance  des  bases  de  Ploucscat  et  d'Ensisheim.  Enfin 
ce  même  parallèle  offre  un  intérêt  particulier,  en  ce  qu'il  est  peut-être 
la  seule  chaîne  de  triangles  où  les  observations  des  angles  aient  été 
faites  pendant  la  nuit. 

Il  a  sans  doute  été  très-convenable  d'interrompre  le  cours  de  nos 
déterminations  astronomiques,  pour  examiner  les  conséquences  que 
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l'on  pouvait  tirer  de  leur  comparaison  avec  les  déterminations  géo- 
désiques.  Cette  étude  nous  a  effectivement  conduit  aux  résultats  qui 
viennent  d'être  présentés.  Or,  ces  mêmes  résultats  nous  paraissent 
indiquer  très-clairement  la  marche  à  suivre  pour  contrôler  les  diverses 
chaînes  de  notre  triangulation.  Chaque  nouvelle  station  choisie  sur  un 
méridien  ou  un  parallèle  comprenant  déjà  une  autre  station  astro- 
nomique, nous  permettra  de  prononcer  sur  l'existence  d'erreurs  dans 
la  partie  de  chaîne  comprise  entre  les  deux  stations,  et  l'on  arrivera 
ainsi  à  contrôler  sûrement  l'exactitude  des  chaînes  principales  et  à 
indiquer  par  suite  les  portions  qui  auraient  besoin  d'être  recommencées. 
Il  est  urgent  qu'on  prenne  un  parti  à  cet  égard;  car  les  repères  ou 
bornes  géodésiques  disparaissent  de  jour  en  jour,  et  si  l'on  tarde  trop, 
on  se  verra  dans  l'obligation  de  recommencer  des  opérations  géodé- 
siques que  l'on  trouverait  peut-être  irréprochables,  si  la  conservation 
des  repères  permettait  d'en  constater  l'exactitude. 
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SUR  LES  FONCTIONS  DE  STURM; 

Par    M.    Pu.    GILBERT, 

Professeur  à  l'Université  de  Louvain. 


Soit 

( ï )         V  (x)  —  x"  -+-  pt  x"-*  h-  p2  x"-2  h-  ...  -h  />„_,  x  -+-  />„  =  o 

une  équation  de  degré  n,  dont  les  racines  a,  b,  c,...,  /  sont  supposées 
inégales,  et  posons  généralement 

r,.- v  o*)2— , 

le  signe  V  s'appliquanl  à  toutes  les  racines  de  l'équation.  Les  fonc- 
tions Rj,  étant  toutes  de  degré  n  —  i ,  seront  de  la  forme 

R;  =  OLi  Xn~[   -h  Pi  Xn~ï  -4-  .  .  .  +  Yli  Xn~r^  -+-  Si  Xn~r  4"  . . .  +  lh 

et  l'identité 


entraînant  la  relation  suivante  : 

Ri=xRi_t-V(x)2ta'-<, 

il  faut  que  le  terme  en  xn  se  réduise  à  zéro,  d'où 

c'est-à-dire  que  les  coefficients  a0,  «,,...,  «(,...  sont  les  sommes  êes 
puissances  semblables  de  degré  o,  i,...,  /,...  des  racines  de  l'équa- 
tion (i). 
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Les  fonctions  R0,  R,,...,  R^,  se  déduiront  donc,  par  les  relations 

R,=.rR0—  a0V,      Ba  =  a?R,  —  a,V,...,      R„_,  =  xRn_2  —  a„_2V, 
de  la  première  R0,  qui  est  connue,  car  on  a 

Rft  =  V =V.  =  la  dérivée  de  la  fonction  V, 

et  le  calcul  se   fera   très-rapidement  pour  une  équation    numérique 
donnée,  en  usant  de  simplifications  faciles  à  apercevoir. 


S  H. 

Cela  posé,  soient  Y,,  Vu,,...  V„_n  V„  les  fonctions  de  Sturm;  on  a 
les  relations 

V2  =  V,Q,-\,     V3=V2Q2-V,,...,     V^V^Q^-V,.,..., 

où  Q,,  Q2,..  ,  Qr_,  sont  les  quotients  du  premier  degré  en  x,  et  où  Vr 
est  de  degré  n  —  r.  Concevons  qu'on  élimine  de  la  seconde  équa- 
tion Y2  au  moyen  de  la  première,  de  la  troisième  Y2  et  V3  au  moyen 
des  deux  précédentes,  et  ainsi  de  suite  :  on  arrivera  à  exprimer  cha- 
cune des  fonctions  Yr  au  moyen  de  V  et  V,  seulement,  sous  la  forme 

(2)  vr=sry1-Trv> 

et  l'on  voit  sans  peine  que  la  fonction  Sr  renfermera  le  terme 
Q,  Q2...  Qr_,,  qui  sera  de  degré  plus  élevé  par  rapport  à  x  que  tous  les 
autres  termes  :  donc  Sr  sera  de  degré  r  —  1 ,  donc  nous  pouvons  poser 

Sr  =  q0  -+-  q{  X  -+-  72  X7  H-  ...+  qr_{  Xr~* . 

D'autre   part,    si  l'on   décompose    la   fraction      f ,   .    en    fractions 
simples  par  la  formule  ordinaire,  on  obtient 


~  2LX—  a  \Aa) 


V(x)        ^*-flV,( 
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et  comme  V  (a)  =  o,  l'équation  (2  )  donne 
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Vr(*\ 


Sr(a)   ^  q0  -+-  q,  a  H-  q,  o  '  -+-  ■  .  .  4-  çr_,  a' 


d'où 


y  (se)     "  <^  x—  a  ~~  2é 

V/.(x)  =  70R0H-ç,  R, 


7r_,  R,-,. 


Mais  R0,  R,,...  Rr_,  sont  de  degré  n  —  i ,  tandis  que  Vr  n'est  que  de 
degré  n  —  r;  il  faut  donc,  en  désignant  par  Ar  le  coefficient  de  la  plus 
haute  puissance  de  x  dans  la  fonction  Vr,  que  l'on  ait  les  équations 
suivantes  : 

[  <7o  *o+  7*  a,-t-...  +  çr_,  ar_,  =  o, 
\  7o/30H- 7,/3,4-...-t-7r-, /3r_,  =  o, 


Tirons  de  ces  équations  les  valeurs  des  coefficients  7;,  et  posons 


C-o 

P..« 

y?o 

Ôo 

Nr  = 

a, 

ft... 

Yl< 

ot 

a,--. 

fr-«-.. 

'fïr-\ 

er-> 

nous  aurons  immédiatement 

Ar 

d'où 


Ar 


d"Nr 


</Nr 


:-,R»^:  +  B'^:  +  -  +  R- 


Ar 

K 


«0 
a, 


|3#... 
ft... 


>3« 


Ro 
R. 


ar_,     /3,_,...     ïjr_,     Rr-( 


Tome  XII  (  u«  série).  -  Mars  1867. 


Observons  ici  i°  que  ■—  n'est  autre  chose  que  Nr_, ,  et  2°  que  qr., 
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coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  Sr_,,  ne  peut  être  que 
le  produit  des  coefficients  de  x  dans  Q4,  Qo,---?  Qa-m  d'où  l'on  a 


î     A,    A, 
A,    A,    A3 


Â7Z 


î 


par  où  l'équation 


se  réduit  à  celle-ci  :     ^  =  - — — 


ti         *  j     f  A,     Ar_,  A,  n  .  .  , 

Il  suit  de  la  que  —  ■>  - —  »•••»  —  =  -  =  î  sont  de  même  signe,  c  est- 

^        »r    Nr_,  N,         «  & 

à-dire  positifs;  on  peut  donc,  dans  la  recherche  du  nombre  de  racines 

A 
réelles  de  l'équation  (i),  faire  abstraction  de  ces  coefficients  r^  par 

lesquels  les  fonctions  Vr  sont  multipliées,  et  qui  ne  changent  pas  leurs 
signes;  on  peut  donc  substituer  aux  fonctions  de  Sturm  les  fonctions 


(3) 


Xr  = 


R. 


ar_,     /3r_,...     Y!r. 

Mais  il  est  clair  que  dans  le  développement  de  cette  expression,  les 
coefficients  de  xn~* ,  o:"-2,...,  x"~r+i  se  réduisent  à  zéro,  comme  dé- 
terminants qui  ont  deux  colonnes  égales;  on  peut  donc  supprimer 
ces  termes  dans  les  fonctions  R,,  et  la  série  des  fonctions  Xr,  propres 
à  déterminer  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  V=o, 
prendra  la  forme 

Y(x),     Xi  =  R0=aox"-i  +  poxn~*-h...+  >0, 

«o    /30    7o  *"~3  +■...+  > 


X,= 


«0 

j30  xn~2  + 

••+>o 

a, 

/3,.tw-2  +  . 

..+  >., 

a0 

fc- 

>-o 

a, 

P.... 

X, 

«»- 

1       P«-l- 

>.„-, 

x,= 


a2    /32    y2jr*-»-K..+  X: 


X, 
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On  voit  que  ces  fonctions  se  composent  fort  simplement  au  moyen 
des  seuls  coefficients  des  fonctions  R, ,  et  que,  celles-ci  une  fois  for- 
mées, on  peut  écrire  immédiatement  le  coefficient  d'une  puissance 
quelconque  des  fonctions  Xr,  sans  passer  par  aucun  intermédiaire. 

Nous  venons  de  dire  que  l'on  peut  faire  abstraction  des  coefficients 

A 

positifs  -f-  qui  multiplient  les  fonctions  sturmiennes;  mais  on  peut 
aussi  les  calculer  au  moyen  des  coefficients  a,-,  |3«,...,  car  la  relation 


donne  celle-ci  : 


et  comme  A,  =  n  est  connu,  on  aura  successivement  A2,  A3,.. 


Ar 

i 

i 

A, 

— i 

N„ 

Ar. 

-,Nr 

- 

a;_, 

Nr 

— i 

Nr 

I 

i 

Nr 

A2 

A,2- 

_2 

A; 

"(A 

A2 

Ar. 

.y 

§  III. 

Montrons  brièvement  comment,  en  faisant  usage  des  propriétés 
élémentaires  des  déterminants,  on  tire  des  formules  ci-dessus  les 
expressions  des  fonctions  de  Sturm  données  par  plusieurs  analystes. 
Pour  cela,  nous  observerons  que  la  relation 


entraîne  les  suivantes 


R,=  xR(_,  —  a,_,  V 

ft-  =  y*-!  —  p2Ki-t, 


d'où  il  suit  que  si  dans  le  déterminant 


que 


Xr  = 


a,        /3,...         yj,         R, 

V-r-K        (  r—  »•*•        rtr-\        Rf-i 


12. 
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on  ajoute  aux  termes  de  la  seconde  colonne  ceux  de  la  première  mul- 
tipliés par  —  pn  aux  termes  de  la  troisième  ceux  de  la  première  mul- 
tipliés par  —  p2,  et  ceux  de  la  seconde  transformée  multipliés  par 
—  p,,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  l'avant-dernière  colonne,  on  arrivera 
facilement  à  l'expression 


a,     a2. 

«2         «:!• 


«r-2 


B0 


&r—t        <Xr        <X.r+i...        &2r-3        *V-l 


Mais  d'autre  part,  si  l'on  pose 


^=2X=««>   "'^St^  =  V 


la  formule  précédente  se  réduit  à 


(4) 


X; 


Sr-1 


"o 
U, 


S'2r—  3        llr~i 


ce  qui  est  précisément  la  formule  donnée  par  M.  Cayley  [*].  Récipro- 
quement, on  pourrait  en  déduire  celle  que  nous  avons  établie  d'abord. 
Lorsque  l'on  veut  exprimer  les  fonctions  X,.  au  moyen  des  coeffi- 
cients pi  de  l'équation  proposée,  on  doit  observer  que  l'on  a 

«ô  =  re,  j30=(ra— i)p,     7o  =  («  -  2)/?2,..., 

a1  =  —  Pn     P<  =  —  2/?s»         7«  =  —  3/^3?.. ., 

et  on  élimine  tous  les  autres  coefficients  à  l'aide  de  la  loi  de  déduction. 


[*]  Journal  de  Mathématiques  pures  cl  appliquées,  t.  XI,  p.  0.97. 
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Prenons  par  exemple  X, 


X3  = 


«0      a,      a2 

j30     P,     J9, 
R0     R,     R2 


R0     xR0  — «0V     .rR,  —  a,V 


1 


o  a0 

^.     «0  /30 

^2     /30  7o 

V     Rft  ,rR, 


I 

0 

0 

/>. 

1 

0 

f>2 

^ 

«0 

Pa 

Pa 

0 

^0 

.rV 

V 

R„ 

Pi 

7. 
xR, 

o 

7o 
•rR„ 


1 

O 

«0 

/3<j—  a»/'. 

^ 

«0 

Po 

7o  —    «0  /?2 

^2 

P. 

7o 

*«  —  «0  /'a 

V 

B0 

,rR0 

.r 

2R0  —  uQx\ 

«0 

7o 

.X  "  Ii. 


d'où 


Xi  = 


I  o  o 

/7(         I  o 

/32  /;,  n 

p3  />2  (n—i)pt 

jcY    V  V, 


(/1 
fii 


o  « 

-  l)p{  [il-    '»)fr 

-2)p2  (7Z—  3)/>s 

<rV,  a:2V, 


La  loi  de  formation  des  fonctions  Xr  se  montre  déjà  suffisamment.  On 
pourrait  également  exprimer  les  déterminants  Nr  directement  au 
moyen  des  coefficients  de  l'équation  proposée,  par  une  marche  sem- 
blable :  ces  formules  sont  tout  à  fait  analogues  à  celles  données  par 
M.  Cayley  [*]  et  par  M.  Brioschi  [**]  pour  remplir  le  même  objet; 
elles  ne  sont  d'ailleurs  d'aucune  utilité  pour  la  formation  des  fonc- 
tions Xr  sur  une  équation  numérique  donnée.  On  y  voit  aussi  com- 
ment on  pourrait  former  les  fonctions  Sr  et  Tr. 

Reprenons  maintenant  l'expression  (4)  de  Xr,  en  l'écrivant  sous  la 


]  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  XIII,  p.  269 
[**]  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  t.  XIII,  p.  71  ;  1 854- 
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X, 

Y 


", 


.?(  .  .  .  S,._  2 

S,...       -  sr_< 


"t—k  *r—\  Sr...  S.,r_:i 

et  en  nous  rappelant  que  l'on  a  la  relation 

Ajoutons  aux  fermes  de  la  seconde  colonne  ceux  de  la  première 
multipliés  par  a?,  aux  termes  de  la  troisième  ceux  de  la  seconde  trans- 
formée multipliés  par  .r,  et  ainsi  de  suite,  il  viendra 


xr 


U0         ll{  II.,...  Ur-i 


II.  II, 


l'r  II, 


II 


C'est  sous  cette  forme  que  M.  Hermite  a  obtenu,  par  une  voie  tout 
à  fait  nouvelle  [*],  les  fonctions  de  Sturm.  De  là  on  déduit  sans  peine 
la  transformation  célèbre  due  à  M.  Sylvester.  En  effet,  on  a  posé 

^*        a' 

ittz=  y , 

'         *d  x  —  a 

et  en  ayant  égard  à  une  propriété  connue  des  déterminants,  on  donne 
à  l'équation  ci-dessus  la  forme 


Xr 
V 


I 

b 

x  —  a 
a 

x—b 
lr 

X  —  a 

x—b 

b" 

X  (I        x  —   o 


[*]  Programme  détaille  d'un  cours  d'Arithmétique,  par  Roguet,  noie  VI. 
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Q   désignant  une  somme  de   déterminants  semblables  obtenus    en 

remplaçant  successivement  a,  b,  g,...  par  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion (i),  et  négligeant,  comme  nuls,  ceux  où  une  même  racine  figure 
dans  deux  colonnes.  On  tire  de  là 


=  S 


[ 

i ... 

i 

a 

b... 

*> 

a- 

b2... 

ë~ 

ar~K     br~\..     sr~* 


x 


a"b[ 


a){x—  b)    . 


mais  dans  cette  somme  désignée  par  Q  on  peut  grouper  ensemble  tous 

les  termes  où  entrent  les  mêmes  racines  tf,  b,...,  g,  ces  termes  ayant  le 
même  dénominateur  {œ  —  a)  [oc  —  b)...{x  —  g),  et  le  même  détermi- 
nant facteur,  au  signe  près;  on  voit  alors  sans  peine  que  la  somme  des 
termes 

se  réduira  à  ce  même  déterminant,  d'où  résulte  l'équation 


T  =  S 


I 

i ... 

i 

a 

b... 

o 

b 

a2 

b\  . 

(DP* 

fc> 

X 


\.r  —  a){x  —  b).  .  .  {x  —  g)' 


qui  n'est  autre  qu'une  équation  de  M.  Cayley  [*].  Le  signe  £L  se  rap- 
porte maintenant  à  toutes  les  combinaisons  différentes  des  n  racines, 
prises  r  à  r. 

Enfin  rappelons-nous  que  le  déterminant  dont  le  carré  figure  dans 
cette  formule  est  égal,  en  vertu  d'un  théorème  connu,  à 


+  („_£)(„  _c)...  (fl  _,,)(£  _c).. .(/,_„).. .(/ 


ëh 


[*]  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  XI. 
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c'est-à-dire  au  produit  des  différences  des  racines  a,  &,...,  g,  prises 
deux  à  deux;  et  en  faisant  cette  substitution,  il  vient 

O   (x  —  a){x—  b)...  [x—  g) 

On  reconnaît  là  les  formules  de  M.  Sylvester  [*].  Ainsi  nos  fonc- 
tions Xr  ne  sont  autre  chose  que  les  fonctions  de  ce  géomètre. 

§  IV. 

I!  résulte  évidemment  de  la  formule  de  M.  Sylvester,  comme  Slurm 
l'a  fait  voir,  que  la  dernière  fonction  X„  se  réduit  au  produit  des 
carrés  des  différences  des  n  racines  a,  b,...,lde  l'équation  (i),  ou  au 
dernier  terme  H  de  l'équation  aux  carrés  des  différences.  On  a  donc, 
d'après  nos  formules, 

a0        /30...         X0 

a,         j3f...         X, 


(5 


H 


aw_,      p/i— i  -  -  -     Ki-t 


expression  remarquable  de  ce  dernier  terme  au  moyen  des  coefficients 

des  fonctions  R0,  R( , •••»  !*«-»• 

Appliquons  ce  procédé  de  formation  à  l'équation  du  troisième  degré 

x%  ■+-  px2  •+■  qx  •+-  r  =  o: 
Ou  trouve  immédiatement 

.      R0==3x2+  2px  -h  q,      \\K  =  —px-  —  2qx—?>r, 
R2=  [p2  -  *q)x-->r  {pq  -  $r)x  +  prt 


d'où 


TI  = 


3  —  p  p2—  27 
1  p  —  2  q  pq  —  3  r 
q         —  3r  pr 


3        yo  27 

ip      iq      pq  +3/'     1 
q         3/'  ipr 


[*1  Philosophical  Transactions,  i853,  III.  —  Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées,  t.  VII,  p.  36b. 
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d'où 


H  =  i8pqr  —  27  r2  -+-  p'1  q2  —  1\[>Z  r  —  [\if . 

De  même,  pour  l'équation  du  quatrième  degré 

xh  -h  px*  -+-  qx2  -h  rx  -f-  s  =  o, 


on  aura 


R0  =  [\xz  -f-  3px2  -+-  1  qx  -h  r, 
R,  =  —  /;.r3  —  iqx2  —  3rx  —  4  s> 

R2  =  (/^2  —  iq)xz  -h  (pq   -  3r)x2-f-  (^/'  —  4*0 <*'  -r-/w> 
R3-  [f/^7  -  3r)-/?(p2-  2gr)j«3  4- [(/>/  —  4j)  -?(/?2  -  27)]  x2, 
+•[/»  — r(f>*—  2q)]x  —  s(p2—  iq), 

d'où  l'on  tire,  en  appliquant  la  forme  (5)  et  en  faisant  quelques  sim- 
plifications évidentes, 


H  =  - 


4  p  iq  3/' 

3/?  iq  pq  H-  3/'  ipr  -v-  [\s 

iq  3/  ipr -\-  t\s  3ps-+-qr 

r  4^  3/w  2<p 


de  sorte  qu'il  ne  reste  plus  qu'à  développer  ce  déterminant. 

Si  l'on  compare  cette  méthode  pour  calculer  le  dernier  terme  de 
l'équation  aux  différences  avec  les  procédés  antérieurement  donnés 
(Serret,  Algèbre  supérieure,  2e  édition,  p.  3o  et  4^2),  on  trouvera  sans 
doute  qu'elle  est  plus  facile  à  retenir,  plus  rapide,  qu'elle  s'applique 
immédiatement  à  une  équation  numérique  donnée,  et  qu'enfin  elle  a 
l'avantage  de  conduire  directement  à  l'expression  du  terme  H  pour 
une  équation  de  degré  «,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  passer  par  toutes 
les  équations  de  degré  inférieur  à  n. 


Tome  XJI  (aK  série;.  —  Avril  1867. 
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Sur  la  fonction  numérique  qui  exprime  pour  un  déterminant 
négatif'  donné  le  nombre  des  classes  de  formes  quadratiques 
dont  un  au  moins  des  coefficients  extrêmes  est  impair; 

Par  M.  J.  LIOU VILLE. 


J'ai  présenté  sous  ce  titre  à  l'Académie  des  Sciences,  dans  sa  séance 
du  25  juin  1866,  une  Note  que  je  crois  bon  de  reproduire  textuelle- 
ment d'après  les  Comptes  rendus. 

«  J  .  Je  veux  surtout  m'occuper  ici  de  la  fonction  numérique  F(k) 
qui  exprime  le  nombre  des  classes  de  formes  (binaires)  quadratiques, 
primitives  ou  non,  de  déterminant  —  A,  dont  un  au  moins  des  coeffi- 
cients extrêmes  est  impair.  Comme  ces  formes  sont  les  seules  qui 
puissent  représenter  des  nombres  impairs,  je  prendrai  la  liberté  de  les 
désigner  elles-mêmes  sous  le  nom  âc  formes  impaires,  et  de  dire  en 
conséquence  que  F(k)  est  le  nombre  des  classes  de  formes  quadra- 
tiques impaires,  primitives  ou  non,  de  déterminant  —  k.  Je  ne  consi- 
dérerai que  des  valeurs  positives  de  k.  Ceci  convenu,  j'entre  en  ma- 
tière; car  il  serait  inutile  de  rappeler  au  lecteur  les  recherches  de 
M.  Kronecker,  du  P.  Joubert  et  de  notre  ingénieux  et  profond  con- 
frère M.  Hermite  sur  le  même  sujet.  Leurs  savants  travaux  sont 
connus  de  tous  les  géomètres.  Je  crois  avoir  à  mon  tour  ajouté  beau- 
coup de  résultats  nouveaux  à  ceux  qu'ils  ont  obtenus,  et  cela  sans 
sortir  des  procédés  purement  arithmétiques,  au  moyen  de  certaines 
formules  générales  que  j'ai  données  dans  le  Journal  de  Mathématiques 
et  dont  la   démonstration  repose  sur  l'Algèbre  la  plus  simple  [*].  Je 


[*]  Un  habile  géomètre  italien,  M.  Piuma,  s'aidant  de  quelques  indications  recueil- 
lies ça  et  là  dans  le  Journal  de  Mathématiques,  a  donné  des  formules  de  nies  cincj 
premiers  articles,  et  de  cinq  autres,  dont  les  numéros  varient  de  sept  à  onze,  des  dé- 
monstrations qui  remplissent  les  conditions  que  je  m'étais  imposées;  ces  demonstra- 
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vais  me  borner,  bien  entendu,  à  énoncer  on  petit  nombre  de  théo- 
rèmes; le  Mémoire  complet  paraîtra  dans  un  autre  recueil. 

»  2.  Soient  m  un  entier  donné,  impair  et  positif;  a  un  entier  positif 
ou  nul,  donné  aussi  ;  /  un  entier  impair  variable  qui  prenne  les  valeurs 
successives 

1 ,   0,   5, . . . ,  ■  w, 

w  étant  le  plus  grand  entier  impair  pour  lequel  on  continue  à  avoir 


aK+2m- w2  >o; 


il  est  clair  que  les  entiers 


sont  tous  =3  (mod.  4);  mais  ils  sont  =3  (mod.  8)  quand  a  —  o, 
=  7  (mod.  8)  quand  a  >  o. 

»  On  sait  que  dans  les  conditions  indiquées,  l'on  a 

équation  dans  laquelle  d  représente  un  quelconque  des  diviseurs  de  m, 
et  D  un  quelconque  des  diviseurs  de  1*  m  pour  lesquels 

2Km  =  D(D+ A), 

A  étant  un  entier  impair1.  Les  diviseurs  D  n'existent  que  quand  a. 
est  >•  o;  si  «  =  o,  les  termes  où  on  les  fait  figurer  devront  être  sup- 
primés. 

»  A  la  formule  connue  que  je  viens  de  rappeler,  j'ajoute  d'abord 
celle-ci  : 

(1)      %i>F{*«+2m-J*)  =  *«m(2«2d-£Dy-£(Dp> 

qui  n'a  pas  besoin  d'explications  nouvelles. 

tions  ne  diffèrent  pas  au  fond  des  miennes,  encore  inédites,  et  peuvent  en  tenir  lieu, 
du  moins  quant  aux  formules  dont  M.  Piuma  s'est  occupé. 

i3.. 
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»  Mais  voici  une  autre  équation  non  moins  curieuse.  Considérez 
l'ensemble  des  classes  de  formes  quadratiques  impaires  qui  répondent 
aux  divers  déterminants  négatifs  fournis  par  l'expression 


Prenez  successivement  les  représentantes  de  ces  classes  et  pour  cha- 
cune d'elles  cherchez  les  deux  plus  petits  entiers  impairs  a,  a  qu'elle 
exprime  proprement,  a'  étant  supposé  >  rt,  puis  calculez  la  somme 

des  produits  a  [a!  —  a)  pour  la  totalité  des  formes  indiquées.  Vous 
aurez  toujours 

(2)     2fl(fl'-a)  =  2a+,'»(aK2£/-2D)  +  22(°3)- 

»   On  voit  que 

mais  je  ne  m'arrête  pas  à  ces  détails. 

i>  3.  Soit  m  un  nombre  impair  donné,  positif  et  de  l'une  ou  de  l'autre 
des  deux  formes  linéaires 

12^  +  7,      i2g-+-n; 

désignons  par  i  un  entier  impair  variable  qui  prenne  les  valeurs  suc- 
cessives 

I  ,     0,     3,  .  .  . ,     W, 

u  étant  le  plus  grand  entier  impair  pour  lequel  on  continue  à  avoir 

2/«~3w2>o; 
enfin  posons 

m  =  (là, 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  101 

d  représentant  un  quelconque  des  diviseurs  de  m  et  $  le  diviseur  con- 
jugué à  d. 
»   On  aura 

(3)  ^(im-3,T  =  |[3  +  (f)]2(|)rf. 

Nous  avons  employé  au  second  membre  et  nous  emploierons  encore 
ci-après  le  signe 

de  Legendre,  avec  la  signification  plus  étendue  que  lui  attribue  Jacobi. 
On  a 

'm' 


.3' 

quand 

m=  iag-H  7, 
mais 

(?)  -  -  ' 

quand 

w  =  I  2  g-  -+-  1 1 . 

La  formule  (3)  est  susceptible  d'une  grande  extension. 

»  4.  Soient  m  un  nombre  impair  donné,  positif,  premier  à  5,  quel- 
conque du  reste;  a,  |3  des  entiers  positifs  on  nuls,  donnés  aussi;  /  un 
entier  impair  variable  qui  prenne  les  valeurs  successives 

i,   3,   '•),...,   o), 
w  étant  le  plus  grand  entier  impair  pour  lequel  on  continue  à  avoir 

8.a*5*m-5»s  >o; 
enfin  d  un  quelconque  des  diviseurs  de  m  et  c?  le  diviseur  conjugué  à  d. 
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»   On  aura 

(4)  2  r(».*"!?m  -  Si>)  =  »-'  |>+'  -  (-  ,)«  (|)]  2  (f)  ''■ 

Cette  formule  est  une  de  celles  qui  se  rapportent  au  nombre  5,  comme 
la  précédente  est  une  de  celles  qui  se  rapportent  au  nombre  3. 

»  l>.  Soient  m  un  entier  impair  donné,  positif  et  de  la  forme 
linéaire  i[\g  +  1 1  ;  s  un  entier  variable  qui  prenne  les  valeurs  succes- 
sives 

I,    2,    3,    4»  ••'■>    w> 

M  étant  le  plus  grand  entier  pour  lequel  on  continue  à  avoir 

m  —  48^2>  o. 
»   On  aura 

(5)  F(m)  +  a2/?('B-^8**)=^i;(j)rf. 

Voilà  encore  une  des  formules  qu'on  peut  regarder  comme  apparte- 
nant au  nombre  3. 

»   6.  Soit  m  un  entier  impair  donné,  positif  et  =3(mod.  (\),  en 

sorte  que  l'on  ait 

m  =  4g  H-  3. 

Soit  ensuite  s  un  entier  variable  prenant  les  valeurs  successives 

o,    i,   2,   3,...,  g; 

posons 

g-s  =  t, 

eu  sorte  que  quand  s  croît  de  o  à  g,  t  décroisse  de  g  à  o.  Enfin,  dési- 
gnons par  d  un  quelconque  des  diviseurs  de  m  et  par  â  le  diviseur 
conjugué  à  d,  puis  faisons,  suivant  notre  usage, 


2(-o  2  «**-» 


m 
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On  aura 

(6)  ^FiSs  +  3)  F(8t  +  3)  =  ^p.2(>n). 

»  Je  m'arrête,  n'ayant  eu  l'intention  de  donner  ici  qu'un  léger 
aperçu  de  mes  recherches.  Peut-être  ajouterai-je  quelques  autres  for- 
mules dans  des  communications  subséquentes,  mais  sans  jamais  songer 
à  épuiser  la  longue  série  de  celles  que  j'espère  publier  prochainement 
dans  le  Journal  de  Mathématiques.   » 


-  ,-m  a-fr-a-* 
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QUESTION   DE  MATHÉMATIQUES 

Proposée  comme  sujet  de  prix  par  la  Société  royale  danoise 

des  Sciences. 


«  Le  potentiel  peut  être  ramené  à  une  forme  plus  générale,  lors- 
qu'on considère  la  variable  p,  dans  la  fonction  2  -,  comme  une  fonc- 
tion de  t 5    t  étant   une    nouvelle  variable  et   a  une    constante. 

a 

Comme  le  potentiel  ainsi  généralisé  pourra  recevoir  des  applications 
bien  pins  étendues,  la  Société  désire  qu'outre  un  exposé  des  princi- 
pales propositions  connues  jusqu'ici  relativement  à  cette  fonction,  on 
lui  présente  une  recherche  sur  la  même  fonction  sous  la  forme  indi- 
quée ci-dessus. 

»  Les  pièces  pour  le  concours  peuvent  être  écrites  en  latin,  en 
français,  en  anglais,  en  allemand,  en  suédois  ou  en  danois.  Elles 
doivent  être  remises  avant  la  fin  du  mois  d'octobre  1868  au  secrétaire 
de  la  Société,  M.  le  Professeur  J.  Japetus  Sm.  Steenstrup.  Les  Mé- 
moires ne  doivent  pas  porter  le  nom  de  l'auteur  mais  une  devise,  et 
être  accompagnés  d'un  billet  cacheté  muni  de  la  même  devise,  et  ren- 
fermant le  nom,  la  profession  et  l'adresse  de  l'auteur.  Les  membres 
de  la  Société  qui  demeurent  en  Danemark  ne  prennent  point  part 
au  concours.  La  récompense  accordée  pour  une  réponse  satisfaisante 
à  la  question  proposée,  est  la  médaille  d'or  de  la  Société,  d'une  valeur 
de  5o  ducats  danois.    » 
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Lettre  à  M.   Liouville  sur  la  résolution  algébrique 
des  équations; 


Par  M.  Camille  JORDAN, 

Ingénieur  des  Mines. 


«  Monsieur, 

»  J'ai  l'honneur  de  vous  adresser,  ainsi  que  vous  avez  bien  voulu 
m'y  engager,  un  extrait  de  mon  Mémoire  sur  la  résolution  algébrique 
des  équations.  Je  vous  prie  de  me  permettre  d'y  ajouter  quelques  in- 
dications sommaires  sur  le  but  et  la  portée  de  ces  recherches. 

»  Galois  a  démontré  dans  un  Mémoire  célèbre,  et  dont  nous  vous 
devons  la  publication,  que  chaque  équation  algébrique  est  caractérisée 
par  un  certain  groupe  de  substitutions  dans  lequel  se  reflètent  ses 
principales  propriétés  :  proposition  capitale  qui  fait  dépendre  la 
théorie  tout  entière  des  équations  de  celle  des  substitutions. 

»  Dans  la  suite  du  même  Mémoire,  Galois  passe  au  cas  spécial  des 
équations  solubles  par  radicaux,  et  trouve  un  caractère  général  auquel 
on  peut  reconnaître  les  groupes  qui  correspondent  à  de  semblables 
équations.  Cela  fait,  il  s'agissait  de  partir  de  ce  critérium  pour  con- 
struire ces  groupes  explicitement. 

»  Après  avoir  traité  cette  nouvelle  question  dans  le  cas  simple  où 
les  équations  cherchées  sont  de  degré  premier,  Galois  a  abordé  le  cas 
beaucoup  plus  difficile  où  ce  degré  est  quelconque.  Il  a  partagé  les 
équations  irréductibles  en  deux  grandes  classes,  qu'il  nomme  équations 
primitives  et  équations  non  primitives  ;  puis  il  a  énoncé  à  l'égard  des 
premières  les  deux  théorèmes  suivants  : 

»  i°  Le  degré  de  toute  équation  primitive  et  soluble  par  radicaux 
est  une  puissance  exacte  d'un  nombre  premier. 

»   2°  Les  substitutions  de  son  groupe  sont  toutes  linéaires. 
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»  Les  démonstrations  de  ces  deux  propositions  sont  perdues  ;  il  n'en 
reste  que  quelques  lambeaux  sans  suite,  dont  la  restitution  semble 
impossible. 

»  Mes  recherches  actuelles  ont  eu  pour  but  et  pour  résultat  la 
solution  complète  de  la  question  ainsi  ébauchée.  Après  avoir  trans- 
formé le  critérium  de  Galois  de  manière  à  en  faciliter  l'application, 
j'ai  retrouvé  sans  beaucoup  de  peine  les  deux  propositions  de  Galois 
auxquelles  j'ai  ajouté  la  suivante  : 

»  3°  Le  groupe  de  chaque  équation  irréductible  non  primitive, sol u- 
ble  par  radicaux  et  de  degré  m,  correspond  à  une  certaine  décompo- 
sition du  nombre  m  en  facteurs  dont  chacun  soit  une  puissance  de 
nombre  premier.  Soit  m  =  pn p'"' '. . .  une  de  ces  décompositions,  on 
pourra  écrire  immédiatement  les  groupes  des  équations  solubles  par 
radicaux  et  correspondantes  à  cette  décomposition,  dès  qu'on  connaî- 
tra les  groupes  des  équations  primitives  et  solubles  par  radicaux  pour 
chacun  des  degrés  p",  p'n' ,  etc. 

>,  Le  problème  initial  :  Déterminer  les  groupes  de  toutes  les  équa- 
tions irréductibles,  solubles  par  radicaux  et  de  degré  m  (que  nous  ap- 
pellerons pour  abréger  le  problème  A),  est  ainsi  ramené  au  suivant  : 

»  Problème  B.  -  Déterminer  les  groupes  de  substitutions  linéaires 
r/ui  caractérisent  des  équations  primitives,  solubles  par  radicaux  et 
d'un  degré  tel  que  p". 

»  J'arrive  ensuite  au  résultat  suivant. 

»   Posons 


n  =\vn  n 


\  et  y  étant  des  entiers  et  tt,  ti\  .. .  des  nombres  premiers  qui  divisent  pv  -  1  : 
chacun  des  groupes  qui  font  l'objet  du  problème  B  correspond  à  une 
décomposition  de  cette  sorte, et  pourra  être  formé  sans  difficulté  si  l'on 
connaît  : 

,)  i°  Les  groupes  des  équations  irréductibles  et  solubles  par  radi- 
caux pour  le  degré  X; 

»  2°  Certains  groupes  spéciaux  de  substitutions  linéaires,  caracté- 
risant   des   équations   primitives   et    solubles    par    radicaux    de    de- 
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grés  rr27,  n\7\  etc.,  et  tels,  que  les  coefficients  de  leurs  substitutions 
soient  liés  entre  eux  par  certaines  relations  exactement  analogues  à 
celles  auxquelles  satisfont  les  systèmes  de  seize  lettres  considérés  par 
M.  Hermite  dans  ses  recherches  sur  la  transformation  des  fonctions 
abéliennes. 

»  Si  l'on  appelle  problème  C  celui  qui  consiste  à  déterminer  les 
groupes  spéciaux  ci -dessus,  on  voit  que  le  problème  B  se  ramène  aux 
deux  problèmes  A  etC. 

»  Posons 

<7  =  h  V  7T     7Î,  '  . .., 

)/,  v'  étant  des  entiers  et  r.',  7r'iv..,  des  nombres  premiers  qui  divi- 
sent 7T2'  —  1 .  Je  démontre  que  tout  groupe  spécial  répondant  à  une 
équation  de  degré  7i2a  correspond  à  une  décomposition  de  cette  sorte, 
et  pourra  être  formé  sans  difficulté  si  l'on  connaît  : 

»  i°  Les  groupes  des  équations  irréductibles  et  solubles  par  radi- 
caux pour  le  degré  X'  ; 

»   20  Les  groupes  spéciaux  pour  les  degrés  n/2a ,  ^'2<T' ,  etc. 

»  Ainsi,  les  trois  problèmes  A,  B,  C  sont  liés  entre  eux  de  telle  sorte 
que  la  solution  de  chacun  d'eux,  pour  un  degré  donné,  se  ramène  à 
celle  des  mêmes  problèmes  pour  des  degrés  inférieurs.  On  pourra  donc 
les  résoudre  pour  un  degré  quelconque  en  abaissant  progressivement 
ce  degré  par  des  réductions  successives,  jusqu'à  ce  qu'il  soit  assez  petit 
pour  que  la  solution  devienne  intuitive.  L'abaissement  est  extrême- 
ment rapide;  ainsi  quatre  à  cinq  réductions  au  plus  suffiront  pour 
tout  nombre  inférieur  au  carré  d'un  milliard. 

»  Les  groupes  des  équations  solubles  par  radicaux  étant  ainsi  formés 
pour  un  degré  quelconque  donné,  il  sera  aisé  de  s'assurer  si  une  équa- 
tion numérique  donnée  est  soluble  ou  non  par  radicaux.  Il  suffira,  en 
effet,  de  s'assurer  si  sou  groupe  est  un  de  ceux  que  nous  avions  déter- 
minés :  ce  qu'on  reconnaîtra  à  cette  circonstance,  que  l'équation  auxi- 
liaire d'où  dépend  une  fonction  de  ses  racines  invariable  par  les 
substitutions  du  groupe  proposé  et  variable  par  toute  autre  substitu- 
tion, aura  une  racine  rationnelle. 

»  On  doit  reconnaître  que  ce  critérium,  satisfaisant  au  point  de  vue 

14.. 
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théorique,  conduirait  généralement  dans  l'application  à  des  calculs  im- 
praticables; mais  il  existe  des  équations  fort  intéressantes  (dans  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques,  par  exemple),  dont  les  coefficients  ne 
sont  pas  immédiatement  donnés  et  se  déterminent  avec  beaucoup 
moins  de  facilité  que  le  groupe  lui-même.  Dans  ces  circonstances-là, 
il  est  clair  que  l'inconvénient  signalé  n'existe  pas. 

»  D'ailleurs,  la  méthode  ci-dessus  a  un  avantage  bien  plus  considé- 
rable qu'une  application  plus  ou  moins  facile  à  telle  ou  telle  équation 
numérique,  en  ce  qu'elle  permet  d'énumérer  et  de  classer  immédiate- 
ment, pour  chaque  degré  donné,  les  divers  types  généraux  d'équations 
solubles  par  radicaux,  et  de  déterminer  pour  chacun  d'eux  le  nombre 
et  le  degré  des  extractions  de  racine  à  opérer  pour  le  résoudre. 

»  Galois  avait  annoncé  que,  sauf  de  rares  exceptions,  toutes  les 
équations  d'un  degré  donné,  solubles  par  radicaux,  appartenaient  à 
un  même  type;  mais  cette  propriété,  vraie  pour  les  équations  de  degré 
premier,  est  inexacte  en  général.  Cela  résulte  immédiatement  de  notre 
manière  de  traiter  le  problème  :  on  peut  distinguer,  en  effet,  autant  de 
classes  de  types  résolubles  pour  le  degré  m  qu'il  existe  de  manières  de 
décomposer  m  en  facteurs  pn,  //"',....  De  même,  on  peut  distinguer 
autant  de  classes  de  types  primitifs  et  résolubles  du  degré  pn  qu'il 
existe  de  décompositions  de  la  forme  n  =  )yr.7n°l' ,  etc. 

»  Les  types  résolubles  de  degré  m  et  de  la  même  classe  m  =  pnp'"'... 
peuvent  être  repartis  en  sous-classes,  suivant  les  classes  auxquelles  ap- 
partiennent les  types  primitifs  et  résolubles  de  degré  pn,  p'n\  etc.,..., 

dont  les  groupes  servent  à  construire  leurs  groupes  respectifs,  etc 

»  En  multipliant  ainsi  les  subdivisions,  on  obtient  un  système 
complet  de  classification  des  types  d'équations  solubles  par  radicaux. 
Mais  pour  que  cette  classification  soit  juste,  il  est  nécessaire  que  tous 
les  types  obtenus  par  notre  méthode  soient  distincts.  J'établis,  en  effet, 
qu'il  en  est  ainsi,  sauf  un  petit  nombre  d'exceptions  que  je  détermine, 
et  par  suite  desquelles  certaines  classes  bien  spécifiées  doivent  être  re- 
jetées comme  faisant  double  emploi  avec  d'autres. 

»   Veuillez  agréer,  Monsieur,  l'expression  de  mon  profond  respect. 

»   Camille  Jordan.  » 
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MÉMOIRE 

SUR  LA 

RÉSOLUTION  ALGÉRRIQUE  DES  ÉQUATIONS 

Par  M.   Camille  JORDAN, 

Ingénieur  des  Mines. 


EXTRAIT. 


DEFINITIONS    ET    NOTIONS    PRELIMINAIRES. 

On  nomme  substitution  l'opération  qui  consiste  à  intervertir  l'ordre 
d'un  certain  nombre  de  choses  a,  b,  c... 

On  désigne  par  AB  la  substitution  qui  produit  le  même  effet  que  les 
deux  substitutions  A  et  B,  exécutées  successivement  :  par  1  la  substitu- 
tion qui  laisse  chaque  chose  à  sa  place. 

La  suite  des  substitutions  1,  A,  A2,...  a  tous  ses  termes  différents 
jusqu'à  un  terme  A1*  qui  se  réduit  à  1  et  à  partir  duquel  les  autres  se 
reproduisent  périodiquement.  Le  nombre  p  est  dit  l' ordre  de  la  substi- 
tution A. 

Un  système  de  substitutions  A,  B,  C,...  forme  un  groupe  si  le  pro- 
duit AB  de  deux  quelconques  d'entre  elles  fait  lui-même  partie  du 
système. 

Tout  groupe  contient  la  substitution  1  :  car  s'il  contient  A,  il  con- 
tiendra par  définition  celle  des  puissances  de  A  qui  se  réduit  à  l'unité. 
Tout  groupe  qui  contient  des  substitutions  autres  que  1  en  contient  une 
d'ordre  premier;  car  soit  A  une  des  substitutions  du  groupe,  p  son 

ordre,  p  un  diviseur  premier  de  p.  :  A?  sera  évidemment  d'ordre  p  et 
appartiendra  au  groupe. 

V ordre  d'un  groupe  est  le  nombre  de  ses  substitutions. 

SoientA,  B,  C,...  un  certain  nombre  de  substitutions;  formons  tous 
les  produits  possibles  que  l'on  peut  faire  avec  les  facteurs  A,  B,  C,.  ., 
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pris  chacun  un  nombre  quelconque  de  fois  et  dans  un  ordre  quel- 
conque :  le  groupe  ainsi  obtenu  sera  dit  le  groupe  dérivé  de  A,  B,  C,..., 
et  nous  le  représenterons  par  la  notation  (A,  B,  C,...). 

La  substitution  M-' AM  est  dite  la  transformée  de  A  par  M  [*].  Si 
M-'  AM  —  A,  d'où  AM  =  MA,  les  substitutions  A  et  M  sont  dites 
échangeables  entre  elles. 

On  a  identiquement  M-'AM.M-'BM  =  M_,ABM. 

Donc  le  produit  de  deux  substitutions  a  pour  transformée  le  pro- 
duit de  leurs  transformées. 

On  en  conclut  aisément  : 

i°  Que  les  transformées  des  substitutions  d'un  groupe  (A,B,  C,...) 
par  M  forment  un  groupe  qu'on  peut  appeler  le  groupe  transformé 
de  (A,  B,  C,...)  par  M.  Si  ce  groupe  se  confond  avec  le  groupe 
(A,  B,  C,...),  ce  groupe  et  la  substitution  M  sont  dits  réciproquement 
permutables  [**]. 

2°  Que  si  deux  substitutions  sont  échangeables,  leurs  transformées 
par  une  substitution  quelconque  le  seront. 

3°  Que  si  une  substitution  est  permutable  à  un  groupe,  leurs  trans- 
formés par  une  substitution  quelconque  seront  permutables. 

Un  groupe  est  dit  transitif  si  ses  substitutions  permettent  d'amener 
une  des  lettres  a,  b,...  à  la  place  de  chacune  des  autres. 

Un  groupe  transitif  est  dit  primitif  ou  non,  suivant  qu'il  sera  ou  non 
impossible  d'y  répartir  les  lettres  en  systèmes  tels  que  chacune  des  sub- 
stitutions du  groupe  remplace  les  diverses  lettres  de  chaque  système 
par  les  lettres  d'un  même  système. 

Ces  définitions  posées,  les  deux  théorèmes  de  Galois  qui  nous  ser- 
viront de  point  de  départ  peuvent  être  énoncés  ainsi  qu'il  suit  : 


[*]  On  vérifie  aisément  que  si  A  remplace  une  lettre  a  par  une  autre  lettre  b,  et  si 
M  remplace  respectivement  a  et  b  par  a'  et  b' ,  M~"'AM  remplace  a'  par  //.  Nous 
aurons  à  faire  un  fréquent  usage  de  cette  remarque. 

[**]  Si  M  est  permutable  au  groupe  (A,  B,  C, .  .  .),  toute  substitution  du  groupe 
(  A,  B,  C, .  .  . ,  M  )  peut  être  mise  à  volonté  sous  l'une  des  deux  formes  MaN  ou  K'M*  , 
N  et  N'  étant  des  substitutions  du  groupe  (A,  B,  C, .  . .).  Caria  substitution  M2AM  par 
exemple  est  identique  à  M3.M-IAM  =  M3.N  en  remarquant  que  M~'AM  fait  partie  du 
groupe.  De  même  M'AM  =  M'AM-'.M3  =  N'.  Ms. 
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Théorème  I.  —  Soit  Y  (x)  =  o  une  équation  algébrique  quelconque 
à  coefficients  rationnels  :  il  existe  un  certain  groupe  de  substitutions 
entre  ses  racines  tel,  que  toute  fonction  rationnelle  des  racines,  inva- 
riable par  les  substitutions  de  ce  groupe,  ait  une  valeur  rationnelle,  et 
réciproquemen  t . 

Théorème  II.  —  Pour  qu'une  équation  F(jc)  =  o  à  coefficients  ra- 
tionnels soit  soluble  par  radicaux,  il  faut  et  il  suffit  que  son  groupe 
puisse  s'obtenir  en  combinant  ensemble  une  suite  de  substitutions  r,  A, 
B,  C, . . .  telles,  que  chacune  d 'elles  soit  permutable  au  groupe  dérivé  des 
précédentes. 

Nous  nommerons,  pour  abréger,  groupes  résolubles  ceux  qui  carac- 
térisent des  équations  solubles  par  radicaux. 


CHAPITRE  PREMIER. 

THÉORÈMES      GÉNÉRAUX. 

1.  Soit  j,  A,  B,  C,...  l'échelle  des  substitutions  qui  forment  le 
groupe  d'une  équation  résoluble,  et  dont  chacune  est  permutable  au 
groupe  dérivé  des  précédentes.  Si  l'on  forme  les  puissances  successives 
d'une  de  ces  substitutions,  telle  que  C,  on  arrivera  à  en  trouver  une  C'" 
égale  à  l'unité,  ou  à  quelque  autre  des  substitutions  du  groupe  (i,  A,  B) 
dérivé  des  précédentes. 

On  peut  supposer  p.  premier  :  car  si  p.  =  diï,  on  pourrait  remplacer 
l'échelle  ï,  A,  B,  C,...  par  la  suivante  1,  A,  B,  C° ,  C,...  qui  contient  un 
échelon  de  plus,  et  jouit  évidemment  encore  de  la  propriété  fonda- 
mentale que  chaque  substitution  est  permutable  au  groupe  dérivé  des 
précédentes. 

2.  Théorème  I.  —  Soit  L  un  groupe  résoluble.  Si  X,  X'...  sont  des 
substitutions  qui  puissent  être  liées  idéalement  avec  celles  de  L  par  une 
corrélation  telle:  i°  qu'à  chaque  substitution  de  L  corresponde  une 
seule  substitution  X;  2°  que  le  produit  II'  de  deux  substitutions  quel- 
conques de  L,  l  et  /',  ait  pour  corrélative  le  produit  XX'  des  substitutions 
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>.  et  X'  respectivement  corrélatives  de  l  et  /',  le  groupe  dérivé  de  X,  X',. . . 
sera  résoluble. 

Formons  en  effet  l'échelle  i,  /,  /',  /",...  génératrice  du  groupe  L. 
Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  ces  substitutions 
forment  l'échelle  d'un  groupe  résoluble  sont  les  suivantes  : 

/'-' /  /'  =  une  puissance  de  /,  soit  /"; 

/  des  substitutions  dérivées  de  /et  /',  telles  que  [     , 

Si  Ton  prend  les  substitutions  corrélatives  de  celles  qui  entrent  dans 
les  doux  membres  de  ces  égalités,  on  aura  les  relations  suivantes  : 

X'-'XX'  =x*, 

X"-'XX"^XK'X"\ 

x,,-'X'xw  =  x*Vi, 

qui  montrent  quei_,X,X',  X",...  forment  l'échelle  d'un  groupe  résoluble. 

5.  Théorème  IL  —  Si  §  est  un  faisceau  [ou  groupe  partiel)  de 
substitutions  contenu  dans  le  groupe  résoluble  L  et  permutable  à  toutes 
ses  substitutions^  on  pourra  toujours  choisir  l'échelle  des  substitutions 
i,  A,  B,  C,...  dont  l'adjonction  successive  reproduit  le  groupe  L  de 
telle  sorte  que  les  substitutions  $  soient  les  premières  introduites. 

Supposons  en  effet  que  le  groupe  dérivé  de  i,  A,  B  ne  contienne 
aucune  substitution  du  faisceau  (sauf  l'unité  qu'il  contient  nécessaire- 
ment), mais  que  l'adjonction  d'une  nouvelle  substitution  C  en  intro- 
duise une.  C  étant  permutable  au  groupe  (i,  A,  B),  cette  substitution 
pourra  être  ramenée  à  la  forme  C'M,  M  étant  une  substitution  du 
groupe  (i,  A,  B). 

i°  Aucune  des  substitutions  introduites  avec  G,  à  l'exception  de  CM 
et  de  ses  puissances ,  ne  fera  partie  du  faisceau  $.  En  effet,  considé- 
rons l'une  d'elles  :  on  peut  la  mettre  sous  la  forme  C°  M , ,  où  M,  désigne 
une  substitution  du  groupe  (i,  A,  B). 
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Or  on  a  généralement 

M2  étant  encore  une  substitution  du  groupe  (i,  A,  B).  On  sait  d'ail- 
leurs qu'il  existe  une  puissance  Çf  de  C  qui  fait  également  partie  de  ce 
groupe,  et  que  l'exposant  p,  est  premier.  On  pourra  donc  déterminer 
le  paramètre  a  de  telle  sorte  que 

ay  -h  c?  =  o  (mod.  //.); 

et   la   substitution   C^M, .  (C'M)"  fera   elle-même   partie  du  groupe 

(i,  A,  B).  D'ailleurs  elle  fera  partie  du  faisceau  §,  si  C  M  en  fait  partie 

ainsi  que  CVM;  et  comme  par  hypothèse  ce  faisceau  n'a  aucune  substi- 
tution commune  avec  le  groupe  (i ,  A,  B),  sauf  l'unité,  on  aura 

C*M,(CyM)a  =  i,     d'où     C'M,  =  (C7M)""a. 

2°  Toutes  les  substitutions  (i ,  A,  B,  C)  sont  permutables  au  fais- 
ceau f  dérivé  de  CM  et  de  ses  puissances.  En  effet,  le  faisceau  f, 
transformé  de  y7  par  l'une  quelconque  de  ces  substitutions,  doit  faire 
partie  à  la  fois  du  faisceau  ^auquel  cette  substitution  est  permutable 
et  du  groupe  (i,  A,  B,  C);  il  se  confond  donc  avec  f. 

3°  Il  résulte  de  là  que  le  groupe  dérivé  de  l'échelle  de  substitutions 
suivante 

i,  GyM,  A,  B 

est  résoluble.  D'ailleurs  ce  groupe  est  identique  à  celui  dérivé  de  i,  A, 
B,  C.  En  effet,  d'une  part  la  substitution  CVM  dérive  de  la  combinai- 
son des  substitutions  A,  B,  C;  d'autre  part,  C  dérive  de  la  combinai- 
son de  C'M,  A,  B.  En  effet,  soit 

by  =  i  (mod.  /jl), 
on  aura 

(CyM)6  =  C6/M^CM\ 

Tome  XII  (-Ie  série).  —  Avril  1867.  J^ 
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M'  étant  une  substitution  dérivée  de  i,  A,  B,  d'où 

C  =  (Cm)6M'-'. 

Chacun  des  deux  groupes  contient  donc  toutes  les  substitutions  d'où 
l'autre  est  dérivé. 

Adjoignons  maintenant  au  groupe  partiel  (i,CM,  A,  B)  une  nou- 
velle substitution  D.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  cette  adjonc- 
tion introduise  de  nouvelles  substitutions  de  la  forme  §.  Soit  D°N 
l'une  d'elles,  N  étant  une  substitution  dérivée  de  CM,  A,  B. 

On  démontrera  exactement  comme  tout  à  l'heure  : 

i°  Qu'aucune  des  substitutions  introduites  avec  D,  à  l'exception  de 
celles  qui  dérivent  de  la  combinaison  de  CM  et  de  D'N,  ne  fera  partie 
du  faisceau  i. 

2°  Que  toutes  les  substitutions  (r,  C7M,  A,  B,  C)  sont  permutables 
au  faisceau  dérivé  de  CM  et  I)°N. 

3°  Que  les  substitutions  i,  CM,  D°N,  A,  B  forment  l'échelle  d'un 
groupe  résoluble  identique  au  groupe  (i,  A,  B,  C,  D). 

Continuant  ainsi,  on  voit  qu'on  pourra  modifier  l'échelle  généra- 
trice du  groupe  L  de  manière  à  faire  passer  en  avant  toutes  les  sub- 
stitutions de  $  à  mesure  qu'elles  seront  introduites.  Le  théorème  est 
donc  démontré. 

4.  Théorème  III.  —  Si  L  est  un  groupe  résoluble  ,  £  un  groupe 
contenu  dans  L  et  permutable  à  toutes  ses  substitutions  (ce  peut  être 
L  lui-même) ,  i  un  faisceau  contenu  dans  le  groupe  s^et  ne  renfermant 
qu'une  partie  de  ses  substitutions ,  et  qui,  de  plus,  soit  permutable  à 
toutes  les  substitutions  L,  on  pourra  déterminer  unjaisceau  (j  jouissant 
des  propriétés  suivantes  :  i°  il  contiendra  toutes  les  substitutions  de  î, 
jointes  à  d'autres  substitutions  ;  i°  il  sera  contenu  dans  £;  3°  il  sera 
permutable  à  toutes  les  substitutions  L  ;  f\°  deux  quelconques  de  ses 
substitutions  g  et  g'  satisfont  à  une  relation  de  la  forme 

ëë'  =  8'gf> 
f  désignant  une  substitution  du  faisceau  $. 
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Nous  exprimerons  d'une  manière  abrégée  cette  dernière  propriété, 
en  disant  que  les  substitutions  g  et  g'  sont  échangeables,  aux  substi- 
tutions §  près. 

Démonstration.  —  D'après  le  théorème  précédent,  nous  pouvons 
former  l'échelle 

i,   A,  B,  C,  D,  E, ..., 

génératrice  de  L,  de  telle  sorte  que  les  premières  substitutions  intro- 
duiles  soient  celles  du  groupe  £,,  et,  parmi  ces  dernières,  celles  du 
faisceau  §.  Supposons  donc,  pour  fixer  les  idées,  que  le  faisceau  §  soit 
dérivé  des  trois  premières  substitutions  de  la  série  i,  A,  B;  le  groupe  £, 
contenant  par  hypothèse  des  substitutions  qui  ne  font  pas  partie  de  #, 
la  substitution  suivante  C  fera  partie  de  ce  groupe. 

Adjoignons  maintenant  à  i,A,  B  la  suite  des  substitutions  C,  D,  E,  . . , 
et  formons  la  série  des  groupes  partiels  successifs 

(r,A,B,C),     (i,A,B,C,D),     (i ,  A,  B,  C,  D,  E), . .    . 

Nous  établirons  d'abord  la  proposition  suivante  : 

I.  Si  dans  L'un  de  ces  groupes  partiels,  (i ,  A,  B,  C,  D)  par  exemple, 
on  peut  déterminer  un  faisceau  Y  jouissant  des  propriétés  suivantes  : 
i°  de  contenir  toutes  les  substitutions  de  §,  jointes  à  d'autres  substitu- 
tions; 2°  d'être  contenu  dans  J^;  3°  d'être  permutable  à  toutes  les  substi- 
tutions du  groupe  partiel  (i,  A,  B,  C,  D);  4°  d'avoir  toutes  ses  sub- 
stitutions échangeables  entre  elles  aux  §  près,  on  pourra  déterminer, 
dans  le  groupe  partiel  suivant  (  i ,  A,  B,  C,  D,  E),  unjaisceau  T,  jouissant, 
par  rapport  à  ce  nouveau  groupe,  des  mêmes  propriétés,  et  l'on  pourra 
s'élever  ainsi  progressivement  d'un  groupe  partiel  à  l'autre,  jusqu'à  ce 
qu'on  ait  reproduit  le  groupe  L  et  le  faisceau  correspondant  (j,  dont 
l'existence  se  trouvera  ainsi  démontrée. 

Si  le  faisceau  T  correspondant  au  groupe  partiel  (i,  A,  B,  C,  D) 
peut  être  choisi  de  diverses  manières,  tout  en  satisfaisant  aux  quatre 
conditions  fondamentales,  nous  choisirons  pour  notre  démonstration 
une  des  manières  pour  lesquelles  le  nombre  de  ses  substitutions  est 
minimum. 

i5.. 
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Adjoignons  la  substitution  suivante  E;  supposons-la  non  permu- 
table à  F,  car,  si  elle  l'était,  la  proposition  serait  immédiatement  dé- 
montrée pour  le  groupe  (i,  A,  B,  C,  D,  E).  Soient  E_1TE  =  T'  le  fais- 
ceau transformé  de  T  par  E;  E-2rE2  =  Y"  le  faisceau  transformé  de 
r',  etc.  La  série  de  ces  faisceaux  sera  nécessairement  limitée,  car  si  EM 
est  égale  à  l'une  des  substitutions  (r,  A,  B,  C,  D),  elle  sera,  par  hypo- 
thèse, permutable  à  T.  Donc  TfÂ=  T. 

Cela  posé  :  i°  le  faisceau  dérivé  de  l'ensemble  des  substitutions 
r,r'. .  .r//  contient  toutes  les  substitutions  £?,  jointes  à  d'autres  sub- 
stitutions :  cela  est  évident,  puisqu'il  contient  toutes  les  substitutions 
deT. 

i°  Il  est  contenu  dans  le  groupe  -^_,  car  les  substitutions  T  sont 
comprises  dans  ce  groupe,  et  leurs  transformées  T',  T"  par  les  sub- 
stitutions E,  E2.  . . ,  permutables  à  £_•,  y  seront  également  comprises 

3°  Il  est  permutable  aux  substitutions  (i,  A,  B,  C,  D,  E).  En  effet, 
F  est  permutable  aux  substitutions  (r,  A,  B,  C,  D);  F,  transformé  de  T 
par  E,  le  sera  à  celles  du  groupe  transformé  de  (i,  A,  B,  C,  D)  par  E  : 
mais  ce  groupe  transformé  est  identique  au  groupe  (j,  A,  B,  C,D):donc 
r'  et  de  même  T". . .  seront  permutables  aux  substitutions  (i,  A,  B,C,  D). 
D'ailleurs  E  transforme  T  en  F",  V  en  T", ....  Le  faisceau  résultant 
(T,  T',  T")  est  donc  permutable  à  toutes  les  substitutions  (i,  A,  B, 
C,  D,E). 

4°  Enfin  toutes  ces  substitutions  sont  échangeables  entre  elles  aux 
i  près. 

En  effet,  soient,  en  premier  lieu,  deux  substitutions  y',  ov,  apparte- 
nant à  un  même  faisceau  partiel,  T'  par  exemple.  Posons 

1*  =  *Y*  i 

(p  étant  une  substitution  inconnue  à  déterminer  :  cette  équation,  trans- 
formée par  E*"- ',  donnera 

(E//-,)~,7'E/i",(E/y~,)-V'Ey-1 

=:(E//-,)-I^E//-,(E'y-,)-VE'a-,(E^-,)-,(pE//-,. 

Les  deux  substitutions  (vJ'~])~l  y'E'J~\   (e*-1)-1  d'E* "'  font  partie 
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du  faisceau  T  :  elles  sont  donc  échangeables  entre  elles  aux  $  près. 
(EIX~ ')  —  '(pE*"-1  fera  donc  partie  du  faisceau  3\  Sa  transformée  9  par 
(e'*- ')_ \  qui  est  permutable  à  #,  fera  également  partie  de  ce  fais- 
ceau. 

Soient  maintenant  deux  substitutions  7,  y'  appartenant  à  des  fais- 
ceaux partiels  différents  T  et  Y'.  La  substitution  •f  faisant  partie  du 
groupe  (1,  A,  B,  C,  D)  sera  permutable  au  faisceau  T.  On  a  donc 

à  étant  une  substitution  du  faisceau  T. 
On  déduit  de  là 

y'c?7~'  =  yy'y~l  =  (7~~' )_l  7'7-' • 

Or  la  substitution  y~l  fait  partie  du  groupe  (1,  A,  B,  C,  D),  dont  les 
substitutions  sont  permutables  au  faisceau  T'.  La  transformée  de  y'  par 
7~\  y'cfy-"*  fera  donc  partie  de  ce  faisceau,  et,  comme-/  en  fait  partie 
de  son  côté,  ây~{  en  fera  partie  également.  D'ailleurs  â  et  y  font  partie 
du  faisceau  T.  La  substitution  iïy~l  sera  donc  commune  aux  deux  fais- 
ceaux T  et  T'. 

Mais  les  substitutions  communes  à  ces  deux  faisceaux  ne  sont  autres 
que  les  §.  En  effet,  d'une  part  les  substitutions  $  faisant  partie  de  T  et 
la  substitution  E  les  transformant  les  unes  dans  les  autres,  elles  feront 
toutes  partie  de  T'.  D'autre  part,  T  et  T'  n'ont  aucune  antre  substitu- 
tion commune;  car  ces  substitutions  communes,  faisant  partie  deT,  se- 
raient évidemment  échangeables  entre  elles  aux  $  près,  et  seraient 
toutes  contenues  dans  4^  :  elles  formeraient  un  faisceau  T,  contenant 
toutes  les  substitutions  §,  jointes  à  d'autres  substitutions;  enfin  T,  se- 
rait permutable  à  tontes  les  substitutions  (1,  A,  B,  G,  D),  car  chacune 
de  ces  dernières  substitutions  étant  permutable  à  la  fois  à  T  et  à  T', 
transformerait  les  substitutions  de  T,  communes  à  ces  c\eu\  groupes 
en  substitutions  également  communes  à  ces  deux  groupes,  et  qui,  par 
suite,  reproduiraient  à  l'ordre  près  celles  de  F,.  Le  faisceau  TM  qui 
contient  moins  de  substitutions  que  T,  jouirait  donc  des  mêmes  pro- 
priétés fondamentales,  ce  qui  est  contraire  à  notre  point  de  départ. 
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On  aura  donc 

âr*=f     on     *=/y,     d'où     7/  =  //v=:y7y() 

f,  /,  désignant  des  substitutions  convenablement   choisies   dans  le 
faisceau  §. 

II.  Mais  le  premier  groupe  partiel  (r,  A,  B,  C)  contient  toutes  les 
substitutions  de  §  jointes  à  C  :  il  est  contenu  dans  ^;  il  est  permutable 
à  ses  propres  substitutions;  enfin  celles-ci  sont  échangeables  entre 
elles  aux  £  près.  Car  ces  substitutions  sont  toutes  de  la  forme  C'y , 
où  f  désigne  une  des  substitutions  de  #,  et  C  étant  permutable  aux  f, 
si  l'on  pose  en  général 

la  substitution 

v  =  (d'f'.c}f)-\df.cyf'  =  c-''-  -y^¥f\  =  fx 

se  réduit  à  une  substitution  de  $* 

Le  faisceau  F  correspondant  à  ce  groupe  partiel  sera  donc  ce  groupe 
lui-même  :  en  s'élevant  ensuite  de  proche  en  proche  par  la  méthode 
que  nous  venons  d'exposer,  on  démontrera  le  théorème. 

S.  Théorème  IV.  —  Tout  groupe  résoluble  L  peut  être  considéré 
comme  le  dernier  terme  d'une  série  de  groupes  partiels  \,  F,  G,  H, ... 
jouissant  des  propriétés  suivantes  :  i°  chacun  de  ces  groupes  est  con- 
tenu dans  le  suivant;  i°  il  est  permutable  à  toutes  les  substitutions  L, 
3°  deux  quelconques  de  ses  substitutions  sont  échangeables  entre  elles, 
aux  substitutions  près  du  groupe  précédent. 

Ce  théorème  capital  résulte  immédiatement  de  l'application  réitérée 
du  précédent. 

Posons,  en  effet,  dans  le  théorème  précédent,  £=  L  et  prenons, 
pour  le  faisceau  §t  la  substitution  unique  i .  Nous  en  conclurons  l'exis- 
tence d'un  faisceau  plus  général  F,  également  permutable  aux  substi- 
tutions L. 

Prenant  ensuite  §  ==  F,  nous  en  conclurons  l'existence  du  fais- 
ceau G,  etc. 
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Le  nombre  des  substitutions  des  groupes  partiels  F,  G,  H,...  crois- 
sant à  chaque  opération,  on  finira  par  arriver  au  groupe  total  L,  qui 
clora  la  série. 

6.  Théorème  V.  —  Réciproquement }  tout  groupe  jouissant  de  la 
propriété  ci-dessus  énoncée  est  résoluble. 

En  effet,  on  pourra  former  une  échelle  de  substitutions  satisfaisant 
aux  conditions  exigées  par  le  théorème  de  Galois  en  prenant  d'abord 
les  substitutions  de  F  dans  un  ordre  quelconque,  puisqu'elles  sont 
échangeables  entre  elles  :  en  leur  adjoignant  ensuite  les  aulres  substi- 
tutions de  G,  également  dans  un  ordre  quelconque,  puisqu'elles  sont 
permutables  à  F  et  échangeables  entre  elles  aux  substitutions  F  près, 
qui  ont  déjà  été  introduites  :  en  leur  adjoignant  ensuite  les  autres  sub- 
stitutions de  H,  etc. 

7.  Théorème  VI.  —  Si  L  est  un  groupe  résoluble,  tout  groupe  A 
contenu  dans  L  le  sera  également. 

Formons  en  effet  la  série  des  groupes  partiels  1 ,  F,  G,  H,.. .,  L,  dont 
le  dernier  terme  est  L.  Désignons  le  système  des  substituions  com- 
munes à  A  et  à  chacun  de  ces  divers  groupes  pris  successivement  par 

i°  Chacun  des  groupes  de  cette  nouvelle  série,  G  par  exemple,  sera 
permutable  aux  substitutions  A.  Car  les  substitutions  A  faisant  partie 
du  groupe  des  substitutions  L  permutables  à  G  transformeront  les  G\ 
qui  font  partie  de  G,  en  substitutions  faisant  également  partie  de  G; 
d'autre  part,  ces  transformées  appartiennent  au  groupe  A.  Ce  sont 
donc,  à  l'ordre  près,  les  substitutions  Q elles-mêmes. 

20  Les  substitutions  de  chacun  des  groupes  1 ,  #,  £,  iiv  >  A  sont 
échangeables  entre  elles  aux  substitutions  près  du  groupe  précédent. 
Car  soient  g  et  g'  deux  substitutions  de  Ç  :  étant  comprises  dans  le 
groupe  G,  elles  devront  satisfaire  à  une  relation  de  la  forme  gg'  =  g'gy, 
<p  étant  l'une  des  substitutions  de  F.  On  en  déduit  <p  =  8*8'*  88-  Les 
substitutions  g  et  g'  faisant  partie  du  groupe  A,  cp  en  fera  partie  égale- 
ment. Ce  sera  donc  une  des  substitutions  $. 

Le  groupe  A  sera  donc  résoluble  (théorème  V). 
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8.  Théorème  VII.  —  Toute  équation  irréductible  a  son  groupe 
transitif  et  réciproquement. 

Car  si  le  groupe  G  d'une  équation  f{x)  =  o  n'est  pas  transitif, 
soient x,  une  des  racines  de  l'équation,  x2,  x3,...  celles  des  racines  de 
j\x)  =  o,  auxquelles  les  substitutions  G  font  succédera,  :  ces  substi- 
tutions permuteront  exclusivement  entre  elles  les  racines  x,,  x2,  x3,...; 
car  si  l'une  d'elles,  A,  fait  succéder  x2  à  une  autre  racine  x  ,  cette  sub- 
stitution, combinée  à  la  substitution  B  du  groupe  G  qui  fait  succéder 
x,  à  x2,  donnera  une  substitution  AB  qui  fera  également  partie  de 
G  et  qui  fera  succéder  x,  à  x .    Donc  x    fera  partie  de   la   suite 

X ,    y      «3^21      X$  ,.   .   .. 

Cela  posé,  le  polynôme  (x  —  x,)(x  —  x2)  {x  —  x3) .. .  étant  symé- 
trique en  xs,  x2,  x3,...  et  ne  contenant  pas  les  autres  racines,  sera 
invariable  par  les  substitutions  G,  et  par  suite  rationnel  :  donc  y  (or) 
aura  un  diviseur  rationnel  et  f[x)  =  o  ne  sera  pas  irréductible. 

Réciproquement,  si  J'(x)  a  un  diviseur  rationnel 

(x  -  x{)(x  -  x2)  [x-x3)..., 

ce  facteur  devra  rester  inaltéré  par  toutes  les  substitutions  de  G:  donc  ces 
substitutions  permuteront  exclusivement  entre  elles  les  racines  xt,  x2, 
.r3,...;  car  s'il  en  était  autrement, elles  altéreraient  évidemment  la  valeur 
de  l'expression  (x  —  x,),  (x  —  x2 ),...,  tant  que  x  restera  indéterminé. 

9.  Supposons  que  nous  ayons  formé  le  tableau  de  tous  les  groupes 
résolubles  et  transitifs  pour  un  degré  donné;  si  nous  effaçons  tous  ceux 
de  ces  groupes  qui  sont  contenus  dans  quelque  autre,  il  en  restera  quel- 
ques-uns, en  nombre  relativement  restreint,  auxquels  nous  donnerons 
le  nom  de  groupes  résolubles  généraux.  D'après  ce  qui  précède,  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  groupe  soit  résoluble  est 
qu'il  soit  contenu  dans  quelqu'un  de  ces  groupes  généraux  L,  L',  L", .... 

Ces  derniers  sont  les  seuls  dont  la  détermination  présente  de  l'in- 
térêt. Chacun  d'eux  caractérise  un  type  spécial  d'équations  irréduc- 
tibles et  résolubles  par  radicaux,  et  ils  donnent  à  eux  seuls  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  de  résolubilité. 

Considérons  en  effet  une  équation  dont  le  groupe  A  soit  contenu 
dans  L.  Toute  fonction  des  racines  invariable  par  les  substitutions  A 
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sera  exprimable  rationnellement.  A  plus  forte  raison  une  fonction  des 
racines,  invariable  par  toutes  les  substitutions  L,  sera  exprimable 
rationnellement.  L'équation  proposée  satisfera  donc  à  toutes  les 
conditions  qui  caractérisent  les  équations  dont  le  groupe  est  L. 
Pour  que  son  groupe  se  réduise  à  À,  elle  devra  satisfaire  en  outre 
à  d'autres  conditions  accessoires  et  étrangères  à  la  question  de  réso- 
lubilité. 

Nous  bornerons  donc  notre  recherche  à  celle  des  groupes  résolu- 
bles, transitifs  et  généraux. 

Notre  méthode  consistera  à  nous  élever  progressivement  à  la  con- 
naissance des  groupes  que  nous  cherchons,  par  la  détermination  suc- 
cessive des  divers  groupes  partiels  F,  G,  H,...,  etc.  Cette  marche 
présente  les  avantages  suivants  :  d'une  part,  les  propriétés  particidières 
à  chacun  de  ces  groupes  facilitent  sa  construction;  d'autre  part,  les 
substitutions  de  L  étant  assujetties  à  la  condition  d'être  permutables  à 
chacun  de  ces  groupes,  le  champ  des  recherches  se  limitera  progressi- 
vement, à  mesure  que  l'on  aura  déterminé  un  plus  grand  nombre  de 
ces  groupes  partiels  successifs.  Cette  simplification  n'aurait  pas  lieu,  si 
l'on  voulait  prendre  pour  point  de  départ  le  théorème  de  Galois  dans 
sa  forme  primitive,  et  former  directement  l'échelle  des  substitutions 
1,  A,  B,  C,...,  assujetties  à  la  seule  condition  que  chacune  d'elles  soit 
permutable  au  groupe  dérivé  des  précédentes. 

CHAPITRE  II. 

RÉDUCTION    DU     PROBLÈME    DANS    LE    CAS    DES    GROUPES    PRIMITIFS. 

1.  Soit  L  un  groupe  résoluble  et  primitif.  Nous  avons  vu  qu'on  peut 
toujours  déterminer  un  groupe  partiel  F  permutable  aux  substitutions 
L  et  tel  que  ses  substitutions  soient  échangeables  entre  elles  (chap.  Ier, 
théorème  IV).  Si  cette  détermination  peut  se  faire  de  plusieurs  ma- 
nières, nous  serons  toujours  maîtres  de  choisir  parmi  ces  diverses 
manières  l'une  de  celles  pour  lesquelles  le  nombre  des  substitutions 
de  F  est  minimum. 

Soit  y  une  substitution  d'ordre  premier  />,  choisie  parmi  celles  du 

Tome  XII  (a*  série).  —  Avril  1867.  '  ° 
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faisceau  F.   Soient  f,f',f"j...  les  transformées  de  f  par  les  diverses 
substitutions  du  groupe  L. 

i°  Le  faisceau  dérivé  de J\f ',/",...  a  toutes  ses  substitutions  échan- 
geables entre  elles,  puisque  toutes  sont  comprises  dans  le  faisceau  F  : 
il  est  évidemment  permutable  à  toutes  les  substitutions  L.  //  contient 
donc  toutes  les  substitutions  de  F,  puisque  par  hypothèse  on  ne  peut 
déterminer  aucun  faisceau  moindre  que  F  et  jouissant  des  deux  pro- 
priétés fondamentales  ci-dessus. 

2°  Ce  faisceau  est  transitif.  Supposons  en  effet  qu'il  ne  le  soit  pas. 
Soient  a  une  lettre  donnée,  a,  a',  a",...  les  diverses  lettres  que  les  sub- 
stitutions F  permettent  de  lui  faire  succéder;  toutes  ces  substitutions 
les  permuteront  exclusivement  entre  elles.  En  effet,  si  lune  de  ces  sub- 
stitutions f  fait  succéder  à  a'  une  lettre  telle  que  a,  on  pourra  faire 
succéder  oc  k  a  en  combinant  cette  substitution  f  avec  la  substitution 
f"  qui  fait  succéder  a'  à  a.  La  lettre  a  fera  donc  partie  de  la  série 
«,  a\  a",.... 

Soit  b  une  autre  lettre  quelconque.  Il  existe  dans  le  groupe  L,  sup- 
posé primitif  et  par  suite  transitif,  une  substitution  au  moins,  A,  qui  la 
fera  succéder  à  a.  Soient  //,  b",...  les  lettres  que  A  fait  succéder  à 
a\  a",....  Les  lettres  b,  b',  b",...  jouiront  de  la  propriété  d'être  permu- 
tées exclusivement  entre  elles,  et  transitivement  dans  le  faisceau  trans- 
formé de  F  par  A,  lequel  est  identique  à  F.  D'ailleurs,  les  deux 
systèmes  a,  a',  a",...  et  b,  b',  b",...  ne  peuvent  avoir  aucune  lettre 
commune  :  en  effet,  si  l'on  avait,  par  exemple  a"  --b',  on  pourrait, 
contre  l'hypothèse,  faire  succéder  b  à  a  en  combinant  deux  des  sub- 
stitutions F,  la  première  remplaçant  a  par  a",  la  seconde  remplaçant 
a"  =  b'  par  b. 

Si  c  est  une  lettre  qui  ne  fasse  partie  d'aucune  des  deux  séries 
a,  a',  a'",...,  b,  //,  b",...,  il  existera  dans  L  une  substitution  au  moins 
qui  la  fera  succéder  à  a  ;  si  c,  <?',  c",...  sont  les  lettres  que  cette  substi- 
tution fait  succéder  respectivement  à  a,  a',  a",...,  elles  jouissent  de  la 
propriété  d'être  permutées  exclusivement  entre  elles  et  transitivement 
dans  le  faisceau  F.  D'ailleurs,  les  lettres  du  système  c,  c',  c",...  sont 
essentiellement  distinctes  de  celles  des  deux  premiers  systèmes  a,  a', 
a",...  elb,  b\  b",.... 

Continuant  ainsi,  on  voit  que  les  lettres  se  partageront  en  systèmes 
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également  nombreux,  a,  a ',  a',...,  ^»  ^\  ^",-1  ci  ^1  6' V  5  les  lettres 
de  chaque  système  jouissant  de  la  propriété  d'être  permutées  exclusi- 
vement entre  elles,  et  transitivement,  dans  les  substitutions  du 
faisceau  F. 

Considérons  maintenant  une  substitution  quelconque  du  groupe  L. 
Les  lettres  qu'elle  fait  succéder  à  rt,  a',  a'\...  jouissent  de  la  propriété 
d'être  permutées  exclusivement  entre  elles,  et  transitivement  dans  le 
faisceau  transformé  de  F  parla  substitution  considérée,  lequel  faisceau 
est  identique  à  F.  Si  donc  //,  par  exemple,  est  l'une  de  ces  lettres,  les 
autres  sont  celles  que  les  F  permutent  avec  b\  à  savoir  celles  du 
système  b,  b' ,  b",.... 

Ainsi,  toutes  les  substitutions  L  feraient  succéder  à  l'ensemble  des 
lettres  de  chaque  système,  tel  que  a,  a\  a'\...  l'ensemble  des  lettres 
d'un  même  système.  Le  groupe  ne  serait  donc  pas  primitif,  comme 
nous  le  supposons. 

Il  n'est  donc  pas  permis  d'admettre  que  le  faisceau  F  ne  soit  pas 
transitif. 

3°  Chacune  des  substitutions  F  [à  l'exception  de  la  substitution  1) 
déplace  toutes  les  lettres.  Supposons  en  effet  que  l'une  d'elles,  A,  laisse 
la  lettre  a  immobile.  Soit  a'  une  autre  lettre  quelconque.  Le  faisceau 
Fêtant  transitif,  contiendra  une  substitution  B  qui  remplace  a  par  a'. 
La  substitution  B_,AB  laissera  a'  immobile  (p.  6,  note).  Mais  A  et  B 
étant  échangeables,  B~'AB  =  A.  La  substitution  A  ne  déplacerait  donc 
aucune  lettre,  et  se  réduirait  à  l'unité. 

Zj°  Toutes  les  substitutions  F  sont  d'ordre  p  Car  elles  dérivent 
toutes  de  la  combinaison  de  j,f,  J",...,  substitutions  échangeables 
entre  elles  et  d'ordre  p.  Soit/ "y"3/"7...  l'une  d'elles  :  on  aura 

5°  L'ordre  de  F  est  une  puissance  exacte  de  p,  telle  que  p".  En  effet, 
la  substitution  J  est  d'ordre  p.  Si  F  renferme  des  substitutions  diffé- 
rentes de/  et  de  ses  puissances,  soit  y,  l'une  d'elles;  les  substitutions 
y  et  y,  étant  échangeables  entre  elles  et  d'ordre/?,  celles  qui  dérivent 
de  leur  combinaison  seront  toutes  de  la  forme  y  "y,,  a  et  |3  étant  des 
entiers   variables  de  o  à  p  —  1 .  D'ailleurs,  les  substitutions  de  celte 

16.. 
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forme  relatives  aux  p2  systèmes  de  valeurs  de  a  et  de  (3  sont  toutes 
distinctes. 

Supposons  en  effet 

d'où 

/f-'' = r'-'- 

Si  jS  =  /3',  on  devra  avoir 

«  =  a'. 

Si  p  —  j3'>.  o,  en  élevant  l'égalité  ci-dessus  à  la  puissance  x,  on  aura 

L'entier  arbitraire  .r  peut  être  choisi  de  telle  sorte  que 

(/3—  j3').r  r-n  i  (niod./7); 
on  aura  alors 

/    =  ftë~F)*  —  /(«'-"  ' 

et/,  serait,  contrairement  à  l'hypothèse,  une  puissance  de  y. 

Le  nombre  des  substitutions  distinctes  dérivées  de  J  et  /,  sert 
donc  p2. 

Si  F  contient  une  substitution  J2  différente  de  celles-là,  les  sub- 
stitutions dérivées  def,J\,f2  seront  de  la  forme/"/, f* ,  où  a,  f3,  y 
sont  des  entiers  variables  de  o  à  /?  —  I. 

Les  substitutions  de  cette  forme  relatives  aux/)3  systèmes  de  valeurs 
de  «,  |3,  y  sont  toutes  distinctes.  En  effet,  de  l'égalité 

r/f/i  =r'jfjt 

on  déduit,  si  y  =  y', 

d'où 

«=,«',     j3  =  jS', 

et  si  y>y',  on  en  déduirait 
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ou,  en  posant  (y  —  y').r=i  (mod./>), 

La  substitution^  serait  donc  dérivée  des  précédentes,  contre  l'hypo- 
thèse. 

Le  nombre  des  substitutions  distinctes  dérivées  de  /,  J,,J2  sera 
donc/?8. 

On  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  le  faisceau  F. 

6°  Le  nombre  des  lettres  sera  p"  :  en  effet,  le  faisceau  Fêtant  transitif 
contiendra  au  moins  une  substitution  qui  permette  de  remplacer  une 
lettre  a  par  une  autre  lettre  quelconque  a'.  D'ailleurs  il  nen  contiendra 
qu'une  :  car  s'il  y  en  avait  deux  différentes  f  et  f,  la  substitu- 
tion f~*  f,  différente  de  l'unité,  laisserait  a  immobile,  ce  qui  ne  peut 
être  (3°).  Le  nombre  des  lettres  est  donc  précisément  égal  au  nom- 
bre pn  des  substitutions  F. 

On  peut  donc  énoncer  ce  premier  théorème  : 

Théorème  ï.  —  Dans  tout  groupe  résoluble  primitif,  le  nombre  des 
lettres  est  une  puissance,  telle  que  p",  d'un  nombre  premier  p. 

2.  Désignons  les  diverses  lettres  par  le  symbole  général  a  Y,  les  in- 
dices x  et  Y  variant  le  premier  de  o  à  p  —  ï ,  le  second  de  o  à  p"~'  —  i  ; 
on  peut  choisir  arbitrairement  parmi  les  systèmes  de  valeurs  de  ces 
deux  indices,  celui  qu'on  voudra  faire  correspondre  à  chaque  lettre 
donnée;  nous  le  ferons  ainsi  qu'il  suit  : 

Soient  y, /,,..., y„_4,  n  substitutions  dont  aucune  ne  soit  dérivée  des 
précédentes,  et  qui  reproduisent  par  leurs  combinaisons  toutes  les 
substitutions  de  F  (page  ï  23,  5°).  Choisissons  à  volonté  celle  des  lettres 
que  nous  désignerons  par  a0>0  ;  les  substitutions /,/, ,. . .,  /„_2  et  leurs 
dérivées  sont  en  nombre  p"-',  et  deux  d'entre  elles  ne  peuvent  rem- 
placer a0t0  par  une  même  lettre  :  elles  permuteront  donc  ao0  avec  p*-' 
autres  lettres,  que  nous  désignerons  respectivement  par  a0o,  a0 ,,,..., 
a  y,...,  les  diverses  valeurs  de  l'indice  Y  étant  assignées  à  ces  diverses 
lettres  d'une  manière  arbitraire. 

La  substitutiony„_,  remplacera a0>01 ... ,  a0)\T-  par  une  série  d'autres 
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lettres,  que  nous  représenterons  respectivement  par  ai0,. .  .,  «I)T»-*-: 
à  celles-ci  elle  fera  succéder  d'autres  lettres  rt2o,...,rf2)V,....  La  substi- 
tution {jn_{  )"  fera  ainsi  succéder  en  général  aux  lettres  «0)0,...,  «oY  les 
lettres  correspondantes  de  la  série  aK0,...,  axY.  {Jn-<Y  étant  é8a,e  a 
l'unité,  la  série  ap,0,...,  a  Y  se  réduira  identiquement  à  a0>0,...,  rt0>Y  et 
les  séries  se  reproduiront  périodiquement  à  partir  de  celle-là.  On 
n'aura  donc  en  tout  que  p  séries  distinctes 


^o,o>  •  '  •  •>       ao,Y'  * 


^x,o»  •  •  "J       ^x,Y' 


7p— 1 ,0^  •  •  •  i         ap—it\ 


D'ailleurs,  tous  les  termes  de  ces  séries  représenteront  des  lettres 
essentiellement  différentes. 

En  effet,  les  substitutions  du  faisceau  partiel  [}*J\..  ifn-t)  permu- 
tent exclusivement  entre  elles  les  lettres  rt(,  „,...,  a0)\.  Les  lettres aXt0,..., 
ax  Y  qui  remplacent  celles-ci  par  l'effet  de  la  substitution  (/„_,  )x  seront 
donc  permutées  exclusivement  entre  elles  dans  le  faisceau  transformé 
de  (i,y;/M...,y„_2)par  {fn^Y  ■  mais  les  substitutions  i, /,/«,..., 
f„_t  étant  toutes  échangeables,   ce  faisceau  transformé  est  identique 

Ainsi  les  substitutions  (i ,/,/,,...,  fn_2)  permutent  exclusivement 
entre  elles  les  lettres  de  chacune  des  séries  :  /„_,  permute  les  séries 
entre  elles;  tontes  les  substitutions  F  permuteront  donc  exclusivement 
entre  elles  les  lettres  comprises  dans  ces  séries.  Mais  le  nombre  total 
des  termes  de  ces  séries  est  égal  à  //',  nombre  des  lettres.  Si  donc 
plusieurs  de  ces  termes  représentaient  la  même  lettre,  on  aurait  un 
système  de  moins  de  p"  lettres  se  permutant  exclusivement  entre  elles 
par  les  substitutions  F.  Le  faisceau  F  ne  serait  donc  pas  transitif,  ce 
que  nous  avons  démontré  impossible. 

Ainsi,  toutes  les  lettres  représentées  en  général  par  le  symbole  ax^ 
seront  distinctes,  et   la   substitution  /,_,   remplacera  en  général    la 
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lettre  arY  par  la  lettre  ax+r  (mod  ^  Y,  ce  que  nous  pourrons  exprimer 
par  la  notation  suivante  : 


/-,  = 


x     oc  -f-  i  (mod.  p) 
Y  Y 


Chacune  des  substitutions  (i,/,...,/B_,)  remplace  en  général  chaque 
lettre  axY  par  une  lettre  axT  de  la  même  série;  l'indice  Y'  peut  dé- 
pendre de  x  et  de  Y;  si  l'on  pose  Y'  =  ^  [x,  Y),  on  pourra  représente! 
la  substitution  considérée  f  par  la  notation 


/' 


Mais  on  doit  avoir 


Y     +(x,     Y) 


//_  =/_,/'. 


Or  f'fn-x  remplace  la  lettre  arX  par  celle-ci  a       ,     .    .  .,    ..*;  f„  ./' 

J    *'  '  x,Y    l  x-t-l  (mod.  p),  tp  (x,  Y  )  *J  n~  'J 

la  remplace  par  celle-ci  a„  ,    ,     ,    >  ,  r    ,    ,     .   <  „,.  Ces  deux  lettres  de- 

r  r  #-+-!  (mod./?),  ^[.r-j-i  (mod./>),  Y]    VJVj°  **vm*  iwn»*.o 

vaut  être  identiques,  on  aura 

<|/  (a?,  Y)  =  ^  [a?  -h  i  (mod./?),  Y]. 

La  fonction  ^  est  donc  indépendante  de  x,  et  se  réduit  à  4»  (Y). 

Considérons  maintenant  en  particulier  les  lettres  rt0>0,...,  a  v  de  la 
première  série.  Au  lieu  de  les  distinguer  les  unes  des  autres  par  l'in- 
dice unique  Y,  on  pourra  le  faire  à  l'aide  de  deux  indices  y  et  Z,  va- 
riant l'un  de  o  à  p  —  1 ,  l'autre  de  o  à  p"~2  —  1;  et  l'on  verra,  exacte- 
ment comme  tout  à  l'heure,  que  les  valeurs  de  ces  indices  pour  chacune 
des  lettres  que  l'on  considère  peuvent  être  choisies  de  telle  sorte, 
i°  que  la  substitution  fn_2  remplace  en  général  la  lettre  a0  z  par  la 
lettre  nQ  _,_,  cm&d  >)  z'  2°  clue  tonte  substitution  f  du  faisceau  par- 
tiel (r,  f •,-.>,  fn-*)  la  remplace  par  une  lettre  ao  z,,  l'indice  Z'  étant 
indépendant  de  y.  Désignons  en  général  par  ax  zla  lettre  que  la  sub- 
stitution {fn-\)x  fait  succéder  à  a0     z.  La  substitution  fn_2  remplacera 
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la  lettre  générale  ax  y  7  par«x  r_|_I  ,d  ,  z,  et  la  substitution  f  la  rem- 
placera par  ax  z,.  En  effet,  toutes  ces  substitutions  étant  échangeables 
entre  elles,  on  aura 

et  comme  (J„_,)~x'  remplace  ax  z  par  «o  z,  que  //;_.2  remplace 
par«0>ir+l(wipd.p)iZ,  que  (./„_,)*  remplace  enfin  par  ^^  (mod.p)>  z, 
on  voit  que/„_2  remplacera  «^  z  par  ^rH.l(raod^%z.  On  aura  de 
même 

et  /'  remplaçant  «0J,Z  par  «o  ^  z,,  (fn-\)~"f'{fn-\Y=f  remplacera 

On  aura  ainsi 

mod.  /?) 


/»-.  = 


X       X  +   1 

r  j 

z  z 

les  substitutions  (i, /,....,  fn-z\  étant  toutes  de  la  forme 


x  x 

jr    j  +  i  (raod.p) 

Z  Z 


7 


On  pourra  de  même  remplacer  l'indice  Z  par  deux  autres,  z  et  U,. . .  ; 
en  continuant  ces  opérations  on  arrivera  en  dernière  analyse  au  théo- 
rème suivant. 

Théorème  II.  —  Soit  L  un  groupe  résoluble  primitif  entre  p"  lettres, 
p  étant  premier.  Si  l'on  désigne  les  lettres  par  le  symbole  géné- 
ral axy!  z,...,où  x,y,  z  sont  des  indices  en  nombre  ny  variables  chacun 
de  o  à  p  —  \,  on  pourra  choisir  les  valeurs  de  x,  j ,  a,...  qui  corres- 
pondent à  chaque  lettre,  de  telle  sorte  que  les  substitutions  du  premier 
groupe  partiel  F  dérivent  des  suivantes  : 


fn    ,   - 


a1 

X  -h  1 

(mod. 

p) 

y 

y 

.  /_.= 

z 

z 

X  X 

y      y  -r-  i  (mod.  p] 

z  z 
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Les  substitutions  de  F  seront  donc  toutes  de  la  forme 


n  — \J   n  —  iJ   n  - 


ou  plus  simplement 


y  a         roi         /•<*' 
n  —  i  J  n  —  "iJ  n— 


x     x  -h  a  (mod.  p) 

J     /  +  «'  (mod.  p) 
z      z  -+-  «"(mod.  p) 


X      X  -h  OC 

z      z  -+-  a* 


129 


en  sous-entendant  la  condition  de  prendre  à  la  place  des  indices  x  -+-  a, 
y  -+-  a',  z  -+-  a",...,  lorsqu'ils  dépassent  p,  le  reste  qu'ils  donnent  étant 
divisés  par  ce  nombre. 

3.  Le  groupe  partiel  F  est  ainsi  déterminé  :  les  substitutions  L  lui  sont 
toutes  permutables,  ce  qui  jette  déjà  un  grand  jour  sur  la  nature  de 
ces  substitutions. 


Soit  en  effet 


x    cp  [x,y,  z...)  | 


l'une  d'elles;  la  transformée  de 


x     x 

J    J 
z      z 


par  A  sera 


9  (x,  j,  s...)     cp  (j?-hi,  j,z. ..) 

©'(x, j-, z...)    <p'(x  +  i, j, 2...) 

<p"(x,  j,  z...)     aj"(jr-hi,  jrr*...) 


Pour  que   cette  substitution   se  réduise  à  l'une   de  celles   de  F, 

Tome  XII  (ae  série).—  Avril  1867.  I  7 
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\  x     x  -\-a 

\jr     y  -+-  a' 

z       z  -+-a" 


il  faudra  que  l'on  ait  les  relations 
9  (ar -H if  7,  *..•)  = 

ç'  (x  4-  I ,  J,  Z.  .  .)  = 
<p"(x-Hi,  J,  Z...)  = 


P  (#,  J>  *■  •  •)  +  «, 
?'{x,jr,  Z...)  +  «', 


On  aura  de  même,  si 


x     x  4-  b 

y    X+* 

z       z  +  b" 


est  la  transformée  de 


x     x 


par  A, 


9  (x,jr  4- 1. . .)  =  ?  (#,  /,  z. . .)  +  6, 

9'  (*,  J  H-  i.  •  •)  =  <p'  (*,  J,  »...)  +  *'i 
<p"(^,jr  4- 1. . .)  =  f  {x,  y,  z. . .)  -H  &*. 

On  aura  de  même 

?  (*,  J,  2  4-  I  . . .)  =  <p  {x,  J,  Z.  . .)  H-  c. .  . 


On  déduit  de  là,  en  posant  <p  (o,  o,  o,...)  =  a,  ?'(o,  o,  o,  ..)  =  a', 
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9"(o,  o,  o,  ..)  =  a"...., 


^'(.r,./,  25,.  .)  =  a'x  -+-  b'y  -+-  c'z  -h...-f-  a', 
.  ç>"(.r,j,  z,...)  =  a*\r-t-  i"7  +  c"z  +  ...+  «", 


i5i 


d'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  Les  substitutions  du  groupe  primitif  ~L  sont  toutes 
de  la  forme  linéaire. 

x  ax-\-by-^-cz-i-...-hat 
y  a' x  -+-  b' y  -+-  c' z  -+-..  -t-a', 
z      a*jc  h-  £"^  +  c"z+...+  a", 


a,  b,  c,.  .,  a,  a',  a",.,  étant  des  entiers  constants. 

4.  Tous  les  systèmes  de  valeurs  entières  de  ces  coefficients  ne  sont 
pas  admissibles.  En  effet,  dans  tonte  substitution,  une  lettre  quel- 
conque, dont  les  indices  sont  respectivement  x,,  yt,  z,,...,  doit  rem- 
placer une  lettre  unique  et  bien  déterminée.  Soient  a?,  y,  z,...  les 
indices  de  cette  lettre,  ils  sont  liés  à  xt,  yt,  z,,...  par  les  relations 


c  z  -+-...-+-  a  ~  x,  (mod./?), 
dz  -H... H-  a'=j-,  (mod./j), 
a".r  -+■  b"y  +  ^+.,.+  «"  =  2,   ( mod .  /?) , 


a  x  -\-  b  y 

a!  x  -+-  b'y 


Pour  que  ces  relations  déterminent  x,  y,  z  sans  ambiguïté  ni  impos- 
sibilité, il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  le  déterminant 


a      b      c  ... 

a'     b'      c'... 
a"     b"     c"... 


soit  ^o  (mod.  p) 
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5.  Soit 

x     a  x-hby-hcz-h. ..-+-% 

z      a"x  +  J"/  +  c*a+...4-  a" 


une  des  substitutions  du  groupe  :  en  la  combinant  avec  la  substitu- 
tion 

x     x  —  a 

y   y  -  «' 

z      z  —  a" 


qui  est  de  la  forme  des  F  et  fait,  à  ce  titre,  partie  du  groupe  L,  on 
obtiendra  la  substitution  linéaire  sans  termes  constants 


x  a  x  -+-  b  y  ■+-  c  z-\-... 
y  rt'x  +  b'  y  +  c'z  +  ... 
z     a" x  -+-  b" y  -+-  c"z -+-... 


Les  substitutions  de  cette  espèce  contenues  dans  L  forment  évidem- 
ment un  groupe  •£.;  car  la  combinaison  de  deux  substitutions  linéaires 
sans  termes  constants  donne  une  substitution  linéaire  également  sans 
termes  constants.  Ce  groupe  étant  contenu  dans  L,  sera  résoluble. 
D'autre  part,  il  suffit  que  -C  soit  résoluble  pour  que  L  le  soit;  car 
toutes  les  substitutions  de  L  s'obtiennent  en  combinant  les  substitu- 
tions ^avec  celles  du  faisceau  F,  qui  leur  est  permutable. 

Le  groupe  -C  est  l'un  des  groupes  résolubles  les  plus  généraux 
parmi  ceux  dont  les  substitutions  sont  linéaires;  car  si  A  était  un 
groupe  résoluble  de  cette  espèce,  plus  général  que  £,  le  groupe  dérivé 
de  A  et  de  F  serait  plus  général  que  L,  dérivé  de  Cet  de  F,  ce  qui  ne 
peut  être  par  bypothèse. 

Théorème  IV.  —  Le  problème  se  réduit  donc  à  déterminer  les  groupes 
résolubles  £  les  plus  généraux  que  possible  parmi  ceux  dont  les  substi- 
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tutions  ont  la  forme  linéaire  sans  termes  constants 

x     a  œ  -h  b  y  -+-  c  z-h ... 

y      a'  x  -t-  //  y  -f-  c'  z  h-  . . . 
z      a"  x  -+-  b"y  ■+-  c"z  ■¥. . . 


«3: 


avec  la  condition 


a      b 

a'     b'      c 

a"     b"     c".. 


c  .. 


o  (mod.  /?), 


et  qui,  combinés  avec  les  substitutions 


F 


x     x  -f-  y. 
y    y  -4-  a' 

z      z  -+-  a" 


reproduisent  un  groupe  primitif. 


CHAPITRE  III. 


REDUCTION    DU    PROBLEME    AU    CAS    PRECEDENT. 

1.  La  détermination  des  groupes  résolubles  transitifs,  mais  non  pri- 
mitifs les  plus  généraux,  se  ramène  au  cas  des  groupes  primitifs.  Cette 
réduction  fait  l'objet  des  pages  suivantes: 

2.  Soit  L  un  groupe  transitif  et  général,  mais  non  primitif.  S'il 
existe  plusieurs  manières  de  répartir  les  lettres  en  systèmes  tels,  que 
dans  toutes  les  substitutions  L  les  lettres  de  chaque  système  soient 
remplacées  par  les  lettres  d'un  même  système,  nous  choisirons  parmi 
ces  modes  de  répartition  un  de  ceux  où  le  nombre  q  des  systèmes  est 
minimum  :  soit  /•  le  nombre  de  lettres  de  chacun  d'eux 
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Les  lettres  pourront  être  distinguées  les  unes  des  aulres  par  deux 
indices  u  et  e,  l'indice  m,  variable  de  o  à  q  —  i ,  caractérisant  les  divers 
systèmes;  tandis  que  l'indice  c,  variable  de  o  à  /'  —  i ,  servira  à  distin- 
guer entre  elles  les  lettres  d'un  même  système. 

Chacune  des  substitutions  L  sera  de  la  forme 


/- 


u     (p  (u) 


i°  Écrivons  en  regard  de  chacune  de  ces  substitutions  la  substitu- 
tion suivante 

X  —  \u,(p(u)\ 

entre  q  lettres  auxiliaires  caractérisées  par  un  seul  indice  u  variable  de 
o  à  q  —  ï  ,  de  telle  sorte  que  chaque  lettre  auxiliaire  corresponde  à  l'un 
des  systèmes  de  lettres  du  groupe  L.  Le  produit  //'  de  deux  substitu- 
tions /,  V  aura  évidemment  pour  corrélative  le  produit  XX'  de  X  et  X', 
corrélatives  de  /  et  V '.  Les  substitutions  X  forment  donc  un  groupe  réso- 
luble A  (chap.  Ier,  théor.  1er). 

Ce  groupe  devra  être  transitif;  car  le  groupe  L,  permutant  transiti- 
vement toutes  les  lettres,  devra  à  fortiori  permuter  transitivement  les 
systèmes.  De  plus,  il  sera  primitif;  en  effet,  s'il  ne  l'était  pas,  on  pour- 
rait, en  remplaçant  l'indice  unique  u  par  deux  indices  ut  et  u2  conve- 
nablement choisis,  mettre  toutes  les  substitutions  A  sous  la  forme 


ll2         ^("n^) 


et  par  suite  les  substitutions  L  sous  la  forme 


u2      ?a(«4,Ka) 
V         l|>l(l<iVVtf<0 


d'où  l'on  voit  qu'en  réunissant  ensemble  toutes  les  lettres  pour  les- 
quelles l'indice  ut  est  le  même,   on    aurait,  contrairement   à   notre 
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supposition,  une  répartition  en  systèmes  dont  le  nombre  serait  infé- 
rieur à  q. 

2°  Le  groupe  A  étant  primitif,  il  résulte  du  chapitre  II  :  i°que  q 
égale  une  puissance  pn  d'un  nombre  premier  p  ;  -2°  qu'on  peut  remplacer 
l'indice  unique  u  par  n  indices x,  y,  z,...,  variant  chacun  de  o  à  p  —  i, 
et  choisis  de  telle  sorte  que  les  substitutions  de  A  soient  toutes  de  la 
forme  linéaire 

x     ax-\-by-\-cz^r...-Jra 

y     a'i  +  i'j  +  c':  +  ...+  «' 
z      a"x  -f-  b" y  -+-  c"z  -+-... -+-  a" 


en  outre,  ce  groupe  A  contiendra  toutes  les  substitutions  du  faisceau 


x  x  -h  a. 
y  y  -h  a' 
z      z  -\-  a" 


Les  substitutions  L  prendront  la  forme  : 

x  ax  -h  by  -h  cz  -f- . . .  ■+-  a 
y  a' 'x -h  b'y  -h  c' 'z  +  ...h-  a' 
z     a"x  4-  b"y  +  c"z  +  ...  +  a" 


v     fonct.  de  [x, y,  z,...,  v) 

3°  Considérons  en  particulier  parmi  ces  substitutions  celles  de  la 
forme 

x     x  -+-  a 

y     y  -h  a'    , 
z      z  -h  x" 


v     fonct.  de  (x, y,  z,...,  v) 
Elles  forment  évidemment  un  groupe  E  auxquelles  toutes  les  autres 
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sont  permutables.  On  pourra  donc  les  faire  passer  en  avant   lorsque 
l'on  construira  l'échelle  génératrice  de  L. 

4°  Considérons  plus  spécialement  encore  les  substitutions,  s'il  en 
existe,  qui  ne  déplacent  pas  les  systèmes  :  elles  sont  de  la  forme 


x     x 

7    7 
z      z 


v     fonct.  de  (x,j,  z,...,  v) 


et  sont  comprises  parmi  les  E.  Elles  forment  évidemment  un  groupe  F 
auquel  toutes  les  autres  sont  permutables.  On  pourra  donc  les  faire 
passer  en  avant  de  toutes  les  autres. 

3.  Lemme  I.  —  S'il  existe  des  substitutions  F  qui  ne  déplacent  pas 
les  systèmes^  soit  F,  l'une  d'elles,  qui  s'obtienne  en  exécutant  simulta- 
nément certains  déplacements  j  { ,j[  ,f[  , ...  dans  V  intérieur  des  divers 
systèmes  S,  S',  S",...  entre  les  lettres  qui  les  composent. 

Chacune  des  substitutions  partielles  f\ ,  f[  ,  j[  , ...  considérée  isolé- 
ment, devra  faire  partie  de  F. 

En  effet,  soit  F2  =-fj\fl  •••  une  autre  substitution  de  F;  les  dé- 
placements que  la  substitution  F,  F2  fait  éprouver  aux  lettres  des  sys- 
tèmes S,  S',  S"  seront  respectivement  f{  j2,  j  \f±  ,  j  [J  2" ,... .  Le 
groupe  F,  contenu  dans  L,  étant  résoluble,  chacun  des  groupes  par- 

,iels  [fn  fn  —  )<,  [f[  »  fi  >•••)>  (/7  »/?»•■•)  sera  donc  résoluble 
(chap.  Ier,  théor.  Ier);  d'ailleurs  ces  groupes  déplaçant  chacun  de  son 
côté  des  lettres  différentes  sont  échangeables  entre  eux  :  le  groupe 
^  =  {fifiy-iji  ->  j'i  » •••  j  fl  t  fl  » •••)»  dérivé  de  leur  combinaison, 
est  donc  résoluble. 

Toutes  les  substitutions  L  sont  permutables  à  §  comme  elles  le  sont 
à  F.  Soit  en  effet  /  une  de  ces  substitutions  :  la  transformée  de  F, 
par/,  /  'F,/  =  l~Kf\l.l~*f[  l.l~*jl  /,...,  doit  faire  partie  du  groupe  F. 
Donc  les  déplacements  qu'elle  fait  subir  aux  lettres  dans  chacun  des 
divers  systèmes  font  partie  du  groupe  S.  Or  les  déplacements  relatifs 
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aux  systèmes  auquels  /fait  succéder  S,  S',  S",...  sont  respectivement 
l~\j{l,  l~xJ[l,  l~Kj[l, —  Chacune  de  ces  substitutions  fait  donc 
partie  du  groupe  $. 

Le  groupe  dérivé  de  la  combinaison  de  §  avec  les  substitutions  de  L 
sera  donc  résoluble.  Il  serait  d'ailleurs,  contre  l'hypothèse,  plus  gé- 
néral que  L,  si  toutes  les  substitutions  $  n'étaient  pas  comprises  dans  L, 
et  par  suite  dans  F. 

Le  lemme  est  donc  démontré. 

4.  Adjoignons  maintenant  successivement  aux  substitutions  F  les 
autres  substitutions  du  groupe,  en  commençant  par  les  E.  La  première 
sera  de  la  forme 

x     x  -h  i 

7    I 

z      z 


<?{x,  J,  z, 


On  peut  simplifier  cette  forme.  En  effet,  les  diverses  valeurs  de  l'in- 
dice v  peuvent  être  réparties  d'une  manière  entièrement  arbitraire 
entre  les  lettres  de  chaque  système.  On  peut  donc  admettre  :  i°  qu'on 
laisse  cette  répartition  arbitraire  dans  tous  ceux  des  systèmes  pour 
lesquels  le  premier  indice  x  est  égal  à  zéro;  i°  qu'on  donne  à  chaque 
lettre  du  système  caractérisé  par  les  indices  i ,  y,  z,  ..le  même  indice  v 
qu'à  celle  des  lettres  du  système  caractérisé  par  les  indices  o, y,  s,..., 
à  laquelle  A  la  fait  succéder;  3°  qu'on  donne  de  même  à  chaque  lettre 
du  système  a,  jf,  z,...  le  même  indice  qu'à  celle  du  système  i,y,  z,... , 
à  laquelle  A  la  fait  succéder,  etc.,  jusqu'au  système^?—  i,  y,  z.  La 
fonction 

©(.%•,  jr,  s,...,  e) 

se  réduira  donc  à  vt  quels  que  soient  y,  z,...  pour  toutes  les  valeurs 
de  x  à  l'exception  de  p  —  i,  auquel  cas  elle  sera  égale  à  une  fonction 

de  y,  z —  et  v. 

Cela  posé,   la  substitution  A  est  le  produit  de  deux  autres  substi- 

Tome  XII  (a«  série).  -  Avril  1867.  18 
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A, 


y  y 

z      z 


v      o(x,  j,  z,...,  v) 


et     ,i  = 


x  x  -h  i 

7  y 

z  z 

V  V 


A,  fait  partie  du  groupe  F.  Eu  effet,  ou  voit  aisément  que  la  substitu- 
tion A^  est  égale  à 

y  y 

z      z 

elle  fait  partie  de  F  :  les  déplacements  qu'elle  fait  subir  aux  lettres  des 
systèmes  dont  le  premier  indice  x  est  p  —  i,  considérées  isolément, 
feront  partie  de  F  (lemme  I)  ;  or  A,  représente  précisément  l'ensemble 
de  ces  déplacements. 

Les  substitutions  du  groupe  à  cette  période  de  l'opération  s'obtien- 
dront donc  en  combinant  les  F  avec 


x     x  -j-  i 

y  y 

z     z 

V        V 

5.   Introduisons  la  substitution  suivante 


X       X 

y  x  +  i 

z      z 


B  = 


v      y,(x,  J,  Z,..  ,  v) 
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Nous  avons  laissé  arbitraire  la  valeur  à  assigner  à  l'indice  v  pour  cha- 
cune des  lettres  des  systèmes  pour  lesquels  le  premier  indice  x  est  nul  : 
laissons  encore  ce  choix  arbitraire  dans  les  systèmes  pour  lesquels 
x  =  o,  y  =  o;  mais  donnons  à  chaque  lettre  du  système  caractérisé 
par  les  indices  o,  i,  z,...  le  même  indice  i>  qu'à  celle  du  système 
o,  o,  z  à  laquelle  B  la  lait  succéder  :  donnons  de  même  à  chaque  lettre 
du  système  caractérisé  par  les  indices  o,  2,  z  le  même  indice  v  qu'à 
celle  du  système  o,  1,  z,...  à  laquelle  B  la  fait  succéder,  etc.  La  fonc- 
tion <p,  (x,  y,  z,...,  v)  se  trouvera  réduite  à  v  lorsque  x  =  o  pour 
toutes  les  valeurs  de  y,  excepté  pour  y  —  p  —  1,  auquel  cas  elle  se 
réduira  à  une  fonction  de  z  et  de  i>,  <tyt  (z,...,  v). 

Cela  posé,  B  sera  le  produit  :  i°  d'une  substitution  B(  qui  laisse  toutes 
les  lettres  immobiles,  à  l'exception  de  celles  aQp_lz<  „,,  dont  les  deux 
premiers  indices  sont  o  et  p  —  1,  qu'elle  remplacera  respectivement 
par  a  ,  ,        ,1  i°  d'une  substitution 

X       X 

y     y  4-  1 
=       z      z 


>      (?\{x,y,z,...,v] 

la  fonction  <p',  se  réduisant  à  v  pour  x  —  o,  quels  que  soient  jr,  z,...,v. 

On  voit  aisément  que  B,  n'est  autre  chose  que  l'ensemble  des  dé- 
placements que  la  substitution  B'',  qui  fait  partie  du  groupe  F,  fait 
éprouver  aux  lettres  dont  les  deux  premiers  indices  sont  o  et  p  —  1  ; 
donc  B,  fait  partie  de  F  (lemme  1er).  On  obtiendra  donc  le  même  ré- 
sultat en  adjoignant  au  groupe  (F,  x)  la  substitution  B,  ou  la  substitu- 
tion simplifiée  B'  =  B71  B.  Celte  dernière  substitution  devra,  de  même 
que  B,  être  permutable  au  groupe  (F,  «A»),  ce  qui  permettra  de  détermi- 
ner la  fonction  <p\(x, y,z,...,  v)  pour  les  valeurs  de  x  autres  que  zéro. 

Soit,  en  effet,  donnée  la  condition 

B'-M,  B'  =  X*  F ,  (  *  )     ou    &  B'  F7  '  =  B' .C, 


(*)   rl,  fiant  permutable  à  F,  tontes  les  substitutions  du  groupe  (F,  X)  sont  de  la 
formel,"  F,. 

18.. 
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en  désignant  par  F,  l'une  des  substitutions  F.  Soit 


x     x 

y   y 

z      z 


on  aura  d'une  part 


v    xfcv.r»  *»•••»  *0 


,i.B'F7'  = 


et  d'autre  part 


x     x  -h  i 

/     J  +  1 
z      z 


V        /J^+'J+'^v/^^+'J^v,")] 


B'XC 


x     x  -h  a 

y    y  ■+-  > 

2         Z 


v    f'i(^;i*v)»') 


Pour  que  ces  deux  substitutions  soient  identiques,  on  devra  avoir 
d'un  côté  a  —  i,  et  de  l'autre 

Cette  équation  peut  servir  à  déterminer  de  proche  en  proche  la  valeur 
de  la  fonction  cp\  pour  x  =  p  —  i,  p  —  2,  etc.,  en  partant  de  sa  valeur 
initiale  pour  x  =  o. 

Pour  x  =  p  —  \,  on  aura 

P'i(/>-  f»r»  *,■••■,  *0  =  X[>,J +  '.*,•••,  fi  (o,  j,  z,...,i>)] 
=  X(o,.r -h  1,  *,.■'•  «0- 


B'  remplacera   ainsi  en    général    la   lettre   flL,  y  ,      „  par   la    lettre 
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a„    ,  v-u.  «      ,  rn  v_j_,  ,      „v    Soit  B'(  une  substitution   qui  laisse  toutes 
les   Jettres  immobiles,    sauf  celles  a  ,   dont  le   premier 

indice    est   p  —  i,   et    qui    remplace    celles-ci    respectivement    par 
a 


p—\,r-\-\,z,...,  x(°»^+' 


„y   Posons  B'=B'/B'1,  B"  étant  une  nouvelle 


substitution  :  la  substitution  B"  =  B'B't-1  sera  de  la  forme 


X 

X 

y 

J-M 

z 

2 

.,") 

V 

?'i(*».r-**>" 

B' 


la  fonction  <q\  se  réduisant  à  v  pour  x  =  oetx=/)-i,  quels  que 
soient  y,  z,..,  p. 

Cela  posé,  la  substitution  B\  fait  partie  du  groupe  F.  En  effet,  a.  étant 
permutable  à  F,  la  transformée 


de  F7"1  par  X  fera  elle-même  partie  du  groupe  F.  Les  déplacements 
quelle  fait  subir  aux  lettres  des  systèmes  dont  le  premier  indice  est 
p  —  1,  considérées  isolément,  font  partie  de  F  (lemme  Ier).  Mais  l'en- 
semble de  ces  déplacements  est  précisément  B'r 

On  obtiendra  donc  le  même  résultat  en  adjoignant  au  groupe  (F, x) 
la  substitution  B',  ou  la  substitution  simplifiée  B". 

On  voit  exactement  de  même  que  l'on  peut  poser  B"  ==  B"  B", ,  B"'  étant 
une  substitution  de  la  forme 


X  — 

1        X  —  I 

X      X 

y 

y 

y  y 

z 

z 

z... 

■,«0 

z     z 

V 

X^Ji 

v    X 

X 

y 


X 

y 


n 


[x,jr,  *,...,  v) 
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dans  laquelle  la  fonction  <p"  se  réduit  à  v  toutes  les  fois  que  x  =  o  ou 
=  p  —  i  ou  =  /)  -  2;  et  B*  étant  une  substitution  de  F. 

On   obtiendra  encore  le   même  résultat  en  adjoignant  au  groupe 
(F,  X)  la  substitution  B"  ou  la  substitution  simplifiée  B'". 

En  poursuivant  ainsi,  on  arrivera  à  une  dernière  substitution,  ou  la 
fonction  ©  se  réduit  à  v  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 

Soit 

x     x 


'il!, 


y  7  +-  • 


cette  dernière  substitution.  Le  groupe  dérivé  de  la   combinaison  de 
F,  1 ,  të>  sera  le  même  que  celui  dérivé  de  la  combinaison  de  F,  &,,  B. 

(>.  On  opérera  de  même  sur  la  substitution  suivante  C,  qu'on  décom- 
posera en  une  série  de  substitutions  successives  faisant  toutes  partie 
de  F,  à  l'exception  de  la  dernière, 

y    y 


V         V 


Poursuivant  ainsi,  on  obtient  en   dernière  analyse   la    proposition 
suivante  : 

Limmi:   II.  —  Les  substitutions  E  résultent  toutes  de  la  combinaison 
des  substitutions  F  avec  les  suivantes  : 


A,  = 


x  x  -t-  1 

'  y 

z  z 

V  V 


llb  = 


X  X 

y  y  +  ' 

z  z 

V  V 


x  x 

y  y 

Z  Z    -f-  I 

V  V 
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7.   Soit  maintenant 


II 


x  flx+ij'  +  cz+...+  d 
y  a! x  4-  b'  y  4-  c' z  -+-...-{-  à' 
z     a"x  4-  b"y  ■+-  c"z  4- ...  4-  c?" 


l'une  quelconque  des  substitutions  du  groupe  L;  elle  doit  être  per- 
mutable à  E.  On  aura  donc,  entre  autres  relations,  la  suivante  : 

H-'aUI  =  une  substitution  de  E,  telle  que  F,  X* ifi>^ Ov '. . . , 

ou,  en  remarquant  que  H  est  permutable  au  groupe  partiel  F, 

Jb  H  ==  HF,  x"  <&>*  e"'. . .  =  F2  H  x"  *?  &, 


x     x 

r  i 

z      z 


étant  une  substitution  de  F. 


Or  on  a,  d'une  part, 

x  a  (x  4-  i  )  -f-  b  y  4-  c  z  4-  . . .  4-  à 
y  a'  [x  4-  i  )  -+-  £'jr  4-  c'z  +•'. . .  4-  # 
z     <i'(j:+i)  +  6*7  4-  c"z  -h ...  -h  d" 


et,  d'autre  part, 


F,Hjuanb'3e''  = 


v     <|  (.r  -M,/,  z,...,  p) 

y     a'x-\-b'y-\--cz-{-...-ï-d'-4-cc' 
z     a"x  4-  b"y  4-  c"z  4-  . . .  -+-  à" -h  a" 
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Pour  que  ces  deux  substitutions  soient  identiques,    on  aura,  entre 
autres  équations  de  condition,  celle-ci  : 

ifi  {x  +  i,  j,  «,...,  e)  =  ^[x,  7,  z,...,  /  (x,  r,  z,...,  v)]- 

On  trouverait  de  même 

ij»(a7,  /  +  1,  z,...,  v)  ±=ty[x,y,  2,.,.,  /' (x,  j,  z,...,  i»)], 


F'  = 

1  2 


J     J 


F*. 


J    J 


v   x'to.r»  «1—1  «0  i 


étant  des  substitutions  du  groupe  F. 

Ces  équations  de  condition  permettent  de  déterminer  de  proche  en 
proche  les  valeurs  de  la  fonction  ty(x, )\  z,...,  v) ,  lorsqu'on  connaît 
sa  valeur  initiale  pour  x  =  o,  y  =  o^  z=o, — 

On  aura  ainsi,  en  posant  x  =  o,  y  =  o,  z  =  o,..., 

^(ï,  o,  o,..-,  t>)=  -|[o,  0,0,...,  /(o,  o,  o,...,  t>)]. 

D'où  l'on  voit  que  la  substitution  H  est  le  produit  de  deux  autres  : 
i°  La  première,  G,  laissant  toutes  les  lettres  immobiles,  à  l'excep- 
tion des  suivantes  :  at  0  0      ^  qu'elle  remplace   respectivement  par 
a. 


i,o,o,...,x(<h  OjO,...,»')1 

20  La  seconde, 


H' 


X      rt.ï  +  ij  +  C2+...+  (? 

y     ci!  x  -+-  b'y  -+-  c'z  -h ... -h  ù' 

z     a"x  -\-  b"y  +  c"z  + . .  -4-  à" 


v     <J/(.r,  7-,  z,...,  v) 
où  la  fonction  <\>'(x,  y,  z,...,  v)  est  égale  à  ty  (xf  y,  z,-.,  v)  pour  toutes 
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les  valeurs  de  x,  y,  z,...,  v,  excepté  pour  x  =  i ,   y  —  o,  z  =  o, . . . . 
auquel  cas  on  a 

f  (i,  o,  o,...,  p)  =  <j,(o,  0,0,...,  p); 

ty  satisfait  ainsi  à  la  condition 

<|/(i,  o,  o,...,  v)  =  i|/  (o,  o,  o,...,  p). 

D'ailleurs  G  fait  partie  du  groupe  F.  En  effet,  la  transformée  de  F2 

par  ,A, 

x  -+-  r      .r  -f-  1 

y        y 


/(x,j,z,...,  ^ 


en  fait  partie;  les  déplacements  qu'elle  fait  subir  aux  lettres  du  sys- 
tème 1,  o,  o,...,  considérées  isolément,  en  feront  partie  (lemme  I)  : 
or  ce  système  de  déplacements  est  précisément  G. 

On  démontrera  de  même  que  la  substitution  H'  est  le  produit  de 
deux  autres,  dont  l'une,  G',  fait  partie  de  F,  tandis  que  l'autre,  H", 
est  égale  à 

x  ax-\-by-\-cz-\-...-ir-â 
y  a'x  -+-  b'  y  +  c'z+...+  ^ 
z     a"x  4-  b"y  4-  c" z  -+-...-+.*" 


la  fonction  <\>"  satisfaisant  à  la  condition 

(J/'(2,  O,  O,...,  V)  =  4»"  (l,  O,  O,...,  V)  =  f  (O,  O,  O,..    .  p)j 

et,  continuant  ainsi,  on  arrivera  enfin  à  décomposer  II  en  une  série 
de  substitutions  G,  G',...,  H(,  faisant  toutes  partie  de  F,  à  l'exception 

Tome  XU  (2''  série).  -  Mai  1867.  !9 
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x  aoc-<r-by-JrCZ-\-...-\-ù 
y  a'  x  -h  b'y  ■+-  c'z  ■+- . . .  -f-  ov 
z      a"x  -f-  //'/  +  c'z  -+•...  4-  ov' 


v     «M/,  a,...,  «0 


la  fonction  tj»,  restant  la  même  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 

On  décomposera   de   même  H,   en  substitutions  G,,    G',,...,    H, 
faisant  toutes  partie  de  F,  excepté  la  dernière, 

x  ax-hby-\-cz-\-...-\-â 
y  a'x  -h  b'y  -h  c'  z  h-  ...  -h  ov 
z     a"x  -f-  b"y  +  c"s  -t- . . .  -j-  dV/ 


^     ^2(z,...,^) 


Continuaut  ainsi,  on  arrivera,  en  dernière  analyse,  à  ramener  11  à 
des  substitutions  du  groupe  F  combinées  avec  une  substitution 


Al 


x  ax+-by-hcz 
y  a'x  ■+-  b'y  -h  c'z 
z     a"x  -+-  b"y  -+-  c"z 


la  fonction  tyn  étant  entièrement  indépendante  des  valeurs  de x^y,  z,.... 
Cette  dernière  substitution  se  décompose  elle-même  en  deux  autres, 
échangeables  entre  elles  : 


x     a  x  -h  b  y  +■  e  z  -h .., 

y     a'x  -h  b'y  -+■  c'  z  -h  ■  ■    ■   r)' 
z     a"x  -+-  b" y  -+-  c"z  H- .  .  -f   c?' 


I  = 


X 

X 

y 

J 

z 

z 

v      <M") 


V        V 
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Nous  obtenons  donc  comme  résultat  le  lemme  suivant  : 

Lemme  III.  —  Les  substitutions  du  groupe  L  s  obtiennent  toutes  pat 
la  combinaison  des  substitutions  F ,  X,  i&,  G,...j  avec  certaines  substi- 
tutions de  la  forme 

u,    rj',..., 

J,  J', . . .  étant,  ainsi  que  Jk,  ifb,  G, . . . ,  des  substitutions  qui  permutent  les 
systèmes  entre  eux,  en  remplaçant  les  unes  par  les  autres  les  lettres 
affectées  du  même  indice  v  :  I,  I',...  étant  au  contraire  des  substitu- 
tions qui  laissent  les  systèmes  immobiles,  en  permutant  entre  elles, 
simultanément  et  de  la  même  manière,  les  lettres  correspondantes  de 
chacun  d'eux. 

8.  Soient  1J  et  FF  deux  substitutions  de  la  forme  ci-dessus  conte- 
nues dans  le  groupe  L;  IJ.I'J'  leur  produit.  Les  déplacements  d'en- 
semble que  cette  dernière  substitution  fait  subir  aux  systèmes  seront 
évidemment  représentés  par  JJ',  et  les  déplacements  des  lettres  dans 
l'intérieur  des  systèmes  le  feront  par  IL;  d'ailleurs  le  groupe  dérivé 
de  IJ,  l'J',...,  étant  contenu  dans  L,  est  résoluble  :  chacun  des  deux 
groupes  (I,  F,...),  (J,  J',..),  corrélatifs  à  celui-là,  le  sera  donc  égale- 
ment (chap.  Ier,  théor.  1er). 

20  Les  deux  groupes  (I,  I',. ..),  (J,  J',.)  ont  leurs  substitutions  res- 
pectivement échangeables  entre  elles  :  le  groupe  (I,  F,...,  J,  J',...), 
résultant  de  leur  combinaison,  sera  donc  résoluble. 

3°  Les  substitutions  J,  J',...  ayant  la  forme  linéaire,  sont  permuta- 
bles au  groupe  dérivé  de  JU,  ilb,  ©,.••»  'es  Ii  F,...  sont  échangeables  à 
chacune  de  ces  substitutions. 

4°  Enfin  toutes  les  substitutions  I,  F,...,  J,  J', ...  sont  permutables 
à  F.  Les  substitutions  IJ,  F  J'  l'étant,  il  suffira,  pour  établir  cette  propo- 
sition, de  montrer  que  J,  J',...  le  sont. 

Or  chacune  des  substitutions  F  résulte  de  la  combinaison  de  substi- 
tutions partielles^  y,  f",...  déplaçant  chacune  les  lettres  d'un  seul 
système.  Ces  substitutions  partielles,  considérées  isolément,  font  elles- 
mêmes  partie  du  groupe  F  (lemme  Ier).  Si  nous  prouvons  que  la 
transformée  de  chacune  d'elles  par  J  en  fait  également  partie,  J  sera 
évidemment  permutable  à  ce  groupe. 

»9- 
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Soit  donc  y  une  substitution  qui  laisse  toutes  les  lettres  immobiles, 
excepté  les  lettres  a  du  système  caractérisé  par  les  indices 

x0,j0,  z0,...,  lettres  qu'elle  remplace  respectivement  par d  _  ^  v  ; 

soit 

x    ax  -t-  bj  -+-  cz  -h...  -\-d 
y    a'x-hb'j^r-c'z-h..  -ho*' 
z     a"x+b"y-hc"z+..  +ov' 


la  transformée  J_'/J  laisse  toutes  les  lettres  immobiles,  à  l'exception 
des  suivantes  : 

'  ax0-i-by0-i-cz0-+-...-i-  <?,  a'xl)-i-b'jr0-\-c'e0-i-...+  S',   a"xa-*rb"yl>-ï-c"z„  -+-...  +  o",...,  " 

qu'elle  remplace  respectivement  par  les  suivantes  : 


*>t  l'on  voit  aisément  que  cette  substitution  est  identique  à  la  trans- 
formée de_/"  par 

S  -K+^.+  «.+-+iî)  1p<)—  ("'^0-l-6>0-t-c';0-l-.  .H-o')  £  —  (a"jr0H-l'>0H-c"5„-t-... 

laquelle  fait  partie  de  F. 

5°  Les  observations  précédentes  montrent  que  le  groupe  dérivé  des 
substitutions  (F,  X,  i&,  ©,•••,  I>  I',...,  J,  J',...)  est  résoluble  :  il  contient 
toutes  les  substitutions  de  L;  et  comme  nous  admettons  qu'il  ne  peut 
être  plus  général,  il  devra  se  confondre  avec  L. 

Mais  les  substitutions  de  L  qui  ne  déplacent  pas  les  systèmes  sont 
les  F;  dans  le  groupe  (F,  <A>,  ui>,  G,...,  I,  1',...,  J,  J',..-)i  ce  sont  les  F 
combinées  aux  I,  I',....Pour  que  les  deux  groupes  soient  identiques,  il 
faut  donc  que  les  substitutions  I,  F,...  rentrent  toutes  dans  F. 

Nous  obtenons  donc  la  proposition  suivante  : 

Lemme  IV.  —  Toutes  les  substitutions  de  \*  résultent  de  la  combi- 
naison des  substitutions  F,     i,   «Vj  ©»■ ..,  J,  J',...,  etc. 
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9.  Les  substitutions  x,  ufe,  ©,.-•,  J,  J',...  permutent  les  systèmes 
entre  eux,  en  remplaçant  les  unes  par  les  autres  les  lettres  correspon- 
dantes :  elles  forment  entre  ces  q  systèmes,  considérés  chacun  comme 
un  tout  d'une  seule  pièce,  un  groupe  de  substitutions  A,  qui  sera  ré- 
soluble et  primitif  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut. 

Le  groupe  F  est  formé  par  la  combinaison  d'une  série  de  substitu- 
tions qui  ne  déplacent  chacune  que  les  lettres  d'un  seul  système. 
Soient  respectivement  ro.9j0,...,  Tx  z  ,.••  les  groupes  formés  en  réu- 
nissant celles  de  ces  substitutions  qui  déplacent  les  lettres  des  systèmes 
respectivement  caractérisés  par  les  indices  o,  o,  o,.^,  x0,yn,  Z0v..,etc. 
Le  groupe  F  résultera  de  la  combinaison  de  ces  groupes  partiels. 

Les  divers  groupes  T0  0  «,...,  T  „  ....  sont  les  transformés  d'un 
seul  d'entre  eux,  tel  que  ro,o,oi---  par  les  substitutions  ( -A.,  ifi»,  3,...). 
En  effet,  la  substitution  x~~*,ifb'~,ro  a-  z". .  transforme  les  ro>00,...  en 
d'autres  substitutions,  également  comprises  dans  F  et  ne  déplaçant 
que  les  lettres  du  seul  système  x0,  j~0,  z0,...;  ces  transformées  sont 
donc  comprises  dans  le  groupe  1^.  z .  .  .  .  Réciproquement,  toute 
substitution  dont  la  transformée  ne  déplacera  que  les  lettres  du  sys- 
tème x0,  y0,  z0,...  ne  devra  elle-même  déplacer  que  celles  du  système 
o,o,  o,.. .,  et  sera  comprise  dans  T0  0  0)...  .  Tr  g ,". ..  sera  donc  préci- 
sément le  groupe  transformé  de  ro ,„,ov  par  ^A—  r°\A>— JoQ~ '": ... 

Lemme  V.  —  Ainsi  les  substitutions  L  résulteront  toutes  de  la  com- 
binaison d'un  groupe  résoluble  et  primitif  A  qui  permute  les  p"  systèmes 
tout  d'une  pièce,  en  remplaçant  les  unes  par  les  autres  les  lettres  cor- 
respondantes,  avec  un  groupe  résoluble  r0>Oj0,...  qui  laisse  tontes  les 
lettres  immobiles,  excepté  les  r  lettres  du  premier  système,  qu'il  permute 
entre  elles. 

10.  Soient  réciproquement  A  et  r0j0o,...  deux  groupes  quelconques 
satisfaisant  à  ces  conditions  :  le  groupe  résultant  de  leur  combinaison 
sera  résoluble. 

En  effet,  les  premières  substitutions  de  A,  X,  ife,  S,  etc.,..  ,  trans- 
formeront respectivement  ro?00,...  en  une  suite  de  groupes  pa- 
reils T0  0  „,...,  T  „  ....  déplaçant  chacun  les  lettres  de  l'un  des  sys- 
tèmes. 
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Ces  groupes  déplaçant  des  lettres  différentes  sont  échangeables  entre 
eux,  et  formeront  par  suite,  par  leur  réunion,  un  groupe  résoluble  F 
auquel  les  JU,  afl>,  ©,...  seront  permutables.  Les  autres  substitutions 
de  A  le  seront  également  (n°  8,  l\°).  Le  groupe  L,  dérivé  de  F  et  de 
A,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  roo  0,...  et  de  A,  sera  donc  réso- 
luble. 

Pour  que  le  groupe  L  soit  aussi  général  que  possible,  il  faudra  évi- 
demment que  les  deux  groupes  A  et  rooo,...  aient  été  chacun  de  son 
côté  choisis  aussi  généraux  que  possible.  Enfin,  le  groupe  ro>0)0,...  doit 
être  transitif.  Car  si  ses  substitutions  ne  permettaient  de  faire  succéder 
a  une  lettre  donnée  qu'une  partie  des  lettres  du  premier  système,  ces 
substitutions,  combinées  aux  A,  ne  permettraient  de  lui  faire  succéder 
que  ces  mêmes  lettres,  jointes  aux  lettres  correspondantes  des  autres 
systèmes.  Le  groupe  L  ne  serait  donc  pas  transitif. 

Remarque.  —  Si  A  et  rooo,...  contiennent  respectivement  N  et  N' 

substitutions,    F  en  contiendra   évidemment   N//7"    et    L   en  contien 

dra  NN'r. 

En  récapitulant  tout  ce  qui  précède,  nous  obtenons  doue  le  théorème 
suivant  : 

Théorème  I.  —  Soit  L  un  des  groupes  résolubles  transitifs,  mais 
non  primitifs,  les  plus  généraux  entre  m  lettres: soit  q  le  nombre  des  sys- 
tèmes de  lettres  dans  celle  des  répartitions,  s'il  en  existe  plusieurs, 
pour  laquelle  ce  nombre  est  minimum;  soit  r  le  nombre  des  lettres  de 
chaque  système. 

Le  groupe  L  s'obtiendra  en  réunissant  les  substitutions  résultatit  de 
la  combinaison  des  deux  groupes  partiels  suivants  : 

i°  Un  groupe  résoluble  A,  dont  les  substitutions  déplacent  les  sys- 
tèmes d'un  mouvement  d'ensemble,  sans  altérer  l'ordre  des  lettres  dans 
leur  intérieur  :  les  déplacements  des  q  sj  sternes  entre  eux  jormani  d'ail- 
leurs  un  groupe  transitif,  primitif  et  général. 

2°  Un  groupe  V,  laissant  toutes  les  lettres  immobiles,  à  l'exception 
des  r  lettres  de  l'un  des  systèmes,  le  premier,  par  exemple,  qu'il  per- 
mute entre  elles  et  à  l'égard  desipielles  il  est  résoluble,  transitif  et 
général. 
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11.    Si  ce  dernier   groupe  Y  n'est  pas  primitif,    que  q'  y    soit   le 

nombre  des  systèmes,  r1  —  —  celui  des  lettres   de   chacun   d'eux,   le 

groupe  T  peut  à  son  tour  se  décomposer  en  deux  autres  A'  et  F',  dont 
le  premier  permutera  les  q'  systèmes  entre  eux  d'une  manière  primi- 
tive; l'autre  permutera  entre  elles  les  r'  lettres  d'un  même  système; 
si  ce  dernier  n'est  pas  primitif,  on  pourra  poursuivre  la  réduction,  etc. 
On  obtient  ainsi  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IL  —  La  détermination  des  groupes  résolubles,  généraux 
et  transitifs,  mais  non  primitifs,  relatifs  à  une  décomposition  quel- 
conque du  nombre  m  en  facteurs  successifs  q,  q',  q" , ...,  se  ramène  à 
celle  des  groupes  primitifs  A,  A',  A",.--  entre  q  lettres,  entre  q' 
lettres,  etc. 

Remarque  I.  —  Pour  que  cette  détermination  soit  possible,  il  faut 
que  chacun  des  facteurs  q,  q',...  soit  une  puissance  de  nombre  premier 
(chap.  II). 

Remarque  H.  —  Soient  respectivement  N,  N',  N",...  les  nombres  de 
substitutions  des  groupes  A,  A',  A",...  :  celui  des  substitutions  du 
groupe  non  primitif,  formé  au  moyen  de  ceux-là,  sera  évidem- 
ment NN^N"^'.... 


CHAPITRE  IV. 

CLASSIFICATION    DES    GROUPES    RÉSOLUBLES. 

Les  résultats  précédents  suggèrent  tout  naturellement  l'idée  de  ré- 
partir les  types  d'équations  irréductibles  et  résolubles  par  radicaux 
d'un  degré  donné  m  en  classes,  suivant  celle  des  décompositions  de 
la  forme  m  =  p"p'n'. . . ,  à  laquelle  appartiennent  respectivement  les 
groupes  de  ces  équations. 

Mais,  pour  que  cette  classification  soit  juste,  il  faut  être  certain  que 
les  groupes  construits  par  notre  méthode  sont  généraux  et  distincts 
les  uns  des  autres,  ce  qui  n'a  pas  été  suffisamment  établi  jusqu'à  pré- 
sent.En  effet, étant  donnée  une  décomposition  quelconque  m=p"p'"' . ... 
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nous  avons  appris  à  former  les  groupes  résolubles  les  plus  généraux 
parmi  ceux  qui  sont  relatifs  à  cette  décomposition;  mais  il  pourrait  se 
faire  que  ces  groupes  fussent  identiques,  à  la  notation  près,  à  certains 
groupes  relatifs  à  d'autres  décompositions  ou  à  d'autres  groupes  non 
généraux  contenus  dans  ceux-là.  Nous  allons  prouver  qu'il  existe  ef- 
fectivement un  cas,  et  un  seul,  où  cette  circonstance  se  présente. 

Théorème  I.  —  Aucun  groupe  relatif  à  une  décomposition  de  m  ou 

deux  facteurs  successifs  soient  égaux  à  2  ne  peut  être  général. 

Soient,  en  effet, 

m  =  p  .  2  .  2  .  p      ... 

la  décomposition  considérée,  A,  A',  A",  A"...  les  groupes  successif* 
qui,  combinés  ensemble,  reproduisent  le  groupe  considéré  G  :  les 
lettres  peuvent  être  groupées  en  systèmes  et  en  hypersystèmes  choisis 
de  telle  sorte,  i°  que  le  groupe  (A'"...)  permute  entre  elles  des  lettres 
du  premier  système  sans  déplacer  les  autres;  20  que  le  groupe  (A',  A") 
permute  entre  eux  les  systèmes  du  premier  hypersystème,  en  rempla- 
çant les  unes  par  les  autres  les  lettres  correspondantes,  sans  déplacer 
les  lettres  des  autres  hypersystèmes;  3°  enfin  le  groupe  A  permute  entre 
eux  les  hypersystèmes. 

Le  nombre  des  systèmes  que  contient  le  premier  hypersystème  est 
égal  à  2.2  =  [\.  Désignons-les  par  So>0,  S0M  Sl>0,  S,,,  :  A"  se  com- 
pose de  la  substitution  1,  jointe  à  une  autre  substitution  qui  per- 
mute SM  et  S0(,  sans  déplacer  les  deux  autres  systèmes;  A' se  com- 
pose de  la  substitution  1,  jointe  à  une  autre  substitution  qui  remplace 
S„,„  etS(),,  par  S,,„  et  S,,,,  et  réciproquement.  Ces  substitutions,  com- 
binées entre  elles,  forment  un  groupe  qui  contient  évidemment  huit 
substitutions  distinctes,  toutes  comprises  parmi  les  vingt-quatre  substi- 
tutions que  l'on  obtient  en  permutant  de  toutes  les  manières  possibles 
les  quatre  systèmes  ci-dessus.  Ces  dernières  substitutions  forment  un 
groupe  k  résoluble  (car  on  sait  que  l'équation  générale  du  quatrième 
degré  est  résoluble),  et  plus  général  que  (A',  A").  Cela  posé,  le 
groupe  dérivé  de  A,  A-,  A'% . . .  est  évidemment  résoluble,  et  plus  gé- 
néral que  G. 

Thio&i.me  II.   —   Sait  G  un  groupe  résoluble,  correspondant  a  une 
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décomposition  m  =  pnp'n'  p"n" . . .  et  formé  de  groupes  partiels  A ,  A',  A", .... 
En  réunissant,  dans  un  premier  système,  d'abord  toutes  les  lettres  que 
déplace  le  groupe  partiel  (A',  A", . . .),  puis  celles-là  seulement  que  dé- 
place (  A". .  .  ),  etc.,  on  obtient  évidemment  une  suite  de  groupements  des 
lettres  en  pn  hjpersy sternes  H,  H,, .  .  . ,  contenant  p'n' p"n" . . .  lettres, 
puis  en  pnp'n'  systèmes  ne  contenant  plus  que  p"n" . . .  lettres,  etc.  Mais 
il  sera  impossible  de  trouver  aucun  autre  groupement  des  lettres  en 
systèmes  tels,  que  chaque  substitution  de  G  remplace  les  lettres  d'un 
système  par  celles  d'im  même  système. 

Supposons,  en  effet,  un  semblable  groupement  effectué.  Soient 
2,  2',...  les  nouveaux  systèmes;  admettons,  pour  fixer  les  idées,  que 
toutes  les  lettres  de  2  appartiennent  au  même  hypersystème  H,  mais 
que  deux  d'entre  elles,  a  et  an  appartiennent  à  deux  systèmes  diffé- 
rents S  et  S4.  Les  substitutions  (A"...),  n'altérant  que  le  système  S,  ne 
déplacent  pas  at  :  donc  elles  remplacent  les  lettres  de  2  les  unes  par 
les  autres,  mais  elles  font  succéder  à  a  les  diverses  lettres  de  S;  donc 
toutes  les  lettres  de  S  font  partie  de  2.  De  même,  le  groupe  trans- 
formé de  (A".. .)  par  celle  des  substitutions  A'  qui  remplace  S  par  S, 
ne  déplace  pas  a  et  fait  succéder  à  a,  les  diverses  lettres  de  S,  :  donc 
ces  lettres  font  partie  de  2.  De  même,  si  2  contient  une  lettre  d'un 
autre  système  S2,  il  les  contiendra  toutes.  2  contient  toutes  les  lettres 
de  H,  car,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  H  contiendrait  un  système  S'  dont 
les  lettres  ne  feraient  pas  partie  de  2;  mais  A'  contient  une  substitution 
qui  remplace  S  par  S',  elle  remplacerait  les  systèmes  S,  S,,  S2, . . . ,  qui 
forment  2,  par  d'autres  systèmes  S',  S't,  S'2,...  dont  la  réunion  formerait 
un  des  nouveaux  systèmes,  2'.  De  même,  si  S"  était  un  autre  système 
contenu  dans  H,  H  contiendrait  une  nouvelle  suite  de  systèmes  S",  S" , 
S'2,...  constituant  un  des  nouveaux  systèmes,  2",  etc.  Chacune  des 
substitutions  A'  devant  remplacer  les  lettres  de  chacun  des  systèmes 
2,2', 2",...,  parles  lettres  d'un  même  système,  remplacerait  les  systèmes 
de  chacune  des  suites  S,  Sn  S2,...,  S',  S\,  S'2,...,  etc.,  par  les  systèmes 
d'une  même  suite  :  elles  ne  permuteraient  donc  pas  ces  systèmes  pri- 
mitivement, comme  cela  doit  être. 

2  contenant  ainsi  toutes  les  lettres  de  H,  et  n'en  contenant,  par  hy- 
pothèse, aucune  autre,  se  confond  avec  H  ;  et  les  autres  systèmes  I',etc. , 

TomeXIl  (2e  série).  — Mai  18G7.  2° 
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se  confondront  avec  H,...,  etc.,  que  les  A  font  succéder  à  H.  On  se 
trouve  ainsi  retomber  sur  un  des  anciens  groupements. 

Théorème  III.  —  Un  groupe  résoluble  non  primitif  G,  formé  par 
notre  méthode  entre  pn  lettres  [p  étant  premier),  ne  peut  être  contenu 
dans  un  groupe  primitif  [sauf  le  cas  ou  p  =  2,  n  =  -x). 

En  effet,  soient/?*  le  nombre  des  systèmes  de  G,  choisis  de  manière 
à  contenir  chacun  le  moins  possible  de  lettres;  pn~a  le  nombre  de 
lettres  de  chacun  d'eux. 

Soient  e,  u,  u',...,  un~ a— '  les  indices  variables,  le  premier  de  o 
à  pu—  i ,  les  autres  de  o  à  p  —  1 ,  qui  servent  à  caractériser  les  diverses 
lettres.  Le  groupe  G  contient  un  groupe  partiel  Y  dont  les  substitu- 
tions déplacent  les  lettres  du  premier  système,  en  laissant  les  autres 
immobiles  :  chacune  d'elles  déplacera  donc  au  maximum  p"~  a  lettres. 
On  doit  même  remarquer  que  Y  contient,  outre  les  substitutions 

o      o 

u      u  ■+-  /3 
vt    u'-hp' 


qui  forment  un   premier  faisceau,   d'autres  substitutions  autres  que 
l'unité  et  de  la  forme  linéaire 


au  -h  bu'... 
a' u  -h  b'ul ... 


ces  dernières  substitutions,  laissant  immobile  la  lettre  dont  les  indices 
sont  o,  o,  o,...,  déplaceront  moins  de  pn~*  lettres.  Cette  remarque  ne 
se  trouverait  en  défaut  que  si  l'on  avait  à  la  fois^>  =  2  et  n  —  a  =  1, 
cas  où  il  n'existerait  qu'une  seule  substitution  linéaire 


se  réduisant  à  l'unité. 


o     o 
u     u 
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D'autre  part,  soit  ç  un  groupe  résoluble  primitif:  les  lettres  étant 

caractérisées  par  n  indices,  x,y,...,  ses  substitutions  seront  de  la  forme 

x     ex  -+-  dy  -+- . . .  +  y  I 
y     c'x  -+-  d'y  -+- . . .  -4-  d    ■ 


Pour  qu'une  substitution  S  de  cette  forme  laisse  immobile  la  lettre 
dont  les  indices  sont  x, y,...,  il  faut  qu'on  ait  à  la  fois 

x=cx  -f-  dy  -h...-+-y,     d'où     (c  —  i).r  -+-  dy  +  ...4-y  =  o) 

y  =  c'x-hd'y-h...  +  &,     d'où     c'x-\-{d'—  i)j--h...-t-c?  =  okmod.  p) 

Ces  congruences  se  réduisent  à  des  identités  si  c  =  i ,  d  =  o,  y  =  o, 
c'  =  o_,...,  auquel  cas  S  se  réduit  à  l'unité.  Dans  le  cas  contraire, 
l'une  au  moins  de  ces  relations  ne  sera  pas  identique  :  supposons,  par 
exemple,  que  la  première  ne  le  soit  pas:  si  elle  se  réduit  à  y=o(mod./?), 
elle  devient  impossible  à  satisfaire  :  donc  S  déplace  toutes  les  lettres  : 
dans  le  cas  contraire,  l'un  des  coefficients  des  variables,  c  —  i  par 
exemple,  sera  <o(mod.  p).  On  pourra  alors  prendre  arbitraire- 
ment^-,..., et  pour  chaque  système  de  valeurs  de  ces  indices,  dont  le 
nombre  est  pn~\  l'indice  x  sera  déterminé  par  la  relation 

(c  —  i)x  -+-  dy  -f-  ...  -+-  y  =  o(mod.  p). 

On  a  donc  /?"""'  lettres  seulement  satisfaisant  à  cette  dernière  relation, 
et  par  suite  pn~{  lettres  au  plus  restant  immobiles  :  donc  pn  —  pn~{  lettres 
au  moins  sont  déplacées. 

Mais  si  ç  contenait  G,  l'une  de  ses  substitutions  déplacerait  moins 
de  pn~K  lettres  (ou  p~ a  lettres,  si  pn~~ a  =  2)  :  d'où  l'inégalité  impos- 
sible 

pn~a>pn~pn-'>pn-i(p-i)> 

Si  pn~u  se  réduit  à  2,  on  aurait  à  la  place  de  cette  inégalité  l'égalité 
i  =  p"-"  =  pn  —  /?"-'  =p"-i  (p  —  i),     d'où     pn~*  =  i     et     pn  =  l\. 
C'est  le  cas  d'exception  déjà  trouvé. 


20. 
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Théorème  IV.  —  Deux  groupes  G,  G,,  construits  d'après  notre  mé- 
thode, ne  peuvent  être  contenus  l'un  dans  Vautre  si  les  deux  décom- 
positions du  nombre  m,  pnp'n'p"n'\...  et  rc'V ri'J  ...  auxquelles  ils  corres- 
pondent respectivement,  ne  sont  pas  identiques.  [On  suppose  que  dans 
aucune  des  deux  décompositions  on  n'a  deux  facteurs  successifs  égaux 
à  2.) 

En  effet,  les  lettres  peuvent  être  groupées  dans  G,  en  ri  systèmes  con- 
tenant chacun  ri'J  ri"  ...  lettres,  et  tels,  que  chaque  substitution  de  G, 
remplace  les  lettres  d'un  système  par  celles  d'un  même  système  :  si  G 
est  contenu  dans  G,,  ses  substitutions  jouiront  à  fortiori  de  la  même 
propriété  :  mais  nous  avons  vu  (théorème  II)  que  les  lettres  de  G  ne 
peuvent  être  groupées  en  ri  systèmes  que  si  ri  est  égal  à  l'un  des 
nombres  p",  pnp'n\ 

Soit,  pour  fixer  les  idées, 

ri  —  pnp'n'. 

.Le  groupe  G  résulte  de  la  combinaison  de  deux  autres  :  l'un  (A"...) 
déplaçant  les  lettres  du  premier  système  seulement,  l'autre  (A,  A')  dé- 
plaçant les  systèmes  d'un  mouvement  d'ensemble.  De  même  G,  résul- 
tera de  deux  groupes,  dont  l'un  (A',,  A",,...)  déplace  les  lettres  du  pre- 
mier système  seulement,  l'autre  A,  déplaçant  les  systèmes  d'un  mou- 
vement d'ensemble.  G  étant  contenu  dans  G,,  il  est  clair  que  (A"...) 
et  (A,  A')  devraient  être  respectivement  contenus  dans  (A't,  A"t,...) 
et  A,.  Cela  est  impossible  :  car  (A,  A'),  étant  non  primitif,  ne  peut  être 
contenu  dans  A,,  qui  est  primitif  (théor.  III). 
On  voit  donc  qu'on  aura  nécessairement 

ri  =  p\     d'où     ri'J'rirj" .. .  =  p"l'p"n", ...  : 

et,  que  pour  que  G  soit  contenu  dans  Gn  il  sera  nécessaire  et  suffisant 
que  A  soit  contenu  dans  A,  et  (A',  A"...)  dans  (A't,  A",...).  Mais  notre 
construction  suppose  que  A  est  un  groupe  primitif  aussi  général  que 
possible  :  donc  A  étant  contenu  dans  A,  se  confond  avec  lui.  On  verra 
de  même  que  pour  que  (A',  A",...)  soit  contenu  dans  (A'n  A",,...),  il  faut 
que  p"1'  =  riv  ,et  que  A', (A"...)  soient  respectivement  contenus  dans  A't, 
(A*...) Le  théorème  se  trouve  ainsi  démontré. 
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Les  résultats  obtenus  dans  ce  chapitre  peuvent  donc  se  résumer 
ainsi  qu'il  suit  : 

Théorème.  —  Les  décompositions  m  —  pnp"1' ...,  dans  lesquelles  deux 
facteurs  successifs  sont  à  la  fois  égaux  à  2,  ne  fournissent  aucun  groupe 
général. 

Ces  décompositions  étant  exclues,  il  existera  autant  de  classes  dis- 
tinctes d'équations  irréductibles  et  solubles  par  radicaux  du  degré  m 
qu'il  reste  d'autres  décompositions. 

Le  nombre  des  types  distincts  d'équations  irréductibles  et  solubles 
par  radicaux  de  la  classe  correspondante  à  la  décomposition  m  =  pnp'n' . . . 
est  égala  qq'...,  q,  <?'>•••,  désignant  respectivement  les  nombres  de 
types  distincts  dégroupes  résolubles  et  primitifs  pour  les  degrés  />",  p"1' .... 
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CONSIDÉRATIONS 

A  V appui  de  la  découverte  de  Laplace  sur  la  loi  de  probabilité 
dans  la  méthode  des  moindres  carrés; 

Par   M.    BIENAYMÉ   [*]. 


Extrait  des  Comptes  rendus  des  Séances  de  l'Académie  des  Sciences,  l.  XXXVII, 
séance  du  ?.q  août  i853. 


Dans  la  séance  du  8  août  i853,  l'Académie  a  entendu  des  re- 
marques, des  réflexions  faites  par  M.  Cauchy  et  par  M.  Le  Verrier  sur 
la  méthode  des  moindres  carrés.  Ces  réflexions  n'ont  pas  été  insérées 
dans  le  Compte  rendu,  à  mon  grand  regret,  car  elles  m'avaient  paru 
d'un  intérêt  véritable.  Il  n'a  été  publié  que  le  Mémoire  de  M.  Cauchy, 
dont  la  lecture  avait  fourni  l'occasion  de  celte  espèce  de,  discussion; 
et  je  n'ai  point  vu  reproduite  une  opinion  qui  m'avait  semblé  le  diriger 
dans  ses  observations  verbales.  M.  Cauchy  avait  nié  l'exactitude  du 
résultat  si  remarquable,  découvert  et  démontré  par  Laplace,  et  qui 
consiste  en  ce  que  la  méthode  des  moindres  carrés  s'applique  aux 
données  des  observations,  quelle  que  soit  la  loi  de  probabilité  des 
erreurs.  J'ai  cru  pouvoir  annoncer,  alors,  que  j'aurais  quelques  bonnes 
raisons  peut-être  à  présenter  à  l'appui  de  l'opinion  de  Laplace.  Je 
viens  les  exposer  le  plus  brièvement  possible;  quoique  je  sois  en  droit 
de  faire  remarquer  cependant  que  les  divers  Mémoires  ou  morceaux 
de  Mémoires  publiés  par  notre  savant  confrère,  dans  les  nos  5,  6  et  7 
du  Compte  rendu,  ne  justifient  nullement  son  assertion.   Loin  de  là, 


[*]  Depuis  longtemps  nous  nous  proposions  de  reproduire  dans  le  Journal  de  Ma- 
thématiques l'important  travail  de  M.  Bienaymé.  Quatorze  années  se  sont  écoulées; 
nous  croyons  pourtant  que  nos  lecteurs  l'accueilleront  encore  aujourd'hui  avec  un  vif 
intérét  (J.  L.) 
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selon  moi,  il  y  a  telles  parties  de  cette  analyse  si  féconde,  et  parfois 
trés-ingénieuse,  qui,  avec  bien  peu  de  changements,  démontreraient 
pleinement  la  découverte  de  Laplace.  Et  si  je  me  borne  à  l'indiquer, 
c'est  que  je  ne  veux  pas  même  avoir  l'air  d'en  faire  la  critique. 

La  critique  n'est  point  mon  but.  Les  travaux  critiques  que  j'aurai 
à  présenter  successivement  à  l'Académie  montreront  que  ce  n'est,  à 
mes  yeux,  entre  mes  mains,  qu'un  instrument  dont  je  suis  obligé  de 
me  servir  pour  parvenir  à  la  vérité.  Le  calcul  des  probabilités  donne 
lieu  à  de  singulières  illusions,  auxquelles  les  meilleurs  esprits  n'ont 
pu  toujours  se  soustraire.  Ce  calcul  est  le  premier  pas  des  Mathéma- 
tiques hors  du  domaine  de  la  vérité  absolue.  Elles  ne  l'ont  fait  qu'en 
tâtonnant,  pour  ainsi  dire.  Laplace  intitule  un  de  ses  chapitres  :  Des 
illusions  dans  l'estimation  des  probabilités.  Aussi  trouve-t-on  plus 
d'une  erreur  étayée  d'un  nom  recommandable,  plus  d'une  méprise 
échappée  à  des  hommes  qui  font  autorité.  La  science,  quoique  Pascal 
l'ait  créée  il  y  a  deux  siècles,  n'est  pas  bien  loin  de  son  origine.  Le 
développement  analytique  a  progressé  presque  seul.  Or,  dans  ces 
commencements  d'une  science,  celui  qui  cherche  le  vrai  semble  par- 
fois user  d'une  critique  bien  rigoureuse,  alors  qu'il  s'efforce  seule- 
ment de  sortir  de  l'obscurité,  de  faire  évanouir  les  fantômes  qu'on  y 
croit  apercevoir.  Il  se  voit  contraint  tout  à  la  fois  de  réduire  à 
d'étroites  limites  les  avantages  que  trop  de  précipitation,  trop  d'ima- 
gination avaient  fait  exagérer  outre  mesure;  de  mettre  en  évidence 
les  inconvénients  que  l'ardeur  des  premiers  succès  avait  dissimulés: 
parfois  aussi,  de  maintenir  les  points  justement  acquis  par  la  science 
contre  des  préventions,  des  jugements  inexacts  qui  la  feraient  rétro- 
grader. En  un  mot,  il  est  forcé  de  déblayer  le  terrain,  et  de  le  défendre 
pour  que  ses  successeurs  puissent  y  avancer  avec  sécurité.  C'est  ce 
que  peut  seule  faire  une  critique  impartiale.  Et  puis,  il  faut  bien  le 
dire,  la  nature  même  du  calcul  des  probabilités,  qui  traite  des  erreurs 
de  toute  espèce,  des  écarts  de  tout  genre,  de  l'incompatibilité  des 
observations  résultant  de  la  faiblesse  des  organes  humains,  de  la  dis- 
cordance des  données  statistiques,  discordance  que  produisent  les 
variations  physiques,  très-étendues  le  plus  souvent,  et  la  négligence 
ou  l'impéritie  avec  lesquelles  ces  variations  se  constatent;  la  nature 
de  ce  calcul  qui  traite  de  tous  ces  faits  pour  lesquels  a  été  forgé  le  mot 
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de  hasard,  si  pou  intelligible;  la  nature  même  de  ce  calcul  est  critique. 

J'aurai  donc  besoin,  pour  ce  caractère  de  plusieurs  de  mes  commu- 
nications futures,  d'une  bienveillante  disposition  de  l'auditeur  ou  du 
lecteur.  Je  la  sollicite  d'avance.  Il  y  a,  du  reste,  bien  longtemps  que 
la  plupart  de  mes  recherches  ont  été  faites.  Les  démonstrations  de 
certaines  erreurs  remontent  à  plus  de  trente  ans.  J'ose  espérer  qu'on 
voudra  bien  reconnaître,  dans  le  long  silence  où  elles  sont  demeu- 
rées, la  preuve  d'une  absence  complète  du  désir  de  critiquer.  D'ail- 
leurs, j'agirai  comme  je  l'ai  déjà  fait;  je  réduirai  la  critique  au  strict 
nécessaire,  et  je  crois  que  M.  Cauchy  le  verra  dans  ma  communica- 
tion actuelle. 

Et  cependant  l'opinion  de  Laplace  sur  le  sujet  qui  nous  occupe 
mériterait  bien  que  toutes  les  ressources  possibles  fussent  employées 
à  la  soutenir.  Il  ne  s'agit  pas  ici  seulement  de  la  méthode  des  moindres 
carrés,  d'une  combinaison  d'équations  à  résoudre,  qu'on  pourrait 
remplacer,  sans  grand  dommage,  par  une  autre  combinaison.  Peut- 
être,  s'il  ne  s'était  agi  que  des  erreurs  des  observations,  n'aurais-je 
pas  pris  la  parole  il  y  a  trois  semaines;  bien  que  je  dusse  supposer 
que  j'étais  un  peu  cause  de  l'amoindrissement  que  notre  savant  con- 
frère voulait  faire  subir  à  la  méthode  des  moindres  carrés.  Mais  voici 
pourquoi  j'ai  dû  parler.  C'est,  qu'on  le  sache  bien,  que  si  la  décou- 
verte de  Laplace  est  inexacte,  une  partie  considérable  de  son  grand 
ouvrage,  la  partie  la  meilleure,  en  ce  qu'elle  est  la  plus  applicable, 
la  plus  pratique,  se  trouvera  renversée  d'un  seul  coup.  Tous  les  cha- 
pitres qui  traitent  de  la  recherche  des  phénomènes  et  de  leurs  causes  ; 
de  la  probabilité  des  causes  et  des  événements  futurs  tirée  des  événe- 
ments observés;  des  durées  moyennes  de  la  vie,  des  mariages  et  des 
associations  quelconques  ;  des  bénéfices  des  établissements  basés  sur  la 
probabilité  des  événements,  etc.,  suivront  plus  ou  moins  complète- 
ment le  sort  du  célèbre  chapitre  IV  sur  la  probabilité  des  erreurs  des 
résultats  moyens,  où  se  trouve  démontrée  la  méthode  que  Legendre 
avait  fondée  sur  des  considérations  si  différentes.  Car  tous  ces  cha- 
pitres sont  appuyés  sur  un  principe  commun,  sur  la  réduction  d'une 
fonction  quelconque  à  des  termes  communs  à  toutes,  et  faciles  à 
calculer. 

Aussi  Laplace  avait-il  senti  sur-le-champ  l'importance  de  sa  décou- 
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verte.  A  peine  l'eut-il  faite,  qu'il  l'apporte  devant  cette  compagnie, 
et  qu'il  annonce  qu'il  va  publier  un  Traité  des  probabilités.  De  1770 
à  1809,  pendant  près  de  quarante  ans,  Laplace  avait  donné  des  Mé- 
moires nombreux  sur  les  probabilités:  mais,  quelque  intérêt  qu'il  y  eût 
dans  ces  Mémoires,  il  n'avait  pas  voulu  les  rédiger  en  théorie  géné- 
rale. Aussitôt  qu'il  a  reconnu  la  propriété  des  fonctions  de  probabi- 
lités, il  voit  clairement  que  c'est  un  principe  qui  régit  presque  toutes 
les  applications,  et  il  compose  sa  théorie. 

On  a  dit  souvent  que  cette  théorie  rendrait,  seule,  immortel  le 
nom  de  Laplace.  Mais  je  suis  fondé  à  croire  que  ces  paroles  ne  por- 
taient que  sur  les  beaux  développements  d'analyse  qui  lui  sont  dus; 
et  que  le  principe  de  probabilités,  si  général,  si  fécond,  n'a  frappé 
les  yeux  que  d'un  bien  petit  nombre  de  personnes.  S'il  n'en  était 
ainsi,  je  suis  persuadé  qu'au  lieu  de  l'ébranler,  de  le  révoquer  en 
donte,  on  s'efforcerait  de  le  consolider,  et  de  montrer  comment  La- 
place l'a  entendu;  comment  on  peut  en  abuser  par  des  applications 
mal  conçues,  ou  incomplètes;  comment  enfin  les  progrès  de  l'analyse 
peuvent  servir  à  répandre  le  jour  sur  le  calcul  des  probabilités.  Mais 
plusieurs  n'y  ont  vu  qu'une  occasion  de  problèmes  d'analyse,  et  ceux 
qui  ont  cherché  l'esprit  de  cette  analyse  se  sont  épuisés  en  vains 
efforts  pour  remplacer  les  calculs  de  Laplace  par  ce  qu'on  appelle  des 
démonstrations  faciles ,  des  preuves  populaires. 

Jusqu'ici,  il  ne  semble  pas  possible  d'opérer  ce  remplacement  dès 
qu'on  veut  connaître  la  grandeur  de  la  probabilité  d'une  erreur 
donnée.  L'analyse  suivie  par  Poisson,  l'analyse  que  M.  Cauchy  vient 
d'employer  avec  un  peu  plus  de  cette  rigueur  qui  doit  régir  les  Ma- 
thématiques, ne  donnent,  en  fait  de  calculs  numériques,  de  vraies 
applications  pratiques,  rien  de  plus  que  les  formules  si  commodes 
que  Laplace  a  su  tirer  de  la  sienne. 

Mais  si  l'on  veut  se  borner  à  démontrer  la  méthode  des  moindres 
carrés  en  ce  qui  touche  la  combinaison  des  observations,  sans  calcu- 
ler la  grandeur  de  l'erreur  et  seulement  en  prouvant  que  cette  mé- 
thode opère  de  manière  à  la  rendre  un  minimum,  il  ne  faut  plus 
d'analyse  transcendante,  ni  même  de  grande  contention  d'esprit,  une 
fois  qu'on  a  bien  envisagé  les  conditions  qui  font  un  principe  général 
de  la  découverte  de  Laplace. 

Tome'XII  (2e  série).  -  Mai  1867.  a' 
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Deux  choses,  en  elfet,  ont  toujours  surpris,  et  surprendront  tou- 
jours, quand,  pour  In  première  fois,  on  vient  à  considérer  le  résultat 
final  qu'il  a  livré   aux  observateurs.  C'est,   d'une  part,  que  l'inté- 

grale-=  /  cite  se  reproduit  sans  cesse,  comme  expression  appro- 
chée de  la  probabilité;  et  de  l'autre,  que  les  écarts  ou  les  erreurs 
sont  proportionnels  à  la  limite  de  cette  intégrale,  et  à  une  fonction  de 
la  moyenne  des  carrés  des  différences  entre  chaque  erreur  possible  et 
sa  moyenne.  C'est  là  tout  ce  qu'il  reste,  dans  l'approximation  de  La- 
place,  du  caractère  primitif  de  la  fonction  de  probabilité  qui  régnait 
pendant  les  observations. 

11  semble,  au  premier  abord,  qu'il  y  ait  un  lien  mystérieux  entre 
les  probabilités  et  cette  intégrale  qui  s'est  présentée  à  M.  Gauss  dans 
ses  premières  recherches,  comme  une  conséquence  du  principe  de  la 
moyenne  arithmétique  qu'il  adoptait  gratuitement,  et  qui  est  ensuite 
ressortie  de  l'analyse  de  Laplace,  basée  uniquement  sur  ce  que  les 
observations  sont  en  grand  nombre.  Aussi,  plus  d'un  savant  a-t-il 
pensé  qu'une  connaissance  mieux  approfondie  de  la  théorie  des  pro- 
babilités amènerait  à  reconnaître  que  la  loi  de  probabilité  des  erreurs 

est  représentée  par  la  fonction  —  e**"  .  Mais  c'est  là  une  de  ces  vues 

V* 
inexactes  qui  conduisent  à  des  conséquences  erronées  :  et  celle-ci  en 
a  produit  en  grand  nombre,  tant  au  point  de  vue  théorique  que  dans 
les  résultats  pratiques.  11  suffira  de  dire  ici  qu'il  n'y  a  pas  de  liaison 
nécessaire  entre  cette  exponentielle  et  les  lois  de  probabilités;  qu'elle 
n'est  qu'un  moyen  d'approximation  très-commode,  mais  qui  pourrait 
être  remplacé  par  d'autres  formules;  que  ce  qui  la  ramène  sans  cesse, 
c'est  qu'elle  est  très-propre  à  représenter  une  fonction  aux  environs  du 
maximum,  mais  qu'elle  ne  la  représente  qu'à  peu  près;  et  que  même 
dans  les  questions  où  elle  offre  le  plus  de  facilité  comme  approxima- 
tion, elle  donne  fréquemment  des  résultats  dont  la  fausseté  est  mani- 
feste dès  qu'on  veut  l'employer  à  des  raisonnements  un  peu  com- 
plexes, au  lieu  de  la  tenir  pour  ce  qu'elle  est  réellement,  c'est-à-dire 
pour  une  pure  machine  arithmétique,  bonne  aux  calculs  numériques. 
Mais  il  n'en  est  pas  ainsi  de  la  moyenne  des  carrés  des  différences 
des  erreurs  à   leur  moyenne.  Ce  n'est  pas  un  élément  arbitraire  de 
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l'approximation,  ni,  comme  le  croyait  M.  Gauss,  une  mesure  arbi- 
traire de  la  précision,  à  laquelle  on  pourrait  substituer  toute  autre 
moyenne  de  puissances  de  degré  pair.  Tout  au  contraire,  la  moyenne 
des  carrés  renferme  la  condition  fondamentale  du  développement  des 
probabilités  à  mesure  que  les  observations  se  multiplient;  et  s'il  n'est 
pas  permis  de  dire  à  priori  qu'on  ne  saurait  trouver  quelque  fonction 
plus  avantageuse  (autre  que  les  moyennes  de  degré  pair),  on  peut 
affirmer  que  dans  l'hypothèse  d'une  telle  découverte  la  fonction  pour- 
rait être  remplacée  par  un  emploi  convenable  de  la  moyenne  des 
carrés. 

La  raison  en  est  bien  simple.  Pour  l'expliquer,  je  prendrai,  comme 
l'a  fait  M.  Cauchy,  le  cas  le  plus  ordinaire  de  la  méthode  des  moindres 
carrés. 

Lorsqu'on  veut  résoudre  un  système  d'équations  du  premier  degré 
où  entrent  des  quantités  observées  w,,  w2,  w3,...,  qui  sont  affectées 
de  certaines  erreurs  égales  respectivement  à.eM  ea,  68)...j,  on  multiplie 
chacune  de  ces  équations  par  un  des  facteurs  arbitraires  ht,  h2,  ^3,..., 
assujettis  à  faire  disparaître  toutes  les  inconnues,  sauf  une  seule,  que 
l'on  obtient  sous  la  forme 

oc  =  hK  wt  H-  h2  w2  -+-  h3  w3  H- . . . , 

de  sorte  que  Terreur  de  x  a  pour  valeur 

|  =s  h,  e{  H-  /i2s2  -+-  hz €3  -4-. . . . 

En  général,  l'erreur  £  est  susceptible  de  toutes  les  valeurs  possibles, 
parce  que  les  signes  des  coefficients  et  ceux  des  erreurs  sont  déjà  dé- 
terminés, et  qu'on  ne  peut  disposer  complètement  des  facteurs  h,  qui 
doivent  satisfaire  à  /  —  i  équations,  s'il  y  a  !  inconnues,  afin  d'en 
éliminer  i  — .  i . 

Il  s'agit  donc,  pour  obtenir  la  probabilité  de  £,  d'examiner  quelle 
est  la  loi  de  probabilité  d'une  somme  de  n  produits,  s'il  y  avait  n 
équations,  chaque  produit  formé  d'une  erreur  multipliée  par  un 
facteur  donné. 

Soit  bt  la  probabilité  d'une  erreur  e4,  de  manière  que  la  somme 

b,  -+-  b,  -+-  b3  -+-...=  i, 

21 . . 
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comme  cela  doit  être;  et  considérons  le  polynôme 

bx  zy'  -+-  b2  z*>  H-  b2  z"'  -*-...=  S.bz"=  >  (z), 

dans  lequel  un  exposant  a,  est  une  fonction  déterminée  de  l'erreur  it. 
Si  l'on  fait,  de  même, 

S.bz*  =<Hz),     S.bz<  =  z(z),..., 

S,  7,  etc.,  étant  des  fonctions  des  erreurs,  il  est  évident  que  le  pro- 
duit 

S.bz"x  SizcxSi2'/x...=  ?(z).t(z)./(z)...=  P 

aura  dans  chacun  de  ses  termes,  comme  exposant,  l'une  des  valeurs 
de  toutes  les  sommes  que  l'on  peut  former  en  ajoutant  n  des  quantités 
?,  Ç,  y,  etc.,  prises  à  volonté,  et  pour  coefficient  la  probabilité  de  cette 
valeur.  Ainsi  ce  produit  P,  ordonné  par  rapport  à  la  grandeur  des 
exposants  de  z,  quels  qu'ils  soient,  présentera  la  loi  de  probabilité 
des  sommes  dont  une  seule  a  pu  se  rencontrer  dans  les  expériences 
ou  observations;  de  même  que  <p.(z)  =  S.bz"  présente  la  loi  de  pro- 
babilité des  quantités  a.  Désignant  par  ot  l'une  des  sommes 

a  -+-  £  -h  7  -+- . . . 

et  par  B,  la  probabilité  correspondante,  on  pourra  écrire  P  =  S.Bz% 
et  ce  qui  va  être  dit  de  <p  (z)  s'appliquera  au  produit  P. 
On  sait  que  les  dérivées  logarithmiques  de  9  (z)  seront 


?(z) 


?'T(*)  _  ,  ?'"(*)  ?'(*)  _  3  [y»?   ,    .  a  t"(«)[t'W  _  fi  [?'(=)]' 

Mais  on  sait  aussi  que  les  dérivées  logarithmiques  d'un  produit 

P  =  f(«)  +  (»)X  W- 
sont  respectivement  les  sommes  des  dérivées  de  même  ordre  des  loga- 
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rithmes  des  facteurs 

efe"  dzn  <lzn  dz" 

Quel  que  soit  cet  ordre,  cette  dérivée,  si  le  produit  se  réduit  à  une 
puissance,  est  donc  simplement  égale  à  n  fois  la  dérivée  de  l'unique 
facteur  de  la  puissance.  Celte  propriété  singulière  est  un  des  fonde- 
ments du  calcul  des  probabilités,  comme  on  le  reconnaît  en  examinant 
ce  que  deviennent  ces  dérivées,  alors  qu'on  y  fait  disparaître  la  va- 
riable z,  qui  n'a  été  introduite  que  pour  porter  les  exposants. 

On  peut  remarquer,  d'abord^  que  la  première  dérivée  de  <p  (z)  est 

»'fz)  S.6azK-' 


n2)         s.fo* 

et  que,  partant,  pour  z  =  i,  cette  dérivée  se  réduit  à  S.ôa,  c'est-à  dire 
à  la  moyenne  des  quantités  a.  On  en  conclut  que  dans  le  produit  P, 
la  première  dérivée  logarithmique  est  de  même  la  moyenne  S.Bc;  et 
comme  cette  première  dérivée  est  nécessairement  la  somme  des  pre- 
mières dérivées  de  chacun  des  facteurs,  il  en  ressort  immédiatement 
que  la  valeur  moyenne  des  sommes  a  des  quantités  a,  ë,  y,  etc.,  est  la 
somme  des  valeurs  moyennes  de  ces  quantités,  c'est-à-dire  qu'on  a 

S.B<7  =  S.6a  -h  S.bS-h  S. 67  +  .... 
Si  respectivement  a,  ±=  ë,  =  y, ■=...,  il  vient 

S. B<7  =  nS.ba. 
Si  a,  =  /?,  st-,  §,■  =  h2  S/,  y,-  =  //3sn  etc.,  on  obtient  alors 

S.Bff  =  (/?1  +  //2  +  //,  +.. JS.be. 

Ces  formules  étaient  connues.  Elles  expriment  ce  qu'on  peut  appeler 
la  conservation  de  la  moyenne  arithmétique,  dans  les  successions 
d'événements  composés  d'événements  simples  soumis  à  une  même  loi 
de  probabilité.  La  moyenne  des  sommes  d'événements  est  la  somme, 
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ou  un  multiple,  des  moyennes  d'événements  simples.  Avec  d'autres 
conditions,  il  y  aurait  d'autres  modes  de  combinaison  des  moyennes. 
Celui-là  suffit  pour  ce  dont  il  s'agit  en  ce  moment. 

Mais  la  moyenne  arithmétique  n'est  point  la  seule  qui  se  conserve 
ainsi. 

On  a  visiblement 

f{z)  =  S.ba{a  -  i)z"-2  =  S.&aV'  -  S.baf  ; 
par  suite,  la  seconde  dérivée  logarithmique 

?(*)  ""  [j?Ô0J  "  S.bz*  L     S.fcz"     J" 

et  faisant  z  =  i, 

US  -  r^T=  S.£*8  -  (S.bar  -  S.*  a. 
?(0       l.?(ï)J 

Semblablement,  la  seconde  dérivée  du  produit 

P  =  8.B*° 

sera,  pour  z ■  =  i, 

S.B<72  -  (S.Btr)2  -  S.B<7. 

D'où  l'on  conclut  sur-le-champ,  en  ayant  égard  à  la  valeur  de  S.Bo-, 

S.Bcr2  -  (  S.Bcr)2  =  S. bec2  -  {S.ba)'2 
-f-S.èê2  -  (S.6S)2 
4-S.^72-(S.//7)2  H-.... 
Posant 

pff  =  S.6a,     |x6  =  S.ôê,     /xy  =  S.by,...,     |tAff  =  S.B<r, 

on  peut  remarquer  que  la  moyenne  des  carrés,  diminuée  du  carré  de  la 
moyenne,  est  égale  à  la  moyenne  des  carrés  des  différences  de  toutes 
les  quantités  à  leur  moyenne;  de  sorte  qu'on  trouve 

S.B(a-^)2=S.6(a-/J.K)2  +  S.A(ê-^)2+.... 
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Pour  le.  cas  d'égalité  des  a,  g,  y,  etc.,  il  vient  donc 

S.B(<7-^  =  rcS.6(«-^)2; 
et  pour  le  cas  de 

comme  alors 

si  ]a  =  S.bz,  on  obtient 

S.B  (a  -  ^)2  =  (A?  +  AJ  ^  Af-tf.-O  S.fi  (1  -  j*)a. 

Par  conséquent,  on  voit  que  la  moyenne  des  carrés  des  différences 
entre  la  moyenne  arithmétique  et  les  diverses  quantités  dont  elle  se 
compose  se  conserve  de  la  même  manière  que  la  moyenne.  Dans 
une  suite  d'événements,  elle  est  un  multiple  de  la  moyenne  des  carrés 
des  écarts  des  événements  simples. 

D'après  ces  résultats,  comme  Laplace  a  enseigné  à  se  débarrasser 
de  la  moyenne  arithmétique,  on  peut  admettre  que  les  quantités  a, 
ë,  7,  etc.,  soient  déjà  diminuées  de  leurs  moyennes  dans  les  poly- 
nômes çp(z),  ty{*h  X(z)>  etc->  et  alors  ?'(*)»  f  (z)>  X'  (z)>  etc-'  se 
réduiront  à  zéro  pour  z  =  1.  Les  dérivées  logarithmiques  se  réduiront 
donc  à 

?"(0,  ?'"(«),  <r(.)-3[9v(i)]v... 

Rien  n'est  plus  facile  que  d'en  conclure  que 

S.B(<7-^)3  =  S./,(«-^)3 

+  s.A{6-fii)« 

+  S.6(y-^)»+..., 

ou  que  la  moyenne  des  cubes  des  écarts  des  événements  composés 
est  encore  la  somme  des  moyennes  des  cubes  des  écarts  des  événe- 
ments simples.  Mais  dès  la  puissance  4e  il  n'en  est  plus  ainsi,  et  l'on 
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trouve,  par  des  calculs  analogues  aux  précédents, 

S.B(or-^)*-3[S.B((r-^)7 
=  S.B(a-fxa)*-3fS.B(a-/ia)7 

-+-S.B(ë-f,g)*-3[S.B(ê-f,s)2]24-.... 

Il  en  résulte  que  la  moyenne  des  4es  puissances  ne  se  conserve  pas. 
En  effet,  pour  avoir  cette  moyenne  S.B(c — fO%  i'  faudra  ajouter 
aux  deux  membres  de  cette  relation  3  [S.B  (a  —  p.j2]2,  qui  sera  évi- 
demment de  l'ordre  de  n2  pour  a  =  ë  =  7  =  . . . ,  et  de  l'ordre  de 
[h\  -h  h\  -f-  h\  -K..)2,  pour  le  cas  de 

ai  =  h*  £n      ^1  —  "a^/j  — 

Partant,  ce  terme  sera  d'un  ordre  bien  supérieur  à  celui  des  termes 
du  second  membre  de  la  relation,  quand  n,  ou  le  nombre  des  obser- 
vations,  sera   très-grand  :  ces  termes   n'atteignent   effectivement  que 
l'ordre  rc,  et  offrent  des  signes  différents. 
On  pourra  donc  poser 

S.B  (o-  —  nay  —  n-C  -+■  «C,  ; 

et  dans  l'évaluation  de  cette  expression,  ce  sera  surtout  au  terme  eu 
?r  qu'il  faudra  avoir  égard,  et  pour  n  très-grand,  à  ce  terme  presque 
uniquement. 

On  reconnaît  ainsi  cjue  c'est  seulement 


^S.B(<r-^)*  =  iii/ç  +  ic' 


qui  conserve  l'ordre  du  grand  nombre  n. 
De  plus,  comme 

waC=  3  [S. 6  (a  -  ^f  H-  S.6(€  —  /u.G)2  -H...J2, 
on  trouvera 


\/s.v(*-i\Y  =  p.*  («  -  ^y  +  S.B  (g  -  lhy  +  ...]  y73  +  ?.£ 
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Ce  qui  montre  avec  évidence  comment  la  considération  des  4es  puis- 
sances ramènerait  à  discuter  simplement  la  somme  ou  la  moyenne  des 
carrés. 

Dans  la  question  qui  nous  occupe,  la  somme  des  cubes,  on  le  voit 
bien,  ne  saurait  être  d'aucune  utilité,  non  plus  qu'aucune  somme  de 
puissances  impaires,  parce  que  ces  puissances  sont  affectées  de  signes 
différents  dans  les  termes  de  côtés  opposés  de  la  moyenne;  et,  par 
conséquent,  les  sommes  et  les  moyennes  de  puissances  impaires 
ne  sont  réellement  que  des  différences  qui  ne  pourraient  servir 
aux  raisonnements  qui  vont  suivre.  Il  suffit  donc  de  s'arrêter  aux 
puissances  paires. 

Mais  il  est  bien  facile  de  s'assurer  que  toute  dérivée  logarithmique 
d'ordre  pair  il  conduira,  pour  la  moyenne  des  puissances  ai,  a  des 
résultats  analogues  à  celui  que  donnent  les  puissances  4es;  car  il  est 
manifeste  que  cette  dérivée  contiendra  [<p"(i)]S  et  que,  par  suite, 
S.B(<r  —  l^)3'  contiendra  la  puissance 

[s.b  (a  ~^y-  +  s.b(Ç-^y +...]<, 

qui  sera  de  l'ordre  nly  ordre  supérieur  à  celui  de  tous  les  autres 
termes.  Ainsi  ce  sera  seulement  vS.B(c  —  pO2'  qui  conservera  l'ordre 
de  n;  et  cela  uniquement  par  le  grand  terme  contenant  la  somme  des 
moyennes  des  carrés.  Il  n'y  aura  donc  nul  moyen  d'éviter  la  discussion 
de  cette  somme. 

Ces  remarques  mettent  hors  de  doute  l'erreur  commise  par  M.  Gauss, 
qui,  comme  je  l'ai  dit,  avait  affirmé  que  le  choix  de  la  somme  des 
carrés  était  arbitraire,  et  qu'on  pourrait  à  volonté  prendre  pour 
mesure  des  écarts  des  observations  une  somme  de  puissances  quel- 
conques (voir  Theoria  combinationis  observationum  minimis  erroribus 
obnoxiœ).  Cela  soit  dit  en  passant.  Ici  les  mêmes  remarques  con- 
statent que  la  seule  moyenne  des  carrés  se  conservant  dans  Tordre 
nécessaire,  et  se  représentant  dans  toutes  les  sommes  de  puissances 
suivantes,  il  n'y  aura  pas  ouverture  à  nouvelle  discussion. 

Maintenant,  rien  ne  sera  plus  facile  que  de  reconnaître,  par  l'ex- 
pression 

S.B  (a  -  ^y  =  (h*  +  ^  +  h\  -K..)S.B  (6  -  fx)a, 

Tome  XII  (ae  aérie).  —  Mai  1867.  22 
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qu'il  faut  rendre  un  minimum  la  somme  des  carrés  des  facteurs  ht. 
Dans  la  résolution  des  équations  données,  ces  facteurs  sont  géné- 
ralement de  l'ordre  de  -;  et,  par  suite,  la  somme  de  leurs  carrés  est  du 

même  ordre. 

Donc  la  moyenne  S.B(<r—  jx  \a  sera  d'autant  plus  rapprochée  de 
zéro  (ou  du  terme  milieu  du  polynôme  qui  aura  zéro  pour  exposant), 
que  S. h2  sera  moindre  ou  que  n  sera  plus  grand.  Donc,  ce  nombre 
croissant,  toute  la  probabilité  dans  le  produit  P  se  concentrera  dans 
les  termes  voisins  du  milieu.  Il  faut  bien  qu'il  en  soit  ainsi,  puisque  le 
nombre  des  termes  de  P  est  infini,  ou,  s'il  est  fini,  qu'il  est  très-grand 
de  l'ordre  de  n\  et  que  les  exposants  a  deviennent  infinis,  ou  du  moins 
de  ce  même  ordre  très-élevé.  Si  à  une  distance  un  peu  considérable 
du  terme  milieu,  dont  la  moyenne  des  carrés  se  rapproche  sans  cesse, 
il  subsistait  des  termes  réunissant  quelque  probabilité,  il  est  manifeste 
que  ce  rapprochement  deviendrait  impossible.  Pour  n  infiniment 
grand,  la  moyenne  des  carrés  est  infiniment  petite;  or  tous  ces  termes 
sont  positifs  :  donc  tous  ceux  dans  lesquels  entrent  des  écarts  qui  ont 
quelque  valeur  sensible  ne  réunissent  qu'une  probabilité  infiniment 
petite.  Il  ne  reste  de  probabilité  qu'aux  écarts  les  plus  voisins  de  zéro. 

Il  faut  toutefois  bien  entendre  qu'un  écart  de  l'ordre  de  —  sera 

encore  très-voisin  de  zéro,  puisqu'il  s'agit  de  la  moyenne  des  carres 

qui  est  de  l'ordre  de  —,  et  qu'ainsi  le  carré  de  cet  écart  sera  bien  de 

l'ordre  même  de  cette  moyenne. 

Bien  avant  que  n  soit  infini,  on  conçoit  sans  doute  actuellement 
d'une  manière  nette  que  quand  ce  nombre  deviendra  très-grand,  les 
écarts  probables  seront  très- petits,  selon  que  la  moyenne  de  leurs 
carrés  deviendra  plus  petite.  Us  diminueront  avec  cette  moyenne,  et 
réciproquement  elle  diminuera  avec  ces  écarts.  De  sorte  qu'en  rendant 
cette  fonction  un  minimum,  on  renfermera  l'erreur  dans  les  limites 
probables  les  plus  étroites.  Mais  on  sait  que  cette  condition  du  mini- 
mum conduit  au  procédé  que  Legendre  a  appelé  méthode  des  moin- 
dres carrés.  C'est  donc  cette  méthode  qu'il  faut  suivre  quand  on  traite 
des  équations  plus  nombreuses  que  les  inconnues  cherchées. 
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Si  ces  considérations  ne  suffisent  pas,  on  peut  calculer  au  moins  la 
forme  de  la  probabilité,  et  la  marche  de  la  grandeur  qu'elle  prend 
avec  le  nombre  croissant  des  observations. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'erreur  doive  être  comprise  entre  les 
limites 


±t\J2S.b{z  —  p.)2- 
Après  n  observations,  la  moyenne  des  carrés  s'exprimant  par 

S. h2  x  S. b  (s  —  ju.)2     ou  bien  par     -  S.6(e  —  p.)2, 

le  nombre  h  étant  très-petit  relativement  à  «,  les  limites  pour  rester 
constantes  prendront  la  forme 


*f  y» =■■*<«- «*>•■ 

Mais  puisque  la  moyenne  des  carrés  est  -S.b(i  —  |x)2,  il  est  clair 

que  les  termes  de  cette  moyenne  placés  au  delà  des  limites  ci-dessus 
ne  peuvent  en  fournir  qu'une  fraction  f.  La  somme  de  ces  termes 
est  donc 


D'un  aulre  côté,  p  étant  la  probabilité  de  tous  ces  termes  au  delà  des 
limites,  on  aura  évidemment 

0  étant  inférieur  à  i,  puisque  t-.i§.b[i  —  fx)2  est  le  plus  petit  des 
écarts  qui  entrent  dans  les  termes  en  question. 
Égalant  ces  deux  valeurs  de  S,  on  obtient 

if1  k 

aa.. 
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et  la  probabilité  que  l'erreur  tombe  entre  les  limites  assignées  sera 

Qf  A 

i  —  n  =  i —•-■ 

1  it2   n 

Ainsi  la  probabilité  croît  constamment  avec  le  nombre  des  observa- 
tions. Pour  une  même  probabilité,  les  limites  se  resserrent  donc, 
ainsi  qu'il  a  été  dit. 

L'esprit  de  l'analyse  de  Laplace  est  dès  lors  facilement  saisissable  ; 
et  si  l'on  veut  calculer  avec  précision  la  grandeur  de  la  probabilité 
obtenue,  on  peut  reprendre  cette  analyse.  On  pourra,  si  on  le  préfère, 
adapter  aussi  à  ce  calcul  celle  que  M.  Cauchy  a  donnée  dans  le  Compte 
rendu  de  la  séance  du  16  août,  p.  269  et  antérieures. 

Mais  les  considérations  précédentes  ne  laissent  aucun  doute  sur 
les  propriétés  de  la  moyenne  des  carrés.  Comme  le  raisonnement 
a  été  général,  il  s'ensuit  que  la  fonction  de  probabilité  peut  être 
quelconque. 

J'ai  hâte  d'arriver  aux  exceptions  signalées  par  M.  Cauchy,  car  elles 
ne  modifient  nullement  l'opinion  de  Laplace. 

Il  semble,  au  premier  abord,  qu'il  n'ait  pu  dire  une  fonction  quel- 
conque, puisqu'il  faut  pour  la  discussion  précédente  que  la  moyenne 
des  carrés  des  écarts,  S.B  (e  —  //.)*,  soit  une  quantilé  finie.  Mais  qui  ne 
voit  que  Laplace  a  exclu  toute  fonction  des  erreurs  qui  n'offrirait  pas 
une  valeur  finie  de  la  moyenne  des  carrés  de  leurs  écarts?  Il  n'avait  pas 
besoin  de  le  dire,  puisque  cette  moyenne  entre  dans  tous  ses  calculs,  et 
sert  de  mesure  à  ce  qu'il  a  nommé  le  poids  des  résultats.  Sans  nul  doute, 
il  aurait  pu  ajouter  expressément  cette  exclusion  de  toute  fonction  de 
probabilité  incapable  de  donner  une  moyenne  finie  des  carrés  des 
écarts.  Il  est  probable  qu'il  ne  l'a  point  fait,  parce  qu'il  regardait 
comme  évident  que  dans  des  observations,  je  ne  dirai  pas  même  pré- 
cises, mais  seulement  conduites  avec  quelque  connaissance  des  in- 
struments, les  erreurs  sont  finies,  et,  par  cela  même,  toutes  les  fonc- 
tions de  probabilités  offrent  une  moyenne  finie  pour  les  carrés,  et 
bien  plus  pour  les  puissances  supérieures  des  écarts.  Ces  dernières 
moyennes  sont  inutiles,  toutefois;  elles  n'entrent  que  dans  un  reste 
que  Laplace  néglige;  et,  dans  le  passage  cité  de  M.  Cauchy,  on  trou- 
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vera,  si  l'on  n'est  satisfait  des  motifs  de  Laplace,  une  autre  face  de  la 
même  analyse  qui  pourra  contenter  davantage  ceux  qui  aimeront 
une  évaluation  analytique.  Malheureusement,  il  ne  sera  pas  plus  pra- 
ticable de  déduire  une  évaluation  numérique  exacte  des  formules  de 
M.  Cauchy. 

Au  surplus,  qu'on  suppose  un  instant  les  erreurs  sans  limites,  et, 
par  suite,  que  la  moyenne  des  carrés  n'a  point  de  valeur  finie.  Les 
observations  mêmes  en  avertiront  l'observateur  le  moins  attentif.  Car 
il  faudra  que  les  grandes  valeurs  des  erreurs  aient  une  probabilité 
notable;  et  dès  lors  elles  se  présenteront,  sinon  aussi  souvent  que  les 
autres,  du  moins  en  proportion  assez  grande.  Ainsi,  l'on  aura  des 
observations  effroyablement  discordantes;  et  nul  doute  qu'elles  ne 
soient  rejetées,  et  que  les  instruments  ou  les  procédés  d'observations 
ne  soient  soumis  à  une  correction  très-fondée. 

Qu'on  prenne  pour  exemple  la  fonction  de  probabilité 


■K      I  -+-   #JSS 


indiquée  par  M.  Cauchy,  dans  la  séance  du  8  août  (p.  206  des 
Comptes  rendus).  On  va  reconnaître  que  l'instrument  affecté  d'une 
pareille  loi  de  probabilité  ne  serait  pas  même  mis  en  vente  par  un 
artiste  ordinaire.  On  ne  saurait  quel  nom  donner  à  l'établissement 
qui  l'aurait  construit. 

Pour  simplifier,  'je  suppose  la  constante  k  =  1,  et  l'on  a,  pour  la 
probabilité  d'une  erreur  numériquement  inférieure  à  c, 

Cc  >  /•/  x      2   rc   dt        2 
2I    «£/(£)=-/    =  -  arc  tangc. 

De  là  on  tire  la  petite  Table  que  voici  : 

Probabilités.  Limite  d'erreur. 

0,1  o,i5838 

0,2  o,32492 

0,3  0,50953 

0,4  0,72654 

0,5  I 
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Probabilités.  Limite  d'erreur. 

0,6  1 ,37  638 

0,7  1,96261 

0,8  3,07  768 

0,9  6,3i  375 

I  00 

On  voit,  quelque  mesure  qu'on  veuille  prendre  pour  unité  d'erreur, 
qu'il  sera  tout  aussi  facile  de  trouver  une  erreur  six  fois  plus  grande, 
on  six  fois  plus  petite,  que  d'en  rencontrer  une  voisine  de  cette  unité. 
Les  grandes  erreurs  se  montreraient  donc  très-vite.  Un  calcul  simple 
fait  voir  qu'il  y  a  2  contre  1  à  parier  d'en  trouver  une  sur  dix 
observations,  et  plus  de  7  contre  1  si  l'on  en  exécute  seulement 
vingt. 

L'attention  la  plus  ordinaire  sera  bientôt  mise  en  garde  contre  un 
pareil  instrument. 

Mais  il  y  a  plus  :  ce  serait  un  instrument  fort  singulier.  Il  y  aurait 
tout  autant  de  sécurité  dans  une  seule  observation  que  dans  la 
moyenne  de  10,  de  20,  de  1000  ou  d'un  nombre  quelconque  d'obser- 
vations, ou  plutôt  il  y  aurait  le  même  danger  dans  la  moyenne  de 
1000  observations  qu'avec  une  seule.  Il  est  très-facile,  en  effet,  de 
s'assurer  que  la  loi  de  probabilité  B  de  la  moyenne  [x  de  n  observa- 
tions est  exactement  la  même, 

quel  que  soit  /i,  petit  ou  grand,  que  la  loi  d'une  seule  erreur.  On  pos- 
séderait alors  un  instrument  avec  lequel  il  n'y  aurait  qu'une  seule 
observation  à  exécuter. 

On  avouera  qu'un  pareil  exemple  ne  saurait  être  élevé  contre  la 
découverte  de  Laplace.  Certes,  le  mot  fonction  quelconque  ne  peut 
comprendre  que  des  fonctions  capables  de  donner  des  résultats  tant 
soit  peu  exacts,  et  d'autant  plus  exacts  que  l'observateur  se  donne  la 
peine  de  multiplier  ses  opérations  difficiles. 

Aussi  M.  Poisson,  qui  a  le  premier  fait  remarquer  la  fonction 
arc  tange,  n'en  a-t-il  pas  eu  moins  de  confiance  dans  la  méthode  des 
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moindres  carrés.  Il  se  contente  de  dire  qu'on  ne  rencontre  sans  doute 
pas  cette  hypothèse  dans  la  pratique. 

Outre  l'exclusion  des  fonctions  de  probabilité  qui  n'ont  pas  de 
moyenne  finie  des  carrés  des  erreurs,  et  qui  seront  décelées  par  les 
observations,  il  faut  encore,  pour  que 

S.B  (o-  -  /jg2  =  [h\  -f-  h\  +  h\  +  ...)S.£  (s  -  p.)2 

devienne  de  plus  en  plus  petite  avec  -?  ou  à  mesure  qu'on  fait  plus 

d'observations;  il  faut  visiblement  encore  que  les  facteurs  #,,  //2, 
#.,,...,  ne  forment  pas  une  série  décroissante  à  l'infini.  C'est  encore 
à  M.  Poisson  qu'appartient  la  remarque  de  ce  cas  abstrait.  Je  n'ai 
publié  qu'après  lui  un  extrait  de  mon  travail  sur  V effet  de  l'intérêt 
composé  [Procès -verbaux  de  la  Société  Philomathique ,  i83o,,  et 
journal  V Institut }  n°  286),  où  j'ai  montré  que  les  facteurs  qui  mul- 
tiplient les  écarts  croissent  en  progression  géométrique,  dans  la  pra- 
tique des  établissements  financiers  et  du  commerce,  de  manière  à 
exiger  la  multiplication  des  affaires  dans  un  temps  très-court.  Mais 
on  peut  mettre  en  question  si  une  pareille  série  de  facteurs  se  rencon- 
trera jamais  parmi  ceux  qui  se  présentent  pour  résoudre  un  système 
d'équations,  toutes  capables  de  donner  des  valeurs  des  mêmes  incon- 
nues. Tl  n'existera,  en  effet,  d'erreurs  que  sur  les  termes  tout  connus; 
et  il  faudrait  admettre  qu'il  y  a  des  équations  dans  lesquelles  ces 
erreurs  sont  insignifiantes,  pour  qu'il  y  eût  lieu  de  les  multiplier  par 
une  suite  de  facteurs  qui  convergent  rapidement.  Cependant  il  est 
bien  clair  que,  quand  même  ce  cas  arriverait  à  l'improviste,  la  discus- 
sion à  laquelle  tout  observateur  doit  soumettre  ses  données  l'avertirait 
sur-le-champ  :  de  même  que  par  l'examen  des  données  financières, 
j'ai  été  averti  de  cette  action  dévorante  de  l'intérêt  composé  et  des 
dépenses  qui  influent  à  la  manière  de  l'intérêt  composé. 

Dans  ce  cas  donc,  il  ne  faudrait  pas  dire  que  la  méthode  fait  défaut  : 
car  elle  ne  fera  défaut,  alors  même,  qu'à  ceux  qui  l'appliqueront  sans 
la  bien  connaître,  et  qui  voudront  qu'elle  les  dispense  de  tout  examen. 
Il  faut  convenir  que  c'est  là  une  chose  impossible,  et  que  la  discussion 
des  observations  doit  précéder  de  bien  loin  l'application  de  la  méthode 
de  Legendre  et  de  Gauss,   tant  recommandée  par  Laplace,  et  par 
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Bessel,  cet  observateur  consommé,  à  qui  personne  ne  pourra  objecter 
le  défaut  de  pratique,  défaut  qui  se  fait  plus  d'une  fois  sentir,  même 
chez  Laplace  et  chez  Poisson. 

Je  crois  avoir  fourni  à  l'appui  de  la  découverte  de  Laplace  des 
raisons  qui  ne  peuvent  guère  laisser  passage  aux  objections.  Il  y  aurait 
à  donner  sur  l'emploi  de  la  méthode  un  grand  noYnbre  de  détails  dans 
lesquels  il  serait  impossible  d'entrer.  Je  renvoie  donc  à  cet  égard  aux 
ouvrages  originaux  de  Gauss  et  de  Laplace. 
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DES   VALEURS   MOYENNES; 

Par  M.  P.-L.  DE  TCHÉBYCHEF 


Traduction   du    russe,   par  M.    N.    de   Khanikof 


Extrait  du  Recueil  des  Sciences  mathématiques,  t.  il. 


Si  nous  convenons  d'appeler  espérance  mathématique  d'une  gran- 
deur quelconque,  la  somme  de  toutes  les  valeurs  qu'elle  est  suscep- 
tible de  prendre,  multipliées  par  leurs  probabilités  respectives,  il  nous 
sera  aisé  d'établir  un  théorème  très-simple  sur  les  limites  entre  lesquelles 
restera  renfermée  une  somme  de  grandeurs  quelconques. 

Théorème.  -—  Si  Von  désigne  par  a,  b,  c...,  les  espérances  mathé- 
matiques des  quantités  œ,  j-,  z...,  et  par  aK>  bt,  c,,...  les  espérances 
mathématiques  de  leurs  carrés  œ2,  j2j  z2_,...,  la  probabilité  que  la 
somme  x+j  +  z...  est  renfermée  entre  les  limites 


a  -f-  b-{-  c  -+-.,.-+-  a \Jai  +  i,  +  c,  -+-...—  a-  —  b'2  —  c1 
et 


a  -+-  b  -+-  c  -h .  .—  <xs/a,  -\-  b,  -\-  ct  -h . . .  —  a2  —  b2  —  c2  — 

sera  toujours  plus  grande  que  i p  quel  que  soit  a. 

Démonstration.  —  Soient 

JC(1       X^i       ûC^f.-f       &i, 

Zt,         Z2,  Z3,...,         Zn, 


Tome  XII  (je  série).  —  Juin  18G7. 


2  3 
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toutes  les  valeurs  imaginables  des  quantités  x,  y,  z,...,  et  soient 

Pn     P2,     Pst  >••>     Ph 

')  5        '25         '  3  1  ■  •  •  1        'ni 


les  probabilités  respectives  de  ces  valeurs,  ou  bien  les  probabilités  des 
hypothèses 

X.    —  3- \i         *21        X3  , .  .  .  ,        "*/> 


Z  =  Z, 


Conformément  à  ces  notations,  les  espérances  mathématiques  des 
grandeurs  x,  y,  z,. ..,  et  de  x2, y*,  z2,.--  s'exprimeront  ainsi  : 


(0 


» 


a  =  p<  .r ,  -h  p2  jc.2  -f-  p3  x2  -h  . . .  -f-  pi  och 

b  =  qiyl  H-92j2  +  7»j3  +---+9»Jr«» 

c  =  r,  z,  h-  r2  z2  h-  r3  z3  4- ...  -h  rH  z,„ 

a(=  p,cc;  -+-  p2  x\  -+-  p3  x\  -h. ..+  />,  x2, 

c,  =  r,  zj  -4-  i\z\  -+-  r3zl  +...4-  r„  zj, 


Or,  comme  les  hypothèses  que  nous  venons  de  faire  sur  les  quan- 
tités oc, y,  z,...  sont  les  seules  possibles,  leurs  probabilités  satisferonl 
aux  équations  suivantes  : 

[  Pl  +  P2  +  Pa  +■■■  +  Pi  =  I, 

,gx  )  7, -+- 72  +  73 +•  •-+-7"»=1' 

)  '\  -+-  r2  -h  r3  -+-  . . .  +  rm  =  1 , 
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Il  nous  sera  facile  de  trouver,  à  l'aide  des  équations  (1),  (2)  et  (3)_,  à 
quoi  se  réduit  la  somme  de  toutes  les  valeurs  de  l'expression 

si  l'on  y  fait  successivement 

X  —  1,  2,  3,...,  /,     p.  ===  1,  2,  3,...,  m,     v  4-  1,  a,  3,...,  n — 
En  effet,  cette  expression  étant  développée  nous  donne 
P,  7,  rv -  xl  +  Pi  <!»  'V  ■  -rj  +"  P;  <^ rv-  •  •  ?"  +  •  •  • 

-2  («  +  i  +  c+..>iî/J/;...x1-2(fl  +  è+c  +  ...)/)J?/;/;..,r// 

En  donnant,  dans  cette  expression,  à  X  toutes  les  valeurs  depuis  X  =  r 
jusqu'à  X  =  /,  et  en  sommant  les  résultats  de  ces  substitutions,  nous 
obtenons  la  somme  que  voici  : 

'/,,  'V  •  •  (pi  x\  ■+-  P2  oc\  4-  pz  X \  4- .  •  •  -f-  pi  xf) 
-+-  {p,  +/>2  +  /^3  -+-...  +  pt)qp,rv...jrl 
+  {Pi+P2+P3+---  +  Pi)qflrv...zï 
4-  2  (jD,  X,  +  p2  X2  4-  /)3  ^3  -h  .  •  •  4-  PiX^q,,  /'.,.• .  J ^ 
4-  i(p{  x{  +  p2x2-+-p3x3  +...-^  pixl)qlxr.j...zv 
+  *{pt  +  pa  +  p9-h...-*-pi)qftrv...jr/ILzv 


—  2 (a 4-  b  +  c  +  ...)(p,  jc,  4-  p2x2-h p3Xi  +....-+-^4P/)^r,.:. 

-2(rt-h^4-C  ■f...)(^t+/)2  +  f3+-  +  /'/)'?/>-^ 
-2(a  +  i  +  c+...)(/)(  4-^24-/?3+--  +  />/)7,urv-zv—  ••• 
4-  (rt  4-  6  4-C-K..)20.  +ft  +  |Pi  +  ...-+;ft)^V:.I 

Si,  en  vertu  des  équations  (1),  (2)  et  (3),  nous  mettons  à  la  place 

23.. 
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des  sommes 

pK  x{  -h  p2  x2  -+-  p3  x3  -f- . . .  -h  pi  xh 

Pt  x\  •+-  P2  x\  H-  pz  x\  -+-  •  •  •  -+-  pi  xf , 
et 

p,  H-  />a  -+-  /?3  -h... H- ph 

leurs  valeurs  rz,  #,  et  i,  nous  obtiendrons  la  formule  que  voici  : 

-h2aq/xrv...y/x+  iaqlxi\...zv  -h  2q/xrv...  jr/lzv  +  ... 

—  a(rt-h  6  4-  c...)aq/xrv...  —  2(a  -h  i  +  c,..)»//,...?,  — .. 

-f-(rt-h^-f-c...)2^r,.... 

Donnons  dans  cette  formule  à  /jl  les  valeurs 

JX=  1,2,  3,...,  772, 

puis  sommons  les  expressions  qui  résultent  de  ces  substitutions,   et 
remplaçons  les  sommes 

7<  JT,  +  ?2  Jî  +  </:»  J3  +  -- • -Hm  J,«, 

par  leurs  valeurs  b,  bt  et  1  tirées  des  équations  (1),  (2)  et  (3),  nous 
obtiendrons  l'expression  suivante  : 

atrv...+  b{  /•„...-+-  />..<-+... 

-+-  iabt\...-\-  2arv...zv-h  ibrv...zv  -f-... 

-î(fl-f />  +  c.4-...)or,«..  -î(a+i  +  c+...)èrv... 

—  i{a  -h  b  +  <?  -h...)' •„...*„  —  ...+  (rtH-6  +  c...)2r„.... 

En  traitant  de  la  même  manière  v...,  nous  verrons  que  la  somme  de 
toutes  les  valeurs  de  l'expression 
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qu'on  obtient  en  faisant 

X=  i,  2,  3,..., /,     p.=  i,  2,  3,...,  m,     v=c  1,2,  3,..., il,..., 

sera  égale  à 

a{  -\-bt  ■+■  c{-\-...-\-  7.ab  -\-  lac  ->r  ibc  ->r...—  i{a  -+-  b  -\-  c...)a 
—  2  (a  -h  6  -H  c...)b  —  2{a  -h  b  +c...)c-...+  (rt  +  è+c...f. 

Cette  expression  étant  développée  se  réduit  à 

a,  -h  bK  -h  c,  4-...  —  a2  —  b2  —  c2.... 

D'où  nous  concluons  que  la  somme  des  valeurs  de  l'expression 

(*jH-j> +  »,-<-•-  «-*-*-. ..)' 

«'(a,  +  6,  -4-C.-4-...—  a5—  b"2  —  c2  — ...)  ri  //*    »*■"» 

qu'on  obtient  en  faisant 

X  =  i,  2,  3,...,  Z,     /x==  i,  a,  3,...,  ira,     v  =  i,  2,  3,...,  «,..., 


sera  égale  à  — •  Or,  il  est  évident  qu'en  rejetant  de  cette  somme  tous 
les  membres  dans  lesquels  le  facteur 

fa+jy-*-*» +.■■—«—  6  — c— ...y 

a'  (a,  -h  6,  -4-  c,  ■+■...— a2—  b3  —  c2— ...) 

est  inférieur  à  i,  et  en  le  remplaçant  par  l'unité  partout  où  il  est  plus 

grand  que  i,  nous  diminuons  cette  somme,  et  elle  sera  moindre  que  —  • 

Mais  cette  somme,  ainsi  réduite,  ne  sera  formée  que  des  produits/^  r ..., 
qui  correspondent  aux  valeurs  de  xx,  J „,  3V,...,  pour  lesquels  l'ex- 
pression 

<f\  {xx  +  y^  zv+...-  a  -  b  -  c  -...y 
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et  elle  représentera  évidemment  la  probabilité  que  xy  y,  z...  ont  des 
valeurs  qui  satisfont  à  la  condition  (4). 

Cette  même  probabilité  peut  être  remplacée  par  la  différence  i  —  P, 
si  nous  désignons  par  P  la  probabilité  que  les  valeurs  des  x,  y,  z...  ne 
satisfont  pas  à  la  condition  (4),  ou  bien,  ce  qui  est  la  même  chose, 
que  ces  quantités  ont  des  valeurs  pour  lesquelles  le  rapport 

( x  ■+-  y  ■+■  z  -h ..  —  a  —  b  —  c  —  ...)2 


b1  —  c1 


n'est  pas  >  i;  et  par  conséquent,  que  la   somme  x  ■+■* y  -h  z...  reste 
comprise  entre  les  limites 


«  +  i  +  c+..,+  «  s/a,  +  b,  -+-  c{  + . . .  —  a-  —  b2  —  c 
et 


a  -h  b  -\-  c  -\-...—  a  v/rt,  -+-/>,  -+-  c,  -h ...—  a2  —  b2  —  c2  — .... 
D'où  il  est  évident  que  la  probabilité  P  devra  satisfaire  à  l'inégalité 

7. 

qui  nous  donne 

P  >  i  -  4. 

a2 

ce  qu'il  s'agissait  de  prouver. 

Soit  N  le  nombre  de  quantités  x,  y,  2,...;  si  l'on  pose  dans  le  théo- 
rème qu'on  vient  de  démontrer 

a  =  — ■ 
et  que  l'on  divise  par  N  la  somme  x  -+-  y -f-  Z  -4- . . .  et  ses  limites 

fl+i  +  C+...+  «  V^i  H-  ^(  +  C,  -h  . . .  —  rt2  —  62  —  <y  — . . . , 

et 


rt  +  i  +  c+...-a  y^i  •+■  ^i  +  c\  ■+-•■■—  a2  —  b2  —  c2  —... 
on  obtient  le  théorème  suivant  concernant  les  valeurs  moyennes. 
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Théorème.  —  Si  les  espérances  mathématiques  des  quantitéesx,  j\ 
z,...  et  x-,y-,z2,...  sont  respectivement  a,  b,  c,...,anbncn...,la  proba- 
bilité que  la  différence  entre  la  moyenne  arithmétique  des  N  quantités 
x,  y,  z...,  et  la  moyenne  arithmétique  des  espérances  mathématiques  de 

...  >  i       /a,  -t-  b,  -+-  r,  -h...        «2  H-  b-  -+-  c2  -J-... 

ce*  quantités  ne  surpassera  pas  -  i  / — — — ' — 


/- 


$era  toujours  plus  grande  que  i  —  —  çweZ  que  soit  t. 

Comme  les  tractions et expriment  les 

moyennes  des  quantités  an  bK,  ctt...  et  a2t,  b2n  c\...,  toutes  les  fois  que 
les  espérances  mathématiques  a,  b,  <?,...,  an  b<,  c,,...  ne  dépasseront 
pas  une  certaine  limite  finie,  l'expression 


v/; 


aura  aussi  une  valeur  finie,  quelque  grand  que  soit  le  nombre  N,  et 
par  conséquent  il  dépend  de  nous  de  rendre  la  valeur  de 


TV7" 


aussi  petite  que  l'on  voudra,  en  attribuant  à  t  une  valeur  suffisam- 
ment grande.  Or,  comme,  quel  que  soit  2,  l'accroissement  du  nombre  N 

t2 
jusqu'à  l'infini  rend  nulle  la  fraction—)  nous  concluons,  en  vertu  tin 

théorème  précédent  : 

Théorème.  —  Si  les  espérances  mathématiques  des  quantités  L ',,  U2, 
U3,...  et  de  leurs  carrés  U\,  U'i,  Uj,...,  ne  dépassent  pas  une  limite 
finie  quelconque,  la  probabilité  que  la  différence  entre  la  moyenne 
arithmétique  d'un  nombre  N  de  ces  quantités,  et  la  moyenne  arith- 
métique de  leurs  espérances  mathématiques ,  sera  moindre  qu'une  quan- 
tité donnée,  se  réduit  à  l'unité,  quand  N  devient  infini. 

Dans  l'hypothèse  particulière  que  les  quantités  U,,  U2,  U3,...  se 
réduiront  à  l'unité  ou  à  zéro,  selon  qu'un  événement  E  a  ou  n'a  pas 
lieu  dans  la  ire,  2e,  3e,...,  N'*"*  épreuve^  nous  remarquerons  que  la 
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somme  U, +  Uj  +  U3+...+  UN  donnera  le  nombre  de  répétition  de 
l'événement  Een  N  épreuves,  et  la  moyenne  arithmétique 

U1  +  U,+  U,+...+  U„ 


représentera  le  rapport  du  nombre  de  répétition  de  l'événement  E  au 
nombre  des  épreuves.  Pour  appliquer  à  ce  cas  notre  dernier  théorème, 
désignons  parP,,  P2,  P8,...,  PN  les  probabilités  de  l'événement  E,  dans 
la  ire,  2e,  3e,...,  N/éme  épreuve;  les  espérances  mathématiques  des 
quantités  U,  +U2  +  U3+...+  UN  et  de  leurs  carrés 

TT2           TT2           TT2  TT  2 

U  il         U21  U  3 '  UN 

s'exprimeront,  d'après  notre  notation,  par 

P,f   +(i-P,)o,        P2i-h(i-Pa)o,      P3i    -h(i-P,)o,..., 
P,I2  -+-  (i  -  P,)o2,     P212  -h  (i  -  P2)o2,      P3i2  4-  (i  -  P3)o2,.... 

D'où  l'on  voit  que  ces  espérances  mathématiques  sont  P,,  Pa,  P3,.., 
et  que  la  moyenne  arithmétique  desN  premières  espérances  est 


c'e>t  à-dire  la  moyenne  arithmétique  des  probabilités  P,,  P2,  P3,...,Pjj. 
Par  suite  de  cela,  et  en  vertu  du  théorème  précédent,  nous  arrivons 
à  la  conclusion  suivante  : 

Lorsque  le  nombre  des  épreuves  devient  infini,  on  obtient  une  proba- 
bilité, aussi  rapprochée  que  l'on  veut  de  l'unité,  que  la  différence  entre 
la  moyenne  arithmétique  des  probabilités  de  cet  événement,  pendant 
ces  épreuves,  et  le  rapport  du  nombie  des  répétitions  de  cet  événement, 
au  nombre  total  des  épreuves,  est  moindre  que  tonte  quantité  donnée 

Dans  le  cas  particulier  où  la  probabilité  de  l'événement  reste  la 
même  pendant  toutes  les  épreuves,  nous  avons  le  théorème  de  Ber- 
noulli. 
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MÉMOIRE 

SUR 

LA  RÉFLEXION  ET  LA  RÉFRACTION   CRISTALLINES; 
Par  M.   Charles  BRIOT. 


1.  Dans  un  Mémoire  précédent  [Journal de  Mathématiques,  2e série, 
t.  XI,  p.  3o5),  j'ai  exposé  une  méthode  qui  permet  de  traiter  le  pro- 
blème de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  de  la  lumière  à  la  surface  de 
séparation  de  deux  milieux  quelconques,  et  je  l'ai  appliquée  au  cas 
de  deux  milieux  isotropes.  Je  me  propose  maintenant  de  l'appliquer 
au  cas  où  le  premier  milieu  est  isotrope,  le  second  biréfringent. 

La  méthode  repose  sur  une  extension  du  principe  de  continuité.  Ce 
principe  consiste  en  ce  que,  non-seulement  les  trois  composantes  du 
mouvement  vibratoire,  dans  l'un  et  l'autre  milieu,  sont  respectivement 
égales  en  chaque  point  de  la  surface  de  séparation,  mais  encore  leurs 
dérivées  premières  par  rapport  à  une  coordonnée  perpendiculaire  à 
cette  surface. 

2.  Prenons  pour  origine  des  coordonnées  un  point  O  de  la  surface 
de  séparation  que  nous  supposons  plane,  pour  axe  des  x  une  perpen- 
diculaire à  ce  plan  dans  le  second  milieu,  pour  axes  desj^*  et  des  z  deux- 
droites  rectangulaires  dans  ce  plan,  la  première  étant  située  dans  le 
plan  d'incidence.  Nous  avons  vu  que  l'onde  incidente  donne  naissance 
dans  le  premier  milieu,  qui  est  isotrope,  à  deux  ondes  réfléchies,  l'une 
transversale,  l'autre  longitudinale,  de  sorte  que  l'état  vibratoire  de  ce 
milieu  est  représenté  par  les  formules 

Tome  XII  (2e  série).  —  Juin  1867.  lt\ 
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réduites  à  leurs  parties  réelles  et  auxquelles  il  faut  joindre  les  rela- 
tions 

Au  +  Bv  =  o,      —  A,u  +  Bv=:o, 1 


3.  11  est  aisé  de  voir  que  l'onde  incidente  produit  dans  le  second 
milieu,  qui  n'est  plus  isotrope,  trois  ondes  réfractées,  deux  transver- 
sales, une  longitudinale.  Reprenons  en  effet  le  raisonnement  que  nous 
avons  fait  pour  établir  le  principe  de  continuité,  ou  de  l'accord  des 
vibrations  à  la  surface  de  séparation.  Le  mouvement  vibratoire  dans 
l'un  et  l'autre  milieu  est  représenté  par  une  somme  de  mouvements 
simples,  tels  que 

m  i     ux-\-vy-\-wz —  si 

Ç  —  A£  > 

Bux-i-vy-hwz  —  st 
e 

v»  r~<    ux->r-vy-{-ws — st 

caractérisés  chacun  par  une  exponentielle  de  la  forme 

ux  -\-vy-+-  wz  —  st 

L'accord  des  vibrations  en  chaque  point  de  la  surface  de  séparation 
exige  que  les  trois  constantes  c,  w>,  s  aient  les  mêmes  valeurs,  v  =  v/, 
xv  =  o,  s  =  si,  celles  qui  se  rapportent  à  l'onde  incidente,  dans  toutes 
les  exponentielles  qui  ne  différeront  ainsi  que  par  la  constante  u.  On 
petit  donc  représenter  le  mouvement  vibratoire  dans  chaque  milieu 
par  les  formules 

dans  lesquelles  £,,  y?,,  Ç,  sont  des  fonctions  de  la  seule  variable  x. 

Quand  on  néglige  la  dispersion,  les  équations  différentielles  du  mou- 
vement vibratoire  sont  des  équations  linéaires  et  homogènes  aux  déri- 
vées partielles  du  second  ordre  des  trois  fonctions  £,>},£  des  quatre  va- 
riables indépendantes  xf  y,  Z,  t.  Dans  la  question  proposée,  ces 
équations  se  réduisent  à  six  équations  homogènes  du  premier  ordre  de  la 
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forme 


g  =  et*  +  3R>fl,  +  *£,  -h  «g,  4-  ^',  +  Jift, 

^  =  rs,  +  ai/*,  +  at'ç,  +  *"£  +  ^y<  +  #&  ■ 

Les  coefficients  £,  3T0,  x, . . .  sont  des  constantes  dans  l'un  et  l'autre 
milieu  ;  mais  ils  changent  rapidement,  tout  en  conservant  des  valeurs 
finies,  quand  on  passe  d'un  milieu  à  l'autre.  Il  en  résulte  d'abord, 
comme  nous  l'avons  dit,  que  les  quantités  £t,  v/t,  Ç\  n'éprouvent  que 
des  variations  très-petites,  quand  x  varie  de  —  x'  a  -+-  x\  x'  étant  une 
quantité  très-petite,  et  à  plus  forte  raison  les  quantités  £,,  ijn  Ç,.  C'est 
en  cela  que  consiste  l'accord  des  vibrations  à  la  surface  de  séparation 
des  deux  milieux,  avec  l'extension  que  nous  lui  avons  donnée. 

Pour  intégrer  chacun  de  ces  systèmes  d'équations  différentielles,  on 
posera 

£  =  kë'x,        yj,  =  Ke"x.       Ç,  =  Ceux, 

Çt  =  ukëtx,     fi\  =  uBetlx,     Ç\  =  uCe"x-, 

la  constante  u  sera  assujettie  à  vérifier  une  équation  du  sixième  degré; 
les  racines  de  cette  équation  fourniront  six  intégrales  simples,  dont  la 
somme  constituera  l'intégrale  générale. 

4.  Lorsque  le  milieu  est  isotrope,  l'équation  du  sixième  degré  en  u 
se  réduit  à  une  équation  du  troisième  degré  en  u2  ayant  une  racine 
double  et  une  racine  simple;  pour  préciser  le  raisonnement,  nous  sup- 
poserons ces  deux  racines  négatives;  à  la  racine  double  correspond 
une  vibration  transversale,  à  la  racine  simple  une  vibration  longitudi- 
nale (Ier  Mémoire,  7).  Un  milieu  homoédrique  quelconque  différant 
peu  d'un  certain  milieu  isotrope,  qui  représente  en  quelque  sorte  s;i 
constitution  moyenne,  l'équation  du  sixième  degré  en  u  admettra  deux 
racines  peu  différentes,  de  la  forme  u'/,  u"/,  u'  et  u"  étant  des  quantités 

24.. 
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positives,  deux  autres  aussi  peu  différentes  de  la  forme  —  u*i,  —  ulv/, 
les  deux  quantités  positives  u"'  et  ulv  différant  peu  de  u'  et  u",  et  enfin 
deux  racines  telles  que  u',/ et  —  u\i,  les  deux  quantités  positives  u',  et 
u",  différant  peu  l'une  de  l'autre.  Aux  quatre  premières  racines  corres- 
pondent des  vibrations  transversales  ou  quasi-transversales  rectilignes, 
aux  deux  autres  des  vibrations  quasi-longitudinales.  La  coordonnée  x 
étant  positive  dans  le  second  milieu,  on  ne  prendra  que  les  trois  ra- 
cines n7,  u"/,  u\i  qui  fournissent  des  ondes  planes  s'éloignant  du  plan 
de  séparation.  Ainsi  l'onde  incidente  peut  donner  naissance  dans  le 
second  milieu  à  trois  ondes  réfractées,  deux  transversales  ou  quasi- 
transversales,  et  une  quasi-logitudinate,  de  sorte  que  l'état  vibratoire 
de  ce  milieu  sera  représenté  par  les  formules 

(2)  J   y,  _  ^e(u'x  +  yy-sl)i  +  B„e(u"x-t-v.r-sO' 

réduites  aussi  à  leurs  parties  réelles. 

5.  En  écrivant  que  les  valeurs  de  §,  vj,  Ç,  —•>  -A  -r-j  dans  l'un  et 
l'autre  milieu,  sont  respectivement  égales  pour  x  =  o,  on  a  les 
six  équations  linéaires 

A  -f  A ,  -h  a  —  A'  4-  A"  -h  a\ 
B  +  B,  +  b  =  B'  +  B"  +  b', 

c  +  c,       =  a  -+-  c  -+-  c'. 

Au  —  A,  u  —  «u,  =  A'u'  +  A'7!!"-!-  rt'u'j, 
Bu  —  B4  u  —  bu,  =  F  u'  -h  B"u"  +  b'u\ , 
C11  -  C,  u  =  C'u'  +  C"u"  +  c'u\  . 


a'e{"' 

\x~hvy  —  st)i 
1 

b'e{u' 

,ï+V  —  s  t)  i 

c'e{u' 

iX-t-vy  —  St)i 

1 

(3) 


Si  l'on  appelle  a  l'angle  d'incidence,  oc'  et  oc"  les  angles  de  réfrac- 
tions, et  de  même  a,  et  a\  les  angles  aigus  que  font  avec  Ox  les  nor- 
males aux  deux  ondes  longitudinales,  l'une  réfléchie,  l'autre  réfractée, 
on  a 

-—cota,     —  =  cota',     —  =cota",     —  =cota,,     —  =  cot  «', . 
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Soient  0<p,  0<pM  0<p',0<p",  Qq>\  les  traces  sur  le  plan  d'incidence  de 
l'onde  incidente,  de  l'onde  transversale  réfléchie  et  des  trois  ondes 
réfractées,  ces  droites  faisant  toutes  avec  Qy  des  angles  aigus.  On 
pourra  représenter  la  vibration  incidente  par  ses  projections  sur  les 
deux  axes  rectangulaires  Oz,  0<p  situés  dans  son  plan 

Ç  =  Ce(u*+v,-so;?     ^  _  D^a-.+y-sf)^ 

d'où 

A  =  — -Dsina,     B  =  Dcosa; 

de  même,  la  vibration  transversale  réfléchie  par  ses  projections  sur 
les  deux  axes  rectangulaires  Oz,  0<p<  situés  dans  son  plan 

d'où 

A1  =  D,sina,     B1  =  D1cosa. 

Quant  à  la  vibration  longitudinale  réfléchie,  si  on  appelle  e  son  am- 
plitude, on  a 

a  =  — ecosa,,     #  =  esina,. 

Les  équations  (3)  deviennent  ainsi,  disposées  dans  un  autre  ordre, 

C-f-C,  =C-hC"-hc', 

(C  —  C,)cota  =  C'cota/  +  C"cota"-f-c'cota'1, 
(D  +  D,)cosa  +  esin«,  =  B'  +  B" -+-&', 

(4)  {  -(D  +  D.ïcosa-he^^  =  A,cota'H-A"cot«"+a'1  cota' 

-  (D  —  D,)  sin  a  —  e  cosa,  =  A'  +  A"  -+-  a', 

(D  —  D,)  —  ecosa,  =  B' cota'  -+-  B"cota"  -h  6'cota't . 

v  '  sina 

6.  Ce  sont  six  équations  du  premier  degré  à  six  inconnues.  On  donne 
la  vibration  incidente,  c'est-à-dire  C  et  D  ;  la  vibration  transversale 
réfléchie  contient  deux  inconnues  C,  et  D,,  la  vibration  longitudinale 
réfléchie  une  seule  inconnue  e;  les  trois  vibrations  réfractées  étant 
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reclilignes  et  s'effectuant  suivant  les  directions  déterminées,  chacune 
d'elles  ne  renferme  qu'une  seule  inconnue,  son  amplitude;  en  tout 
six  inconnues.  Nous  avons  supposé  à  la  vérité  que  toutes  les  valeurs 
de  u  relatives  au  second  milieu  sont  de  la  forme  u/,  ce  qui  donne 
trois  ondes  planes  qui  se  propagent  sans  s'affaiblir  en  s' éloignant  de  la 
surface  de  séparation.  Si,  dans  le  milieu  isotrope  fictif  dont  le  second 
milieu  diffère  très-peu,  une  racine  de  l'équation  en  u2,  par  exemple  la 
racine  simple,  est  positive,  l'équation  du  sixième  degré  en  u  aura  une 
racine  réelle  positive  et  une  racine  réelle  négative,  peu  différente  de 
la  première  en  valeur  absolue;  à  la  racine  négative  correspond  une 
vibration  dont  l'amplitude  diminue  rapidement,  à  mesure  qu'on  s'é- 
loigne du  plan  de  séparation,  et  qui  par  conséquent  reste  concentrée 
dans  le  voisinage  de  ce  plan  (1er  Mémoire,  8  )  ;  il  suffira  de  remplacer 
dans  les  équations  précédentes,  et  par  suite  dans  les  formules  que  nous 

en  déduirons,  u,  par  U',/,  ou  cota'j  par  i  —  • 

II. 

7.  Il  semble  résulter  de  la  théorie  mathématique  de  la  propagation 
de  la  lumière  dans  les  milieux  homoédriques  quelconques,  et  c'est  une 
remarque  qui  a  été  faite  par  Cauchy  il  y  a  longtemps,  que  la  vibration 
ne  peut  être  située  rigoureusement  dans  le  plan  de  l'onde,  que  si  la  vi- 
tesse de  propagation  est  la  même  dans  toutes  les  directions,  ce  qui  n'a 
lieu  que  dans  les  milieux  isotropes,  et  dans  les  cristaux  à  un  axe  opti- 
que pour  la  vibration  ordinaire.  Dans  tous  les  autres  cas,  les  deux  vi- 
brations transversales  font  des  angles  petits  avec  le  plan  de  l'onde,  et 
la  vibration  longitudinale  un  petit  angle  avec  la  normale  au  plan  de 
l'onde.  Nous  effectuerons  d'abord  le  calcul,  en  négligeant  cette  dévia- 
tion des  vibrations  dans  le  second  milieu,  c'est  à-dire  en  supposant  que 
chacune  des  deux  vibrations  transversales  est  située  rigoureusement 
dans  le  plan  de  l'onde,  et  la  vibration  longitudinale  rigoureusement 
perpendiculaire  au  plan  de  l'onde. 

Appelons  $'  et  6"  les  angles  que  font  avec  Oz  les  droites  suivant  les- 
quelles s'effectuent  les  deux  vibrations  transversales  réfractées,  angles 
comptés  de  Oz  vers  0<p',  ou  de  Oz  vers  0<p",  E'  et  E"les  amplitudes  de 
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ces  vibrations.  Ces  vibrations  seront  représentées  par  les  formules 


Ç  =  E'  cos0'  &«+**—#        ,  ==  £,  sin| 


e 


(u' x-\-yy  —  s  t)i 


Ç  =  E"cos^e(u"x4-v^-s<>',     f=  E"smO"e{a"x+vx-sl]i, 
et  l'on  aura 

C'=E'cos0',      A'  =  —  E' sin  S' sina',      B'  =  E'sinG'cosa', 
C"  =  Wcosô",     k"=  -  E"sin2"sina",     B"=  E"sinô"cosa\ 

Quanta  la  vibration  longitudinale,  si  l'on  appelle  e' son  amplitude, 
on  aura 

a'  =  e'cosa!^     &'  =  e'sina'(,     c'  =  o. 

Les  équations  (4)  deviennent 

C  -4-  C,  =  E'cosS'  4-  E"cos0", 
(C  —  C,)cota  =  E'costf'cota'  +  E"cos0"cota", 
(D  -+-  DJcosa  -+-  esin  a, 

=  E'sin0'cosa'  +  E"sin0"cosa"  +  e'sina',, 

-(D-+-D,)cosa-f-e^ 

(5)         \  =  —  E' sinfl'  cosa'  —  E"sin0"cosa"  -+-  e'  ^% 

sina, 

—  (D  —  D,)sina  —  ecosa, 

=  —  E'  sinô'  sin  a'  —  E"sin  ^"sin  a."  -+-  e'  cosa, , 

(D  —  D, ecos», 

v  '  sina  ' 

=  E'  sin  Q'  ^4  +  E"sin  5"  c-$^4  +  e'  cosa', . 


On  a  ainsi  six  équations  linéaires  entre  les  huit  quantités  C,  D,  C,,  D,, 
e,  E',  E",  e'.  Deux  de  ces  quantités  peuvent  être  prises  arbitrairement, 
les  six  autres  sont  des  fonctions  de  ces  deux-là. 

8.  Pour  résoudre  facilement  ces  équations,  nous  ferons  usage  d'un 
procédé  ingénieux  qui  a  été  employé  par  Mac-Cullagh  dans  son  remar- 
quable travail  sur  la  réflexion  et  la  réfraction  cristallines  [Journal  de 
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Mathématiques,  1842).  Nous  chercherons  d'abord  quelle  doit  être  la 
vibration  incidente  pour  qu'il  ne  se  produise  dans  le  second  milieu 
qu'une  seule  vibration  réfractée;  il  faut  faire  E"  =  o,  la  quantité  E'  res- 
tant arbitraire.  Les  équations  (5)  se  réduisent  à 

C-t-C,  =  E'cos0', 

(C  —  C4)  cot  a  =  E'cosG'cota', 

(D  4-  D,)cosa  4-  e  sin  a,  =  E'sinô'cosa'  -+-  e'sina'j, 


(6) 


,_         „  x  cos2  a,  r,    .     ..  ,  ,  cos1  a. 

—  (D  -+-D,)cosa  4-  e  -: =  —  E  smfl'cosa  4-  e  -s — r1? 

v  ''  sina,  sina, 

—  (D  —  D,)sin  a  —  ecosa,  =  —  E'sinS'sin  a'  -+-  e'cosa'j, 


cos'a 


(D  —  D,)  -; ecosa, 

\         v  '   sina 


E'sinS' 


cos'  a' 


Sina 


e'cosat. 


Mais  ces  équations  sont  précisément  celles  qui  se  rapportent  au  cas 
de  deux  milieux  isotropes  et  que  nous  avons  résolues  dans  notre  pre- 
mier Mémoire.  En  appliquant  immédiatement  les  formules  que  nous 
avons  trouvées  (12),  et  posant  zs  =  a,  —  çc'iA  on  a 


(7) 


C  =  E'cosS' 


sin  (a 


a 


2  sin  a  cos  a 


2  Sin  a  cos  a  cos  cr 

—  a) 
2  sin  a' cos  a 


_,    .     ùt  sin  (a'  -+-  a)  cos(a'  —  a  4-  o) 

C,=  E'eos0' 

.      -    sin  (a'— a)  cos  fa' -f- a  +  bt) 

D,  =  E  sin  6  — - r-A « 

2  sin  a  cos  a  cos  cr 

„,    .      -,.  sin  (a' 4- a)  sin  fa'  —  a)  sin  a, 

e    =E'sin0  — J — r-r1-, — 5 — j~ > 

sin  a  sin  (a,  -h  a,  )  cos  cr 

1?/ ,;.,  ai  sin  (a'  +  a)5'n  (*'  ~  a)  sin *'■ 

e    =  n,  sin  y  — : — ,  .    , — ■ ^ • 

\  sina  sin  (a,  4-  ajcosci 


D.  En  faisant  E' =  o  et  laissant  E"  arbitraire,  on  obtient  des  for- 
mules analogues;  il  suffit  de  remplacer  dans  les  seconds  membres  E' 
par  E",  et  a!  par  a".  On  a  ainsi  deux  solutions  particulières  des  équa- 
tions (5),  renfermant  chacune  une  constante  arbitraire;  ces  équations 
étant  linéaires,  la  somme  sera  aussi  une  solution,  et  comme  elle  ren- 
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ferme  deux  constantes  arbitraires  E'  et  E",  ce  sera  la  solution  générale  : 


(8) 


'  C  =  E'cosÔ'  rin(tt/  +  g)  +  Kcme»  «n  («"  +  «) , 

2  sin  a  cos  a  2  sin  a"  cos  a 

J)    _  g'  sjn  g/  sin  (a'  +  a)  cos  {a!  —  a  +  g) 
2  sin  a' COS  a  COS  gt 

-h  E"sin  B" sin  (a//  +  a) cos  (a"  —  ^  +  ct) 

2  sin  a"  cos  a  cosct 

C,  =  E'cosf?'  sin(a/,-K)  +  E'cosS"  sin(a//~a), 

2  sin  a  cos  a  2s,ri 

D  =  E'  sin  3' sin  (a'  —  a) cos  («'  +  a  4-  p) 

4- E"  sin  5' 


2  sin  a  cos  « 


2  sin  a  cos  a  cos  ni 

sin  (a"  —  a)  cos  (a"  H-  a  -f-  ct) 


2  sin  a  cos  a  cos  a 


e    —  E'  sin  0' sin  ("'  +  a^ sin  ^  ~  a^ sina' 

sin  a' sin  («,  +  a',)  cos  or 
.     V"  c^  A"  sin  (a"  +  a)  sin  (a"  —  a)  sin  a' 

-+-    J-.      S1I1  (7 ; -,— ; j- , 

sin  a   sin  (a,  -+-  a,)  cos  ci 


e'  =  E'  si  n 


sin  (a' 


sin  a'  sin  (a,  4-  a',)  cos  cr 

,    _-,,.    .      ,„  sin  (a"  4-  a)  sin  fa'7  —  a)  sin  a. 

4-  E  sin  0    — : — 7!-TJ-, — : r— - '-  • 

sin  a   sin  (a,  -+-  a ,  )  cos  ct 

Dans  la  pratique,  les  données  sont,  non  pas  E'  et  E',  mais  les  deux 
composantes  C  et  D  de  la  vibration  incidente.  Si  l'on  pose 

A  =  sin6"cos0'cos(a"  —  a  4-  zs)  —  sin0'cos6"cos(#'  —  «  -f-  zs); 

des  deuxpremières  équations  on  tire  les  amplitudes  des  deux  vibrations 
transversales  réfractées, 


2  sin  a  cos  a 


(9) 


E'  =  -g»","/-w"  [Csing»cos(«*  -  a  4-  rs}  -  Dcos0"coswl, 

\  A  sin  (a  4-  a)  L  v  '  ' 

—. [Csintf'cosfa'  —  a  4-  zs)  —  Dcos^'eossrl. 

[a    +  a)  L  x  '  J 


2  sin  a   cos  a 
A  sin 


Portant  ces  valeurs  dans  les  équations  suivantes,  on  a  les  deux  com- 
posantes C,  et  D,  de  la  vibration  transversale  réfléchie,  et  les  ampli- 
tudes e  et  e'  des  vibrations  longitudinales. 

Tome  XII  (•*•  série).  -  Jui»  1867.  ^5 
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10.  Quand  les  deux  milieux  sont  isotropes,  l'angle  rs  paraît  avoir 
une  valeur  imaginaire  très-petite,  au  moins  lorsque  l'angle  d'inci- 
dence a  est  supérieur  à  une  certaine  limite;  c'est  là  ce  qui  produit  la 
polarisation  elliptique  du  rayon  réfléchi,  telle  qu'elle  a  été  observée 
par  M.  Jamip.  Il  est  probable  qu'il  en  est  de  même  lorsque  le  se- 
cond milieu  est  cristallisé. 

Il  en  résulte  plusieurs  conséquences  remarquables.  Supposons  la 
vibration  incidente  rectiligne,  C=Ecos0,  D=Esin#;  les  valeurs 
de  E'  et  de  E"  renfermant  l'angle  imaginaire  v>,  les  deux  vibrations 
transversales  réfractées,  quoique  rectilignes,  auront  entre  elles  une  pe- 
tite différence  de  phase,  à  l'entrée  même  du  cristal.  Il  en  sera  de 
même  des  deux  composantes  C,  et  D,  de  la  vibration  transversale 
réfléchie,  qui  sera  elliptique. 

Considérons  maintenant  les  formules  (7),  qui  se  rapportent  à  la  ré- 
fraction uniradiale,  c'est-à-dire  au  cas  où  une  seule  vibration  trans- 
versale réfractée  se  produit  dans  le  second  milieu.  Si  l'angle  zs  est  ima- 
ginaire, pour  que  ce  phénomène  ait  lieu,  les  composantes  C  et  D  ayant 
entre  elles  une  petite  différence  de  phase,  il  est  nécessaire  que  la  vibra- 
tion incidente  soit  elliptique.  Posons  tangro  =  —  si  (Ier  Mémoire,  15); 
les  formules  (7)  deviennent 


,  ,,  sin   a 

E  cos&' 


2Sina  cas  a 


:>o) 


D  =  E' sinS'  sin(°,'  +  a)  [cos  (a'  -«)■+■  lesin («'  -  a)]. 

\  2sina  cos  a  u       .  ■  \  /j 


C,  =  E  COS0 


2Sina  cosa 


D,  =  E'  sinô'     .     . — —  [cos  (a'  -+-  a)  4-  /esin  (a'  -+-  «)1. 

2Sina  cosa  *-         \  4  \  /j 


Dans  l'expression  de  D,  la  partie  imaginaire  étant  toujours  très- 
petite  par  rapport  à  la  partie  réelle,  la  vibration  incidente  sera  presque 
rectiligne;  l'ellipticité  sera  peu  accusée.  Mais,  dans  la  vibration  réflé- 
chie, lorsque  l'angle  a'  -+-  a  est  égal  à  ->  la  différence   de  phase  des 

deux  composantes  C,  et  D,  devient  égale  à  --,  si  en  outre  l'azimut  0'  de 

la  vibration  réfractée  est  voisine  de  -»  le  rapport  des  axes  peut  acquérir 
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une  valeur  sensible.  C'est  dans  ces  conditions  que  s'est  placé  M.  Jamin 
pour  observer  la  polarisation  elliptique  à  la  surface  des  milieux  trans- 
parents isotropes;  il  est  probable  qu'on  l'observera  de  la  même  ma- 
nière à  la  surface  des  cristaux. 

11.  En  général,  dans  le  cas  de  la  réfraction  uniradiale,  la  vibration 
incidente  et  la  vibration  réfléchie  sont  sensiblement  rectilignes,  et  les 
angles  $  et  Qt  qu'elles  font  avec  l'axe  Oz  sont  donnés  par  les  formules 
approchées 

j  tangS  =  tang0'cos(a'  —  a), 

j  tangS,  =  tang0'cos(a'-h  a), 


(" 


que  l'on  déduit  des  équations  (7),  en  y  faisant  sr  =  o.  A  ce  degré  d'ap- 
proximation, si  la  vibration  incidente  est  rectiligne  et  dans  la  direc- 
tion d,  elle  donnera  naissance  à  une  seule  vibration  réfractée  et  à  une 
vibration  réfléchie  aussi  rectiligne  et  dans  la  direction  0, .  On  détermi- 
nera les  amplitudes  de  ces  deux  vibrations  par  les  formules 

/  -iî./  r,         i-.         A  2sina'cosa 

(  E  cosy  =  Ecosf?    .    .  , , 

,        .  )  Sin  (</  -+-  a) 

(12)  .     )  , 

E,  cos£,  =  EcosS  -7-7-7 -, 

que  l'on  déduit  aussi  des  équations  (7). 

La  considération  des  transversales  a  permis  à  Mac-Cul lagh  de  com- 
prendre dans  une  même  loi  géométrique  l'ensemble  des  formules  (1 1) 
et  (12),  relatives  à  la  direction  et  à  l'amplitude  des  vibrations.  Mac- 
Cullagh  appelle  transversale  d'une  vibration  rectiligne,  une  droite  si- 
tuée dans  le  plan  de  l'onde,  et  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  vi- 
bration; pour  préciser  cette  définition,  on  se  supposera  placé  sur  la 
normale  à  l'onde,  les  pieds  sur  le  plan,  la  tète  du  côté  vers  lequel  se 
propage  l'onde,  et  on  portera  un  angle  droit  à  partir  de  la  vibration 
dans  un  sens  convenu,  par  exemple  de  droite  à  gauche.  Dans  la  figure 
ci-contre  qui  se  rapporte  au  cas  où  w  >  &/,  et  par  suite  a  >  a',  les  vibra- 
tions incidente,  réfléchie  ou  réfractée  sontOE,  OE,,  OE';  leurs  trans- 
versales sontOÏ,  OT,,  OT.  Les  formules  (1 1)  signifient  que  les  deux  tri- 
angles sphériques  ZTT,  ZT'T,  sont  rectangles  en  T",  et  par  conséquent 
que  les  trois  transversales  OT,  OT',  OT,  sont  situées  dans  un  même  plan 

2.$.. 
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perpendiculaire  à  l'onde  réfractée.  On  peut  énoncer  autrement  cette 
première  partie  du  théorème,  en  disant  que  les  droites  OE,  OE,  sui- 
vant lesquelles  s'effectuent  les  vibrations  incidente  et  réfléchie  sont  les 


FlG. 


projections  de  la  vibration  réfractée  OE'  sur  l'onde  incidente  et  sur 
l'onde  réfléchie.  Portons  maintenant  sur  les  transversales  OT  et  OT, 
des  longueurs  OF  et  OF,  égales  à  E  etE,,  la  diagonale  du  parallélo- 
gramme construit  sur  ces  longueurs  OF  et  OF, ,  coïncidera  avec  la  trans- 
versale OT'  delà  vibration  réfractée,  et  l'amplitude  E'  de  cette  vibra- 
tion sera  égale  à  la  longueur  OF'  de  celte  diagonale  multipliée  par—  • 

Cette  construction  remarquable  équivaut  aux  formules  (i  i)  et  (1  2)  qui 
ne  sont  autres  que  les  formules  de  Fresnel,  relatives  aux  milieux  iso- 
tropes. 


Fie.   7. 


Pour  la  seconde  réfraction  uniradiale,  celle  qui  correspond  à  l'hypo- 
thèse E'=  o,  on  a  des  formules  analogues;  il  suffit  de  remplacer  6' 
par  0",  a'  par  a"  et  E'  par  E". 

Maintenant,  si   l'on    donne   une  vibration  incidente    quelconque. 
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rectiligne  ou  elliptique,  au  lieu  d'appliquer  les  formules  (9)  et  (8), 
on  pourra  la  décomposer  en  deux  vibrations  rectilignes  suivant 
les  deux  directions  6  ;  chacune  d'elles  produira  une  vibration  trans- 
versale réfractée  et  une  vibration  transversale  réfléchie  que  l'on  calcu- 
lera d'après  les  formules  (1 1)  et  (12),  ou  que  l'on  déterminera  d'après 
la  construction  géométrique  de  Mac-Cullagh.  La  résultante  des  deux 
vibrations  réfléchies  sera  la  vibration  réfléchie  cherchée. 

Si  l'angle  d'incidence  a.  est  tel,  que  les  deux  valeurs  de  0,  soient 
égales,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

(i3)  ta  ng  S' cos(«'  4-  a)  =  tang#"cos(a"  +  a), 

les  deux  vibrations  réfléchies  s'effectuant  suivant  la  même  droite,  la 
vibration  résultante  sera  aussi  rectiligne,  et  dans  la  même  direction  £,, 
quelle  que  soit  la  vibration  incidente,  rectiligne  ou  elliptique.  Cette 
valeur  de  ce  est  ce  qu'on  appelle  l'angle  de  polarisation  ,  et  c'est  par 
cette  considération  que  Mac-Cullagh  l'a  déterminé.  Mais  il  est  probable 
qu'il  n'existe  pas  rigoureusement  d'angle  de  polarisation,  et  que  la  vi- 
bration réfléchie  est  elliptique;  car  les  valeurs  de  a  -+-  a'  et  de  a  -h  a" 
qui  vérifient  l'équation  (i3)  sont  voisines  de  -5  et  l'on  se  trouve  alors 

dans  les  conditions  de  la  polarisation  elliptique.  C'est  pourquoi  nous 
n'insisterons  pas  davantage  sur  ce  sujet. 

III. 

12.  Nous  avons  négligé  jusqu'à  présent  la  déviation  des  vibrations 
dans  le  second  milieu,  c'est-à-dire  que  nous  avons  admis  que  les  deux 
vibrations  transversales  sont  rigoureusement  situées  dans  les  plans 
d'onde  et. la  vibraîion  longitudinale  rigoureusement  perpendiculaire. 
Mais  il  est  probable  que  ceci  n'est  qu'une  première  approximation; 
nous  allons  supposer  maintenant  que  les  vibrations  sont  quasi  transver- 
sales ou  quasi  longitudinales,  comme  l'indique  la  théorie.  Nous  appel- 
lerons t'  et  t"  les  angles  très-petits  que  font  les  directions  des  deux  pre- 
mières vibrations  avec  les  plans  d'onde,  et  x\  l'angle  très-petit  cy.\e 
fait  la  troisième  avec  la  perpendiculaire  au  plan  de  l'onde.  Nous  dési- 
gnerons d'ailleurs  par  6',  0",  b\  les  azimuts  de  ces  vibrations,  c'est-à- 
dire  les  angles  que  font  avec  Oz  leurs  projections  sur  les  plans  d'onde. 
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On  a,  pour  une  vibration  quasi  transversale, 

A'=  E'(—  cosT'sin6'sina'-+-  sinr'cosfc'), 

B'  =  E'(cosT'sin5'cosa'+  sint'sir.a'), 

C'  =  E'cosr'costf', 

et,  en  négligeant  le  carré  de  la  déviation  t', 

A'  =  E'(—  sinô'sina'n-  sinr'cosa'), 
B'=  E'(sin0'cosa'-f-  sinr'sina'), 
C'=E'costf'. 

On  aura  de  même,  pour  une  vibration  quasi  longitudinale, 

a!  =  e'  ( —  sinr'jsin^sina'j  -f-  cosr'jCosa'J, 
b'  =  e^sinx'j  sinÔ'jCOsa'j  -h  cost,  sina',), 
d  =  e'sinr'^cos^, 

et,  en  négligeant  le  carré  de  xi% 

a'  =  e^cosa'j  —  sinr^sinô',  sin  a',), 
b'  =  e'(sin  ai  -f-  sini^sin^cosa'J, 
c'  =  e'sinr'j  cos6\. 

Les  équations  de  condition  relatives  à  la  surface  de  séparation   des 
deux  milieux  deviennent  ainsi 

C  +  C-  E'cosG'—  E*cos9"=e'sinT'lcosô'1, 
(C  —  C,) cota  —  E'cosQ'cota'  —  E//cos6"cota"  =  e' sin  r^cosô',  cota', , 
(D-f-  D,)cosa  -+-  esina,  —  E' sin  9' cosa'  —  E"  sin  9"  cosa" —  e'sina', 
=  E' sin  t' sin  a'-*-  E"  sin  t"  sin  a"  -f-  e'sinr',  sin  9,  cosa', , 

—  (D-f-  D,)cosa  -f-e  — - -+-  E'sinô'cosa'-t- E//sinO"cosa"—  e'  - — |i 

sina,  sina, 

_,    .      ,  cos'a'        „„   .      „  cos'a"  ,.».«i  , 

{ 1  A  )  {  =  E'sinr  — — r  H-  E  sinr    —. — t. e  sinr,sin9.  cosa, , 

sina  sina 

—  (D  —  D,)sina  —  ecosa,  -+-  E'  sin  9'  sin  a'  -+■  E"sin9"sina'" —  e'cosa', 

=  E'sinr' cosa'  -+-  E"  sinr"  cosa" —  e'sinr',  sin  g',  sina',, 

,rv       ^\cos!a  r.,  •    ...  cosV       __  .      ., cos'a" 

D  —  D,)  -; e  cosa,  —  E  sinS'  — : — ?  —  E  sinô  — : — -  —  e  cosa, 

sina  sina  sina 

cos'a 
=  E'sinr' cosa'  -+-  E'^inT" cosa"  -f-  e'sinr',  sinô'.  -; — —- 

sina. 
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Les  seconds  membres  ont  des  valeurs  très-petites  ;  les  équations  que 
1  on  obtient  en  égalant  les  premiers  membres  à  zéro  sont  précisément 
les  équations  (5)  que  nous  avons  trouvées  en  négligeant  la  déviation 

13.  Dans  le  cas  de  la  réfraction  uniradiale,  si  l'on  fait  E"  =  o,  les 
équations  précédentes  se  réduisent  à 

C  -+-  C,  —  E'  cos  9'  =  e'  sin  r',  cos  6', , 

(C  —  C,)cota  —  E'cosô'cola'=  e'sinr',  cos  9',  cota', , 

(D  -4-  D,)cosa  -f-  esina,  —  E' sin  9' cos  se'  —  e'sinx', 

==  E'sinr' sin  a' -4-  e'  sin  t',  sin  9',  cos  a',, 

m.        «.  \                     cos'a,        „,   .    „,  ,  COS2 a. 

-  (D  -4-D,   cosa  -4-e— h  E'sin  9' cosa'  —  e— — r1 


£--  \                    /                    _,,  .      .  cossa  .....  , 

10  j  '  =  E'sinr    — — e  sinr,sm91cosa,, 


sina, 
cos' a' 
sina' 

[D  —  D,)sina  —  ecosa,  -+■  E' sin 9' sina'  —  e'cosa', 

=  E'  sin  r'  cos  a'  —  e'  sin  r',  sin  9',  sin  a, , 

_             .  cos2  a  .      ,cos2a' 

(D  —  D,)  — ecosa,  —  E  sin 9'— — T  —  e  cos: 


I  m  t  cos  a 

I  =  E'sinr'  cos  a'  -4-  e'sinr,  sin  9'.  — r— p  • 

1  sina, 

Dans  ces  équations  E'  est  regardée  comme  une  quantité  donnée,  les 
inconnues  sont  C,  C,,  D,  Dn  e,  e'.  Au  degré  d'approximation  auquel 
nous  nous  arrêtons,  c'est-à-dire  en  négligeant  le  carré  de  la  déviation, 
on  peut  dans  les  seconds  membres  remplacer  e'  par  sa  valeur  appro- 
chée (7)  tirée  des  équations  (6).  Appelons  C,  CM  D,  D,,  e,  e'  les  va- 
leurs des  inconnues  qui  vérifient  les  équations  (6),  C  -4-  c?C,  C,  -4-  c^C,, 
D  -4-  e?D,  D,  -4-  c?D0  e  -4-  c?e,  e/ -4-  dV  celles  qui  vérifient  les  équa- 
tions (i5);  nous  aurons  à  résoudre  les  équations 

«îC-l-  <îC,  =  e'sinr', cos 9',, 

(<îC  —  ^G,)cota  =  e'sinr',  cos  9',  cota',, 

(<îD4-(îD1)cosa-f-(îe  sina,  —  c?e'sina',  =  E'sin  r'sina'-t-  e'sinr',  sin  9',  cos  a',, 

COS2a,  cos?a  cos2a 

16  M  —  (£D-f-<îD,)cosa-f-<?e— Se'- — ^  =  E'sin  r'  — — r— e'sin  r,  sin  9',  cos  a  , 

v  sina,  sina,  sin  « 

— (SD  —  <JD,)sina  —  «îecosa,  — £e'cosa',  =  E'sinr' cos  a'  —  e'sinr',  sin 9',  sina', , 

COS^Ût  COS  OC 

(SD  —  oD,)— (îecosa,  — ^e'cosa',  =s  E'sinr'  cos  a'  -4-  e'sinr',  sin  9',  —. — r- 

v  'sina  sina, 


20o  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Des  deux  premières,  on  déduit 

/    j.„  ,   .      ,  ,,   sin  (a,  -4- a) 

l   oC  =  e  suiT.cosy,  — : ; ' 

\  i  1  2Sina.cosa 

(■7) 


<?C'=e'sinT',cosê',s-^\— '• 


2Sina,cosa 

De  la  troisième  et  de  la  quatrième,  ajoutées  membre  à  membre,  on  tire 

ôe  (Je'  E'sinr' 

sina,  sina',  sina' 

d'où 

-,  »    ,  sina,  .       .  sina, 

cre  =  de  - — r  -h  E  suit  - — ,-• 

Sina,  Sina 

Portant  cette  valeur  de  de  dans  la  troisième  et  la  cinquième  équation, 
on  a  les  deux  équations 

,Mx  <\  i-v  \  t*    ,  sin  (a,  H- a')  sin  gt 

âD  ■+■  dD.  cosa  -+-  de' — * — : — M 

v  '  Sin  a , 

_,.    .      ,  sin  fa'  —  a,)  sin  fa'  -+-  a,)     ,,-•■(■' 
=  E  suit  — ■ r- — y1 -+-  e  sinT-sin&.cosa. , 

sina'  l  '  ' 

fAr\         jm\   \    ■  J\    ,  sin  (a,-+-  a',)coscr 

—  (dD  —  dD.  )sina  —  de  — - — : — r1 

v  '  sin  a  ( 

„.    .       ,  sin  (a' -h  a,)cos(a'  —  a,)  ,.,.,,. 

=  E  suit  — .     ,  v —  e  suit  .sina,  sin  a. . 

sina  l  '  * 

L'élimination  de  de'  donne  l'équation 

^Dcos(a  -+-  zs)  -h  c?D,cos(a  —  zs) 

_,    .       ,  sin  (a!  -4-  a,) sin  (a' — a.)  ,     .       ,  r, 

=  E'smT  — - r—r* H-  e  suit,  sin  y,  cosa,. 

sina'  ' 

D'autre  part,  de  la  cinquième  et  de  la  sixième  des  équations  (16),  re- 
tranchées membre  à  membre,  on  déduit 


».^  //•/■'     sina 

d*D  —  dD.  =  e  suit.  sinG,  - — -, 
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De  ces  deux  dernières  éqnations,  on  tire 

j»rk  r/    •       /  sin(a'-f-  a,)  sin  (a'  —  a.) 

aD  =  E  suit  — - — : — y1 — 

2  Sin  a  COSaCOScj 
,    •       ,     .     r.    cos(a, —  a)  sin  (a.  -+-  a) 

-h  e  suit,  sin  &t 


2COSasina,coS7T 
'  c^D,  =  E'W  rin("'+«Q»fo  ("'-«,) 

2Sina'cosacoscr 


,    .       1  a>    COs(a, -f-  a)  sin  (a — a 

e  sin  t.  sin  0,  — ' — r1- ■ 


2cosasina,coscr 


En  remplaçant  dans  les  équations  ([7)  et  (18 )e'  par  sa  valeur  appro- 
chée donnée  par  la  dernière  des  équations  (7),  on  a  enfin 

j\/^  T7/    •     et   ■      1  f    sin  (a' H- a )  sin  (a'  —  a)  sin  (a. -(- a) 

&C  =  E'siny  sinT-cosG, — .     ,\, , ,    ' » 

1  *        2cosasina  sin(a,  H- ajcosd 

âCt  =  E'sinô'sin^cos^  «"("^«j»"/^-»)""^- «), 

1  *         2COSa  sina  sin  (a,  +  a  )  cosct 


âB  =E'shWsin(ct'-+'^siny-x'' 


(19) 


2COSa  sin  a  cosnr 


■+  E'smô'sin^sin^  sin ^  +  a) sin ("' -«>  c"s(a' T? Si" (a' ^-, 

1  '  2COSa  Sin  a  Sin  (a,  -+-  aJCOS^GJ 

.  _,    .      ,  sin  (a'  •+-  a,)  sin  (a'  —  a',) 

c?D,  =  E  suit 


2cosa  sin  a  coscr 


„,    .     A,   .       ,     .     t,    sinfa'  -+-  a)sin(a' — a)cos(a, -f- a)sin(a', —  a) 

-h  E  sind  SH1T.SH1&,  — ■ — - — i-^L-l — ! — >  x      , ■• 

1  '  2C0Sa  sina  Sin(a,  4-a  Jcos-'ct 

On  ajoutera  ces  quantités  petites  aux  valeurs  approchées  données  par 
les  formules  (7). 

Comme  les  angles  et,  et  a.\,  réels  ou  imaginaires,  paraissent  être  peu 
différents  l'un  de  l'autre,  on  pourra  sans  inconvénient  faire  a\  =  a, 
dans  les  formules  précédentes,  ce  qui  les  réduit  à 

.  .    L     .      ,  a,    sin(a'-f  a)sin(a'—  a)  sin(a, -f- a) 

âC   =E  S1IÏ7  SlUTj  cos©,  — 


2COSa  sin  a  sin  2  a, 

(20) 

.^,  _,    .      -,     .       ,  r,    sin  (  a!  -f-  a)  sin  (a' — a)sin(a,  —  a) 

dC,  =E' sin 6'  suit,  costf,  — \ — j-^ — s -, 

*  l  l  2  cos  a  sin  a  sm  2  a. 

Tome  XII  (  a«  série).  —  Juin  1807.  ao 
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J\r»        r/    ■       #  sin  (a' -4- a,)  sin  (a'  —  a,) 
C?D    =E'S1!1T    '     .       , - 


(2,) 


E'sinfl'sint'  sin#' 


2  cosa  sin  a 

sin  (a'  -4-  a)  sin  (a'  —  a)cos(a,  —  a)  sin  (a, -t- a) 


1  *  2  cos  a  sin  a' sin  2  a, 


c?D,  =  E'sinr'  si"(«' +*l)si"(a' -  a,) 

2  cos  a  sin  a' 

r,    •     ai    •       '     •     r\<    sin  (a'-t-a)sin(a' — a)  cos  ( a, -f- a)  sin  (a, — a) 

-4-E'sinS  suit,  sin 0,  — 5 / — j\~ : , 

1  *  2  COS  a  sin  a  sin  2  a, 

14.  Nous  avons  ici  en  quelque  sorte  trois  causes  de  perturbations  : 
i°  celle  qui  provient  de  l'angle  sr,  ou  de  la  différence  des  vitesses  de 
propagation  des  vibrations  longitudinales  dans  les  deux  milieux;  20  la 
déviation  t'  de  la  vibration  transversale  dans  le  second  milieu;  3°  la 
déviation  x\  de  la  vibration  longitudinale  dans  ce  même  milieu.  Nous 
avons  déjà  étudié  l'influence  de  la  première  cause  (n°  10);  elle  pro- 
duit fa  polarisation  elliptique. 

Pour  reconnaître  l'influence  de  la  seconde  cause,  nous  négligerons 
les  deux  autres,  c'est-à-dire  que  nous  ferons  zs  =0,  t',  =  o;  on  a  ainsi 

j  dC  =  âCt  =  o, 

K'1"1)  '1     »n         jyTA  r,    .       ,  sin  (a'  -4-  a,)  sin  (a'  —  a,) 

aD  =  <?D,  =  E'  sinr'  - 


2  sin  a  cos  a 


Si  l'on  désigne  par  o  et  w,  les  vitesses  de  propagation  des  vibrations 
transversales  et  des  vibrations  longitudinales  dans  le  premier  milieu, 
par  w'  et  w"  les  vitesses  de  propagation  des  deux  vibrations  transver- 
sales dans  le  second  milieu,  on  a 

sin  (a'  -h  a,)  sin  (a'  —  a,)  =  sin2  a'  —  sin2  a,  =  - — -~  sin2  a'; 

Ci) 

cette  quantité  est  réelle.  Les  formules  relatives  à  la  refraction  unha- 
di;ile  se  réduisent  ainsi  à 


(23) 


C  ==E'cosg'sin(g',+  a), 

2  sin  a'  cosa 

r»          -ci    ■     ûr  sin  (a'  -4-  a)  cos(a' — a)  r,    .       ,    w'2 —  w2     sin  a' 

1)  =  E  sin 9'  — ■ ~ — i -  +  E  suit    ; — ! 

2  sin  a  cosa  w5         2  cos  a 

C<==E'cosg'rin.(8',-a), 

2  Sin  a'  cosa 

t\          rv    ■     ùi  sin  (a'  —  a)  cos(a'  -4-  a)  „,    .       ,  w'2 — w2    sina' 

D,  =  E'  sin  6'  — S t-L. — 5 i  -4-  E  sm  t    — : — -  

2  sin  a  cosa  'o  2       2  cos  x 
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La  vibration  incidente  et  la  vibration  réfléchie  sont  rectilignes;  leurs 
azimuts  sont  donnés  par  les  formules 


j  tango  =  tango"' cos(a'  —  a) 

24) 

/  tango1,  =  tang0'cos(a'-h  a) 


sin2«'  sinr' 
cosfl'  sin(a'  -f-  a 

sin2a'  sinr' 

cosQ'  sin  (a'  —  a 


Le  rayon  lumineux  réfracté  fait  avec  la  normale  au  plan  de  l'onde 
un  angle  très-petit  y',  et  les  deux  angles  x'  et  y'  qui  s'évanouissent 
ensemble  sont  sensiblement  proportionnels.  Posons 

1 2  2 

W        Wl         •  /  / 

Ti —  sinr  =  m  tangy  ; 


les  formules  (24)  deviennent 

ir                   f\i         1    1          \           ni  sin-a'  tanev' 
tango  =  tango  cos(a'  —  a)  H ,,.,,'■> 
°               v                 ;          cosô    Sin(a   -t-  a) 

/    .  r  t,i         1    1  \  m  sin2a'  tang7' 

tango,  =  tango  cos(a  4-  a.)  H _,   .    .   ,  &/    • 

\  D  '        eus 9  sin(a  —  a) 

Si  m—  r,  ces  formules  sont  précisément  celles  qui  ont  été  trouvées 
par  Mac-Cullagh,  en  partant  d'idées  tout  à  fait  différentes  de  celles  de 
Fresnel,  et  qui  ont  été  vérifiées  par  les  expériences  de  M.  Seebeck, 
relatives  à  l'angle  de  polarisation.  Mais  ces  expériences,  comme  nous 
l'avons  déjà  remarqué  au  n°  11,  ne  paraissent  pas  avoir  l'importance 
qu'on  leur  attribuait;  il  est  très-probable  que,  dans  le  voisinage  de  cet 
angle,  la  vibration  transversale  réfléchie  est  non  pas  rectiligne,  mais 
elliptique,  comme  cela  a  lieu  dans  les  milieux  isotropes,  et  que  M.  See- 
beck observait,  non  une  extinction  complète,  mais  le  minimum  du 
petit  axe  de  l'ellipse. 

Quant  à  la  troisième  cause  de  perturbation,  celle  qui  provient  de  la 
vibration  longitudinale  réfractée,  elle  introduit  probablement  dans  les 
formules  de  nouveaux  termes  imaginaires;  de  sorte  que  le  coefficient 
d'ellipticité  de  la  vibration  transversale  réfléchie  résulte  de  la  combi- 
naison de  deux  termes  qui  s'ajoutent  ou  se  retranchent;  on  conçoit 
que  ce  coefficient  puisse  même  changer  de  signe  suivant  la  position  du 
cristal.  C'est  une  observation  qui  a  été  faite  par  M.  Jamin  sur  le  spath. 

26.. 
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15.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  traité  que  le  cas  de  la  réfraction 
uniradiale.  Les  formules  (19)  donnent  une  solution  particulière  des 
équations  linéaires  (i/|),  avec  une  constante  arbitraire  E'.  L'hypothèse 
E'  =  o  fournira  une  seconde  solution  particulière,  avec  une  autre 
constante  arbitraire  E".  La  somme  de  ces  deux  solutions  particulières 
sera  la  solution  générale  : 

r-1  V  rv  /■  1  sin(a'  -f-  a) 

G   =  >  E'cos6' — s 1 — '- 

~*  2cosasina 

,    V1  17/    •     ùi    ■      '          a    sinfa' -f-  a)  sinfa'  —  a)  sinfa',  H- a) 
+  >  E  si  11&  sinT,  cos».   — ' — r^—, — ri—1 > 

■~  *  '         2  cosasina  sin(a,  +  a  ,)  coso 

D  =  V  E'sinô'  sin(a'  +  a)cos(a'  —  «H-o) 

~  2COSasina'  cosst 

V  r;    ■       1  sinfa' -f-a,)sin(a' — a'.) 

-h  >  E  suit    — '-. — r 

•^^  2  COSa  sina  cosra 

Vr-/   •     ai  ■      '     ■     t<    sin(a'-t-a)sin(a' — a)cos(a, —  a)sin  (a',  -+-  a) 

-h  >E'sin0'sinT.sin0,  — * - — -. — j-r1-. — * — ,,'    ,  v    ' > 

***  *  '  2COSasin  a  sinfa,  -+-  a,)  cos'cr 

c)=ryE-cos5'sin(a,Tg! 

*-i  2cosasina 

x^  1-/    •    ai    ■      1           a    sinfa' H- a)  sinfa'—  a)  sinfa'—  a) 
-+->   E'sin&  sinT,  cos0.  — - .     ,  .   , >>     -» 

+*m  '  '        2Cosa  Sina  sin  (a.  +  a,)  coscr 

~  V^  xf,    ■     a,  sin  (a'  —  a)cos(a'-f  a  -h  gt  ) 

D,  =  ^E  suw'  - 


(a6) 


2  c  osa  sina  coscr 

,  sin  (a'  -ha.,)  sin  (a'  —  u.\  ) 
2 COSa  sina'  coscr 


H-V  E'sin 

V^rv   ■     ai   •      '     ■     C    sin(a'  +  a)sin(a'— a)COs(a,-f-a)sinfa'1  — a) 

+  >  E'si nÔ  suit, sin  Ô. — * -. — -,-r—. — \ — ,T-L- — 

*— 1  '  2COSasma  sinfa, -I- a  Jcos-cj 

Le  signe  y  indique  la  somme  de  deux  termes;  pour  avoir  le  second 
terme,    il    suffit   de    remplacer    dans    le    premier  E',    a',    S\   •'    par 

Dans  la  pratique,  on  donne  le  rayon  incident,  c'est-à-dire  C  et  D; 
des  deux  premières  équations  on  déduira  E'  et  E",  et  ensuite  des  deux 
dernières  C,  et  D,.  Mais  on  peut  simplifier  la  résolution  en  négligeant 
les  quantités  petites  du  second  ordre. 
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NOTE    DE    M.    DE    CALIGNY 

Sur  un  moyen  d'éviter  V oscillation  en  retour  dans  une  de  ses 
machines  hydrauliques,  sans  que  l'on  soit  obligé  dy  augmenter 
la  profondeur  des  fondations,  ni  d' employer  des  soupapes  ou 
autres  obturateurs  gardant  l'eau  dans  deux  sens  opposés 
alternativement. 


Dans  l'appareil  à  élever  de  l'eau  au  moyen  d'une  chute  d'eau  et  d'un 
tube  vertical  oscillant,  il  y  a  du  temps  perdu  à  cause  de  l'oscillation  en 
retour.  Si  cela  n'a  pas  beaucoup  d'importance  quand  le  cours  d'eau 
moteur  n'est  pas  très-abondant,  il  serait  cependant  utile  d'éviter  cet 
inconvénient,  notamment  dans  les  circonstances  où  il  faut  non-seule- 
ment élever  de  l'eau,  mais  la  conduire  à  de  grandes  distances  par  un 
système  donné  de  tuyaux  de  conduite.  Voici  un  moyen  d'atténuer  cet 
inconvénient  par  l'étude  de  quelques  combinaisons  dont  les  principes 
sont  bien  nouveaux. 

On  remarquera  d'abord  qu'au  lieu  de  faire  verser  l'eau  immédiate- 
ment par  le  tuyau  d'ascension  de  cette  machine,  si  ce  tuyau  est  suffi- 
samment prolongé,  on  peut  y  faire  monter  l'eau  beaucoup  au-dessus 
de  la  hauteur  où  elle  doit  verser,  et  la  faire  décharger  ensuite  par  une 
seconde  oscillation  un  peu  au-dessous  de  la  hauteur  de  son  centre  de 
gravité,  pourvu  qu'une  cause  quelconque  empêche  de  revenir  en 
arrière  vers  le  bief  d'amont  la  colonne  liquide  qui  se  déchargerait 
ainsi  après  être  montée  dans  le  tuyau  vertical  dont  il  s'agit.  Cette  oscil- 
lation de  décharge  pourrait  se  faire  par  un  tuyau  recourbé  du  côté 
d'aval. 

Si  l'on  suppose  maintenant  qu'un  clapet  ordinaire  empêche  l'eau  du 
tuyau  vertical  de  revenir  du  côté  d'amont,  tant  que  cette  eau  sera  au- 
dessus  du  bief  d'amont  l'oscillation  de  décharge  se  fera  comme  si  la 
communication  avec  le  tuyau  de  conduite  d'arrivée  était  irrévocable- 
ment fermée.  Mais  quand   la  colonne  sera  descendue  au-d<jssous  du 
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niveau  de  ce  bief,  l'eau  de  ce  dernier  tendra  à  venir  se  mêler  avec  celle 
qui  se  décharge.  Cependant,  si  le  tuyau  d'arrivée  est  assez  long  par 
rapport  au  tuyau  de  décharge,  l'inertie  de  l'eau  contenue  dans  le  pre- 
mier fera  en  quelque  sorte  fonction  de  soupape,  et  l'eau  d'amont 
n'aura  pas  le  temps  de  venir  en  quantité  sensible  pendant  la  fin  de  la 
décharge.  Si  même  le  tuyau  d'arrivée  avait  une  très-grande  longueur 
par  rapport  au  tuyau  de  décharge,  on  pourrait  supprimer  entièrement 
ce  clapet. 

11  reste  à  examiner  comment  doit  se  comporter  le  système  de  ferme- 
ture du  tuyau  de  décharge,  et  si  l'on  peut  se  dispenser  d'en  avoir  un 
qui  garde  alternativement  l'eau  dans  les  deux  sens.  Cela  dépend  (\u 
rapport  de  la  longueur  du  tuyau  d'arrivée  à  celle  du  tuyau  de  décharge. 

On  sait  par  ce  que  j'ai  dit  dans  ce  journal,  dans  mes  Mémoires  sur 
les  ondes,  relativement  au  mécanisme  intérieur  de  Y  onde  solitaire,  que 
si  un  tuyau  de  conduite  très-mince,  ouvert  par  les  deux  extrémités, 
disposé  horizontalement  et  croisé  avec  un  tuyau  vertical,  aussi  ouvert 
par  les  deux  bouts,  et  formant  avec  le  premier  une  sorte  de  grand  T 
renversé,  contient  de  l'eau  en  mouvement  dans  la  partie  en  amont  de 
la  branche  verticale,  et  de  l'eau  en  repos  dans  la  partie  d'aval,  les  di- 
mensions peuvent  être  disposées  de  telle  sorte,  dans  certaines  circon- 
stances, que  la  force  vive  de  l'eau  de  la  colonne  d'amont,  laquelle 
finit  par  être  réduite  au  repos,  passe  dans  la  colonne  d'aval,  sauf  les 
résistances  passives,  après  avoir  fait  osciller  l'eau  dans  la  branche  ver- 
ticale. C'est  un  effet  parfaitement  analogue  qui  se  présente  dans  le 
mouvement  de  Y  onde  solitaire. 

Si  maintenant  on  suppose,  dans  l'appareil  dont  il  s'agit  aujourd'hui, 
(lue  le  tuyau  latéral  dit  de  décharge  débouche  dans  un  réservoir  ayant 
son  niveau  à  la  même  hauteur  que  celui  d'amont,  on  se  trouvera 
encore  dans  des  circonstances  analogues  à  ce  qui  vient  d'être  dit,  a 
partir  du  moment  où  l'eau  arrivera,  dans  le  tuyau  vertical,  à  la  hau- 
teur du  niveau  d'amont. 

Supposons  que  le  réservoir  du  côté  d'aval  ait  son  niveau  plus 
élevé,  et  qu'un  clapet  empêche  l'eau  élevée  dans  ce  dernier  de  re- 
venir en  arrière.  La  colonne  liquide,  en  montant  dans  le  tuyau  ver- 
tical, ne  commencera  à  agir  sur  celle  du  tuyau  de  décharge  qu'à  partir 
du  moment  où  elle  sera  arrivée  à  la  hauteur  où  l'on  veut  qu'elle  se 
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verse  par  ce  dernier  tuyau,  sauf  les  effets  secondaires  de  la  percussion 
provisoirement  négligés. 

La  colonne  d'arrivée  devrait  être  plus  longue,  toutes  choses  égales 
d'ailleurs,  pour  qu'on  se  retrouvât  dans  des  circonstances  analogues  à 
ce  qui  vient  d'être  dit.  Quant  à  la  hauteur  de  l'élévation  de  l'eau  qui 
sera  suffisante,  il  n'y  a  point  d'abord  à  s'en  préoccuper  dans  cette 
théorie,  si  l'on  fait  provisoirement  abstraction  des  résistances  passives, 
c'est-à-dire  en  employant  d'assez  grands  diamètres,  puisque,  avec  des 
tuyaux  d'une  longueur  très-grande,  on  pourrait  dans  cette  hypothèse 
élever  de  l'eau  dans  le  tuyau  vertical  intermédiaire  à  une  hauteur  bien 
suffisante,  en  laissant  écouler  l'eau  motrice  assez  longtemps  par  le  tuyau 
vertical  mobile  alternativement  soulevé. 

On  peut  supposer  les  choses  disposées  de  telle  sorte  que  les  effets 
diffèrent  aussi  peu  qu'on  le  voudra  du  mécanisme  ci-dessus,  qui  est 
celui  de  l'onde  solitaire,  si  l'on  met  un  clapet  au  tuyau  d'amont. 
L'essentiel  est  de  voir  si  la  décharge  se  fera  assez  profondément  dans 
le  tuyau  vertical  pour  que  celui-ci  (en  un  mot,  la  branche  verticale 
du  T  renversé)  puisse  se  relever  alternativement  comme  celui  de  l'ap- 
pareil à  tube  oscillant,  mais  avec  oscillation  en  retour. 

Or  cela  paraît  assez  évident  d'après  ce  qui  précède,  si  l'on  a  fait 
élever  l'eau  assez  haut  dans  le  tuyau  vertical  dont  il  s'agit;  il  est  même 
possible  que  cette  élévation  soit  assez  grande  pour  qu'il  reste  encore 
du  mouvement  dans  le  tuyau  de  décharge  au  moment  où  le  tuyau  ver- 
tical sera  soulevé  et  permettra  à  l'eau  d'amont  de  s'écouler  du  côté 
d'aval,  de  sorte  qu'une  partie  de  cette  eau  sera  peut-être  aspirée  dans 
le  tuyau  de  décharge  latérale  qui  la  versera  au  point  où  l'on  veut 
élever  le  liquide. 

Maintenant  on  demandera  d'après  quelles  bases  devra  être  réglée  la 
hauteur  d'élévation  de  l'eau  dans  le  tuyau  mobile  vertical  pour  être 
suffisante.  Je  ne  peux  entrer  ici  dans  ce  détail,  voulant  seulement 
exposer  le  principe  de  cette  combinaison  nouvelle. 

Il  faut  tenir  compte  de  ce  qu'une  partie  de  l'eau  du  tuyau  d'amont 
continuera  sans  doute,  au  moins  pendant  un  certain  temps,  à  entrer 
dans  le  tuyau  de  décharge  supérieure  dont  il  s'agit,  à  l'époque  où  la 
colonne  contenue  dans  le  tuyau  vertical  redescend  sans  être  encore 
arrivée  au  niveau  du  bief  d'amont. 
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Il  y  a  lieu  d'espérer  que  le  clapet  d'amont  pourra  être  supprime 
Quant  au  clapet  du  tuyau  de  décharge  supérieure,  il  faut  tenir  compte 
de  ce  que  ce  tuyau  sera  en  général  le  plus  court,  et  de  ce  que  la  pression 
résistante  qui  y  éteindra  graduellement  la  vitesse  sera  plus  grande  que 
la  pression  du  bief  d'amont;  il  sera  donc  utile  de  le  conserver,  surtout 
dans  le  cas  où  la  hauteur  du  versement  au-tlessus  du  niveau  d'amont 
ne  sera  pas  très-petite,  et  même  de  tenir  compte  de  ce  que  l'eau  ne 
coulera  pas  d'une  manière  continue  dans  ce  tuyau.  Plus  l'eau  devra 
être  versée  haut  par  rapport  à  la  chute,  plus  il  faudra  tenir  compte  du 
temps  de  repos  dans  le  tuyau  de  décharge  supérieure,  quand  on  tiendra 
a  perdre  le  moins  de  temps  possible,  si  l'on  a  non-seulement  de  l'eau 
à  élever,  mais  aussi  à  en  conduire  à  de  grandes  distances. 

On  peut  encore  faire  verser  l'eau  élevée  par  le  sommet  du  tuyau 
mobile,  et  disposer  le  niveau  du  réservoir  de  décharge  latérale  a  la 
hauteur  du  niveau  du  bief  d'amont  ou  un  peu  au-dessus.  Ce  cas  est 
celui  dont  la  démonstration  est  la  plus  évidente,  parce  qu'il  se  rapporte 
plus  directement  à  celui  des  tuyaux  croisés  en  forme  de  T  renversé. 
Ces  principes  m'ont  paru  intéressants,  même  abstraction  faite  de  l'uti- 
lité qu'ils  pourront  avoir  dans  la  pratique. 


na»a<K>  mr~* 
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Principes  de  plusieurs  systèmes  de  pompes  h  colonnes  liquides 
oscillantes  et  a  flotteur  ; 

Par  M.  Anatole  DE  CALIGNY. 


I.    —   Pompe  sans  piston  ni  soupape. 

J'ai  communiqué  verbalement  à  la  Société  Philomathique  de  Paris,  le 
g  mai  1840,  le  principe  de  cette  pompe,  dont  j'ai  eu  depuis  occasion  de 
me  servir  pour  amorcer  mon  moteur  hydraulique  à  flotteur  oscillant; 
mais  je  n'avais  pas  fait  alors  mes  expériences  sur  le  moyen  de  dimi- 
nuer la  résistance  de  l'eau  dans  les  coudes  à  angle  droit  au  moyen  de 
lames  concentriques,,  et  je  n'avais  pas  encore  essayé  pour  ce  genre  de 
machines  l'emploi  des  tuyaux  en  planches  de  grandes  dimensions. 

Cette  pompe,  telle  que  je  m'en  suis  servi,  se  réduit  à  un  tuyau  verti- 
cal enfoncé  en  partie  au-dessous  du  niveau  de  l'eau  à  épuiser,  et  re- 
courbé à  son  extrémité  inférieure  de  manière  à  déboucher  à  une  cer- 
taine distance  dans  cette  eau  par  une  bouche  évasée,  à  une  profondeur 
convenable.  Un  flotteur,  qui  est  la  seule  pièce  mobile  du  système,  met 
la  colonne  liquide  en  oscillation  dans  ce  tuyau  dont  les  extrémités  sont 
toujours  ouvertes,  et  à  chaque  période  il  se  jette  de  l'eau  au  sommet 
du  tuyau  vertical.  Ce  flotteur,  alternativement  abandonné  à  son  propre 
poids,  est  alternativement  soulevé  par  le  moteur. 

Il  est  à  remarquer  qu'à  chaque  période,  le  flotteur  occupant  une 
partie  du  sommet  du  tuyau  vertical,  de  manière  que  le  versement 
de  l'eau  élevée  se  fait  autour  de  lui  dans  un  espace  annulaire,  il  résulte 
de  cette  circonstance  du  mouvement  un  véritable  rétrécissement  gra- 
duel, le  flotteur  étant  inférieurement  terminé  en  pointe;  de  sorte  que 
cela  augmente  la  hauteur  à  laquelle  le  versement  peut  se  faire,  mais 
aussi  cela  augmente  la  vitesse  de  l'eau  à  sa  sortie. 

Il  résulte  de  la  manière  dont  les  sections  sont  modifiées  par  le  flot- 
teur une  différence  notable  dans  la  durée  des  oscillations  de  la  colonne 

Tome  XII  (  ie  série).  —  Juin    1867.  27 
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liquide.  Quand  on  supprime  le  flotteur,  ces  oscillations  augmentent  de 
durée,  ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  rendre  compte  au  moyen  de  la 
théorie  des  oscillations  de  l'eau  dans  les  tuyaux  que  j'ai  publiée  dans 
le  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  IIT,  ire  série,  après 
l'avoir  présentée  à  l'Académie  en  1837.  Ainsi,  dans  le  cas  de  cette  ex- 
périence, la  rapidité  des  oscillations  était  augmentée  d'environ  un 
sixième. 

Cet  appareil  doit  donner  un  effet  utile  supérieur  à  celui  de  mon 
moteur  hydraulique  de  flotteur  oscillant  qui  a  été  l'objet  de  deux 
Rapports  favorables  à  l'Académie.  En  effet,  dans  l'appareil  considéré 
comme  moteur  hydraulique,  il  y  a  une  soupape  cylindrique  ;  il  en 
résulte  une  cause  quelconque  de  perte  de  force  vive  ou  de  travail  qui 
n'existe  pas  dans  l'appareil  considéré  comme  pompe  sans  soupape. 
L'effet  utile  a  été  favorablement  jugé  par  l'Académie  pour  le  moteur 
hydraulique,  et  il  est  bien  probable  que  cette  pompe  sera  encore  plus 
facilement  applicable  avec  un  assez  grand  effet  utile. 

Quant  à  la  profondeur  du  tuyau  de  conduite,,  on  peut  remarquer 
que  ce  tuyau  pouvant  être  maintenant  construit  en  bois,  de  façon  à 
avoir  une  section  rectangulaire  dont  le  plus  grand  côté  sera  horizontal, 
cela  diminuera  cette  profondeur.  Dans  ce  cas,  le  flotteur  aurait  aussi 
une  section  rectangulaire.  La  seule  partie  delà  construction  qui  puisse 
offrir  quelque  difficulté  pour  une  application  rustique  consiste  dans 
les  précautions  à  prendre  pour  que  le  flotteur  n'éprouve  point  de  per- 
cussions contre  les  parties  fixes  de  l'appareil.  Mais  cela  n'est  point  une 
difficulté  sérieuse. 

La  mise  en  train  est  facile.  On  laisse  le  flotteur  s'enfoncer  à  chaque 
période  dans  la  colonne  liquide  descendante.  La  première  fois  qu'il 
descend,  il  trouve  l'eau  au  repos,  ce  qui  la  fait  monter  autour  de  lui, 
en  vertu  de  la  résistance  opposée  par  l'inertie  du  reste  de  l'eau  conte- 
nue dans  le  tuyau  de  conduite.  Cette  première  ascension  est  suivie 
d'une  descente  sur  laquelle  on  fait  agir  le  flotteur  par  son  poids,  et 
ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  l'eau  arrive  au  sommet  du  tuyau  verti- 
cal. Alors  l'appareil  est  en  train.  Il  n'y  a  d'ailleurs  rien  de  délicat 
dans  cette  manœuvre,  l'instant  de  l'action  alternative  du  flotteur 
n'ayant  rien  de  nécessairement  précis,  au  moins  pour  un  tuyau  de 
conduite  qui  n'est  pas  trop  court. 
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Cette  pompe  élevait  l'eau  à  im,5o  de  haut,  dans  Un  tuyau  de  /jo  cen- 
timètres de  diamètre,  au  sommet  duquel  elle  versait  à  chaque  période. 
Les  détails  de  la  construction  de  ce  tuyau  n'auraient  aucun  intérêt 
quant  à  cette  pompe,  dont  les  effets  ne  furent  alors  étudiés  que  très- 
provisoirement,  parce  que  je  ne  savais  pas  encore  moi-même  qu'elle 
pouvait  être  exécutée  à  peu  de  frais  au  moyen  de  recherches  que  j'ai 
faites  depuis  sur  divers  phénomènes. 

Mais  il  était  utile  de  montrer  par  des  faits  la  réalité  de  l'idée  et  la 
facilité  de  la  mise  en  train  ;  car  il  ne  faut  pas  confondre  cette  pompe 
avec  le  lube  conique  oscillant  sans  flotteur,  que  j'avais  d'abord  pré- 
senté il  y  a  très-longtemps  à  la  Société  Philomathique  de  Paris,  sous  une 
forme  qui  exige  une  certaine  élude  pour  la  mise  en  train,  et  dont 
l'avantage  était  seulement  alors  dans  l'extrême  modicité  de  son  prix. 
Une  Note  beaucoup  plus  étendue  sur  la  pompe  conique  est  publiée 
dans  le  tome  XI,  2e  série,  t\u  Journal  de  Mathématiques. 

Quant  à  la  pompe  à  flotteur  dont  il  s'agit  ici,  on  peut  réduire  à  très- 
peu  de  chose  la  perte  de  travail  en  frottement  au  moyen  de  la  grandeur 
au  diamètre  du  tuyau  fixe.  La  perte  de  force  vive  provenant  de  la  vi- 
tesse de  sortie  alternative  de  l'eau  à  l'extrémité  inférieure  peut  être 
bien  atténuée  au  moyen  d'un  évasement  assez  graduel. 

Dans  ma  Note  précitée  sur  les  pompes  coniques  publiée  dans  le 
tome  XI,  2e  série,  du  Journal  de  Mathématiques,  j'ai  donné  la  mé- 
thode au  moyen  de  laquelle  on  peut  déterminer  l'angle  le  plus  conve- 
nable pour  que  la  colonne  liquide  s'évase  à  son  entrée  dans  le  réser- 
voir d'où  elle  part,  sans  qu'il  y  ait  trop  de  force  vive.  On  peut  revoir 
les  chiffres  de  la  Note  dont  il  s'agit,  pour  se  former  une  idée  de  ce 
genre  d'effet.  Il  sera  bon  d'ailleurs  de  faire  l'angle  de  convergence 
moindre  que  cela  n'est  indispensable. 

Dans  l'appareil  dont  il  s'agit  aujourd  hui,  comme  dans  plusieurs 
autres  démon  invention,  la  longueur  du  tuyau  de  conduite  fixe  est  un 
obstacle  à  cause  du  prix  qui  en  résulte.  On  pourra  modérer  cette  lon- 
gueur, en  exagérant,  comme  je  viens  de  l'indiquer,  celle  de  la  partie 
conique  évasée,  pour  qu'il  n'y  ait  pns  de  changement  brusque  de  vi- 
tesse, et  comme  il  n'y  a  point  de  passages  plus  ou  moins  étranglés  par 
une  soupape  ou  un  tube  mobile,  puisqu'il  n'y  a  d'autre  pièce  mobile 
qu'un  flotteur,  il  ne  parait  pas  aussi  utile  que  pour  d'autres  systèmes 
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de  mon  invention  de  donner  une  grande  longueur  au  tuyau  de  con- 
duite. 

Quoi  qu'il  en  soit,  cet  appareil  me  semble  destiné  à  résoudre,  au 
moins  par  un  fait  scientifique,  le  problème  de  l'élévation  de  l'eau  à  de 
petites  hauteurs,  au  moyen  d'une  pompe  donnant  un  effet  utile  au 
moins  aussi  grand  que  celui  des  bonnes  pompes  pour  les  élévations  à 
de  grandes  hauteurs,  pourvu  qu'on  veuille  faire  la  dépense  d'un  tuyau 
de  dimensions  convenables.  On  sait  que  la  difficulté  de  ce  problème  a 
été  souvent  signalée  par  les  plus  savants  hydrauliciens. 

Si  l'on  veut  élever  de  l'eau  à  des  hauteurs  médiocres,  mais  plus 
grandes  par  rapport  à  la  course  du  flotteur,  l'appareil,  sans  addition 
d'autres  pièces  mobiles,  deviendra  d'une  construction  un  peu  moins 
simple,  mais  plus  intéressante. 

Le  flotteur  fonctionnera  alors  dans  la  plus  grosse  branche  d'un 
siphon  renversé  à  branches  de  diamètres  inégaux.  La  quantité  d'eau 
versée  alternativement  au  sommet  de  l'autre  branche  devra,  en  géné- 
ral, être  petite  par  rapport  à  l'espace  que  parcourra  le  flotteur. 

L'introduction  alternative  d'une  quantité  d'eau  pour  la  remplacer 
dans  la  masse  liquide  oscillante  ne  peut  pas  donner  lieu  à  une  perle  de 
force  vive  bien  importante,  quand  même  elle  tomberait  par  un  orifice 
ordinaire  de  la  hauteur  du  niveau  de  l'eau  à  épuiser  sur  le  sommet 
variable  de  l'extrémité  de  la  colonne  dans  la  plus  grosse  branche,  où 
l'on  suppose  au  flotteur  une  course  petite  par  rapport  à  la  hauteur  de 
versement  de  la  branche  d'un  diamètre  moindre.  Mais  il  est  utile  de 
montrer  que  cette  perte  peut  même  être  bien  atténuée  au  moyen  d'une 
combinaison  de  niveaux  dont  le  principe  est  analogue  à  ce  qui  se  pré- 
sente dans  certaines  ondes  dites  solitaires. 

Il  suffit  de  faire  arriver  l'eau  dont  il  s'agit  par  un  tuyau  latéral  dune 
longueur  convenable,  débouchant  par  une  extrémité  dans  l'eau  à 
épuiser,  et  par  l'autre  dans  le  système  au-dessous  des  niveaux  varia- 
bles de  l'eau  en  oscillation.  On  prolongera  les  parois  de  la  grosse 
branche  au-dessus  du  niveau  de  l'eau  à  épuiser.  Si  les  oscillations  de  la 
colonne  liquide  sont  disposées  de  manière  à  s'élever  alternativement 
dans  cette  branche  au-dessus  de  ce  niveau,  on  conçoit  que  la  colonne 
liquide  en  mouvement  dans  le  tuyau  latéral  peut  être  alternativement 
réduite  au  repos,   à  cause  des  pressions  exercées  sur  elles  pendant 
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qu'il  y  a  de  l'eau  au-dessus  de  ce  même  niveau  dans  la  même  branche. 
L'avantage  de  cette  disposition  est  de  permettre  d'employer  utilement 
la  force  vive  de  la  quantité  d'eau  qui  entre  périodiquement  dans  le  sys- 
tème pour  remplacer  l'eau  élevée.  J'ai  montré,  notamment  dans  le 
Journal  de  Mathématiques,  t.  XIII,  ire  série,  comment  des  effets 
curieux  de  ce  genre  se  présentent  dans  l'onde  dite  solitaire  et  en 
expliquent  des  phénomènes  intéressants. 

Abstraction  faite  de  l'utilité  industrielle  de  ces  combinaisons,  il  est 
intéressant,  au  point  de  vue  des  principes  du  moins,  de  conserver  la 
trace  des  moyens  divers  de  faire  entrer  l'eau  d'un  réservoir  dans  une 
colonne  liquide  oscillant  dans  un  tuyau  plongé  en  partie  dans  ce 
réservoir. 

Je  rappellerai  donc  que,  dans  le  tome  VIII,  ire  série,  du  Journal  de 
Mathématiques,  j'ai  décrit  des  expériences  d'où  il  résulte  combien 
l'état  d'oscillation  d'une  colonne  liquide  diminue  la  moyenne  des 
pressions  latérales  sur  un  point  donné  des  branches  verticales,  surtout 
dans  certaines  circonstances.  A  la  fin  du  Mémoire  que  je  viens  de  rap- 
peler, se  trouve  une  Note  de  M.  Combes,  qui  a  eu  la  complaisance  de 
donner  quelques  développements  à  ce  principe  que  j'avais  trouvé. 
J'apprends  que  ce  principe  a  attiré  plus  spécialement  depuis  l'attention 
des  savants,  et  que  même  il  est  signalé,  d'après  le  Mémoire  dont  il 
s'agit,  parmi  les  questions  spécialement  choisies  pour  les  exercices 
relatifs  aux  examens  pour  la  licence. 

Au  moyen  de  ce  principe,  l'eau  à  épuiser  peut  entrer  latéralement 
dans  le  système,  et  en  sortir  par  l'extrémité  inférieure,  sans  qu'on  soit 
obligé  de  la  faire  sortir  comme  ci-dessus  par  le  sommet  d'un  tuyau. 

Quant  à  ces  applications  aux  moyens  de  faire  entrer  l'eau  alternati- 
vement sans  pièce  mobile  dans  ces  pompes  à  flotteur,  l'expérience 
seule  pourra  décider  la  question  pratique.  Mais  ce  procédé  d'intro- 
duction et  d'expulsion  de  l'eau  à  épuiser  m'a  paru  mériter  d'être 
signalé  comme  exemple  d'application  d'un  des  principes  exclusivement 
dus  à  mes  recherches.  Quant  à  la  pratique,  il  est  d'ailleurs  possible 
qu'un  clapet  d'introduction  vaille  mieux;  cependant,  il  peut  toujours 
être  utile  de  signaler  des  moyens  non-seulement  nouveaux,  mais  qui 
semblent  au  premier  aperçu  contraires  aux  effets  auxquels  on  s'atten- 
dait généralement. 
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11 .    —  Pompe  à  flotteur  avec  soupape,  la  détente  étant  alternativement 
produite  par  une  colonne  liquide  oscillant  sur  une  colonne  d'air. 

D'après  des  principes  que  j'ai  depuis  longtemps  communiqués  a  la 
Société  Philomathique,  il  est  intéressant  de  considérer  ce  qui  se  pré- 
sente dans  toutes  les  machines  oscillantes,  lorsque,  dans  le  but  de  di- 
minuer 3e  chemin  parcouru  par  les  résistances  passives  à  chaque  pé- 
riode, on  fait  arriver  une  des  extrémités  d'une  colonne  liquide  en  os- 
cillation dans  un  matelas  d'air  dont  les  dimensions  règlent  le  chemin 
qu'il  est  nécessaire  de  parcourir  pour  éteindre  le  mouvement  de  cette 
colonne  sans  choc  brusque. 

Voyons  donc  ce  qui  arrivera  dans  la  pompe  oscillante,  objet  de  la 
description  précédente,  où  il  y  a  un  siphon  renversé,  lorsqu'on  fera 
arriver  ainsi  dans  un  matelas  d'air  celle  des  extrémités  de  la  colonne 
oscillante  dans  laquelle  on  n'entretient  pas  le  mouvement  immédiate- 
ment par  l'action  alternative  d'un  flotteur.  Le  chemin  parcouru  par  la 
colonne  oscillante  sera  diminué,  ce  qui  n'empêchera  pas  le  matelas 
d'air  de  faire  plus  ou  moins  le  vide  en  se  détendant,  par  la  raison 
même  qu'il  aura  été  comprimé  plus  fortement. 

On  conçoit  donc  qu'il  y  aura  une  époque  à  laquelle  il  se  produira 
une  succion  qui  pourra  faire  entrer  dans  le  siphon  renversé,  par  une 
soupape  inférieure,  une  partie  de  l'eau  d'un  réservoir  dans  lequel  la 
courbure  est  plus  ou  moins  engagée. 

Lue  partie  de  l'eau  contenue  dans  le  siphon  sera  par  suite  versée  au 
sommet  du  tube  dans  lequel  joue  le  flotteur  oscillant  mis  en  action 
par  le  moteur. 

Étant  donnée  une  colonne  liquide  d'une  certaine  longueur  dans  le 
siphon  renversé,  si  l'on  plonge  le  flotteur  par  l'extrémité  ouverte,  on 
augmentera  la  pression  sur  le  matelas  d'air  disposé  à  l'autre  extrémité, 
el  c'est  une  raison  pour  qu'une  diminution  de  pression  en  résulte  à  la 
période  suivante  sur  le  matelas  d'air,  qui  se  détendra,  surtout  quand  on 
retirera  le  flotteur,  les  mouvements  étant  bien  combinés.  11  est  évident 
qu'au  bout  de  quelques  périodes  la  continuation  d'un  effet  analogue 
produit  par  l'action  alternative  du  flotteur  élèvera  la  colonne  jusqu'au 
sommet  et  produira  l'effet  voulu,  si  l'appareil  est  bien  disposé 
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Un  auteur  allemand,  je  crois,  dont  je  ne  sais  pas  le  nom,  avait  pro- 
posé avant  moi  d'élever  de  l'eau  par  un  principe  semblable,  mais  avec 
cette  différence  essentielle  que  le  tube  d'ascension  était  mobile.  Cet  au- 
teur utilisait  le  genre  de  mouvement  qu'on  cherche  à  éviter  de  donner 
aux  baromètres  dans  la  crainte  de  les  briser. 

L'appareil,  tel  qu'il  l'avait  disposé,  pouvait  marcher  sans  que  son 
extrémité  inférieure  fût  enfoncée  dans  l'eau  à  une  profondeur  bien 
notable.  Dans  l'appareil  tel  que  je  l'ai  proposé,  les  tuyaux  étanfejfSbçAf, 
le  moteur,  si  c'est  un  homme,  peut  être  naturellement  conduit  par 
l'oscillation  de  la  colonne  liquide.  Tandis  que  si  le  lube,  et  en  un  mot 
si  tout  l'appareil  est  mobile,  il  y  a  probablement  à  saisir,  comme  dans 
ma  pompe  conique  quand  un  balancier  avec  une  sorte  de  pendule 
n'y  est  pas  joint,  une  sorte  de  tour  de  main,  selon  une  expression 
reçue. 

Depuis  que  j'ai  présenté  cet  appareil  à  flotteur  à  la  Société  Philo- 
mathique,  le  19  août  1  843,  un  ingénieur  qui  ne  connaissait  pas  ce  qu'en 
dit  le  journal  l'Institut  l'a  présenté  de  son  côté.  Mais  il  est  le  premier 
à  convenir  avec  toute  la  loyauté  possible  de  ma  priorité.  Si  d'ailleurs 
j'ai  étudié  dans  les  Annales  des  Mines,  1  838,  les  effets  d'une  colonne 
d'air  alternativement  comprimée  et  dilatée  d'une  manière  analogue, 
je  conviens  que  l'idée  d  en  faire  le  principe  d'une  pompe  mue  par  un 
homme  appartient  à  l'auteur  allemand  dans  les  limites  indiquées  ci- 
dessus.  Je  regrette  vivement  ne  pouvoir  retrouver  le  nom  de  cet  auteur. 

III.    —  Pompe  à  flotteur  aspirant  au  moyen  d'un  nouveau  principe. 

Un  tuyau  courbé  en  arc  de  cercle  et  ouvert  à  une  de  ses  extrémités, 
étant  suspendu  à  un  axe  autour  duquel  il  peut  osciller  librement,  est 
plongé  en  partie,  à  une  petite  profondeur  (par  la  portion  inférieure  de 
sa  courbure),  dans  l'eau  à  épuiser.  Dans  la  partie  plongée,  il  est  séparé 
en  deux  par  une  cloison  près  de  laquelle  est  disposée  une  soupape 
ouvrant  de  dehors  en  dedans,  et  par  laquelle  doit  être  aspirée  l'eau  qui 
sortira  par  l'extrémité  du  tuyau  qui  est  toujours  ouverte. 

Le  mouvement  de  ce  tuyau  est  réglé  au  moyen  d'un  flotteur  qui 
donne  lieu,  comme  on  va  voir,  au  jeu  de  cette  espèce  de  pompe  aspi- 
rante sans  piston. 
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Il  est  clair  que,  si  l'on  soulève  de  l'eau  dans  le  tube  avec  une  vitesse 
suffisante,  et  que  l'on  diminue  la  vitesse  du  tube  sans  agir  directe- 
ment sur  l'eau,  celle-ci  continuera  à  monter  en  vertu  de  sa  vitesse  re- 
lative, en  produisant  une  aspiration;  mais  on  n'agirait  pas  selon  les 
vrais  principes  de  la  mécanique  si  l'on  produisait  cet  effet  par  le  moyen 
d'un  obstacle  extérieur. 

Or,  si  un  flotteur  entraîné  dans  le  mouvement  du  tube  sort  de  l'eau 
à  épuiser  ou  d'un  réservoir  particulier  disposé  à  cet  effet,  à  l'époque  où 
l'on  veut  que  le  tube  diminue  de  vitesse,  on  jouit  de  cet  avantage  que, 
pour  y  parvenir,  on  n'a  à  craindre  aucune  percussion  entre  des  corps 
solides  comme  si  l'on  avait  à  craindre  l'inertie  d'un  obstacle  extérieur. 

Lorsque  le  système  est  ramené  en  arrière  par  le  mouvement  oscilla- 
toire imprimé  par  le  moteur,  l'immersion  du  flotteur  diminue  la  vi- 
tesse du  tube  sans  agir  aussi  directement  sur  l'eau  qu'il  contient,  et 
dont  la  force  vive  peut  être  en  partie  utilisée  dans  le  balancement 
rétrograde  dont  l'effet  reviendra  en  aide  à  l'effet  direct  pendant  lequel 
se  fait  l'aspiration  précitée,  si  le  moteur  n'agit  que  dans  un  sens. 

On  voit  que  l'idée  de  cet  appareil  consiste  dans  le  mode  d'action 
du  flotteur,  qui  permet  de  produire  l'effet  voulu  sans  choc,  malgré  l'i- 
nertie des  pièces  mobiles,  comme  si  l'on  disposait  de  forces  immaté- 
rielles. On  voit  aussi  qu'il  n'y  a  aucun  effet  de  canne  hydraulique, 
bien  que  la  partie  inférieure  du  tube  ne  soit  enfoncée  qu'à  une  très- 
petite  profondeur  dans  l'eau  à  épuiser. 

S'il  est  difficile  de  prévoir  quel  peut  être  le  degré  d'utilité  de  ce  prin- 
cipe, il  m'a  semblé  assez  nouveau  pour  être  signalé  comme  une  des 
choses  dont  il  est  du  moins  intéressant  de  conserver  la  trace,  dans  un 
recueil  surtout  où  les  idées  scientifiques  trouvent  naturellement  leur 
place,  abstraction  faite  même  de  l'utilité  qu'on  pourra  y  trouver  par  la 
suite.  Ce  principe  renferme  d'ailleurs  celui  d'un  nouveau  modérateur 
hydraulique  dont  je  parlerai  dans  une  autre  Note. 
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Principes  d'une  nouvelle  turbine  et  de  plusieurs  roues  hydrau- 
liques à  lames  liquides  oscillantes,  suivis  de  Recherches  histo- 
riques et  critiques  sur  des  sujets  analogues; 

Par  M.  Anatole  DE  CALIGNY. 


Nouvelle  turbine  à  lames  liquides  oscillantes. 

J'ai  présenté  à  l'Académie  des  Sciences,  le  16  novembre  1 863 ,  une 
Note  qui  a  été  imprimée  dans  le  Compte  rendu  de  la  séance  du  20  dé- 
cembre de  la  même  année,  sur  la  proposition  de  M.  le  général  Poncelet. 
Dans  cette  Note,  j'avais  indiqué,  avec  une  extrême  réserve,  le  principe 
d'une  turbine  à  lames  liquides  oscillantes^  pensant  qu'il  l'avait  peut- 
être  signalé  avant  moi,  et  mentionnant  d'ailleurs  les  aubes  courbes 
que  M.  D.  Girard  a  proposé  de  disposer  sous  les  wagons  d'un  chemin 
de  fer  qu'il  étudie.  Mais  ce  savant  général,  auquel  je  pris  le  parti  de 
soumettre  mes  doutes  relativement  à  la  priorité  de  cette  idée  sur  les 
lames  liquides  oscillantes  par  ascension  le  long  des  aubes  courbes 
d'une  roue  horizontale,  me  fit  l'honneur  de  me  répondre,  le  )4  dé- 
cembre de  la  même  année,  qu'il  n'avait  pas  connaissance  que  personne 
en  eût  fait  la  proposition  formelle.  Je  crois  donc  intéressant  d'entrer 
dans  quelques  détails. 

En  réfléchissant  à  deux  turbines  remarquables  dessinées  dans  un 
ouvrage  intitulé  :  Theatrum  machinarum  novum ,  per  Georgium  An- 
dream  Bocklerum,  architectwn  et  ingeniarium ,  traduit  de  l'allemand 
en  latin  par  Schmitz,  Cologne,  1662,  PL  XLIV  et  L,  où  l'eau  semble 
s'élever  sur  les  aubes  courbes,  et  agir  ensuite  pendant  un  glissement 
de  haut  en  bas,  j'ai  eu  la  pensée  de  la  disposition  dont  il  s'agit. 

On  sait  que  la  roue  verticale  à  aubes  courbes  de  M.  Poncelet  est 
une  véritable  machine  à  lames  liquides  oscillantes,  et  qu'il  a  consi- 
déré ensuite  cette  roue  verticale  comme  posée  horizontalement,  mais 
alors  sans  lames  liquides  oscillantes. 

Tome  XII  (a«  série).  —  Juin  1867.  2° 


2,8  JOURNAL  DE  MATHEMATIQUES 

Or,  je  propose  d'employer  une  forme  analogue  à  celle  de  la  roue 
horizontale  de  Borda,  mais  en  faisant  arriver  l'eau  motrice  par-dessous 
au  lieu  de  la  faire  arriver  par -dessus,    et  en  disposant  la   courbure 
des    aubes  de  manière   que  l'eau   y   entre   d'une  façon   analogue    à 
ce  qui  se  présente  pour  la  roue  verticale  à  aubes  courbes  de  M.  Pon- 
eelet,  avec  cette  différence  que  les  aubes  restent  toujours  à  la  même 
hauteur,    ce  qui   simplifie  un    peu    la   théorie,    tout   en    permettant 
d'appliquer  à  cette  circonstance  une   partie  des  études  faites  sur  la 
roue  verticale  à  aubes  courbes  [*].  Il  y  a  des  différences  provenant  des 
effets  de  la  force  centrifuge;  mais  on  peut  les  atténuer  en  disposant  les 
aubes  courbes  entre  des  cloisons  cylindriques  verticales  concentriques, 
auxquelles  on  pourra  provisoirement  supposer  la  génératrice  de  chaque 
aube  courbe  perpendiculaire,  en  attendant  des  recherches  ultérieures. 
Si  les  études  faites  sur  les  roues  verticales  à  aubes  courbes  suffisent 
pour  donner  une  idée  de  la  disposition  générale,  le  cas  n'est  cependant 
pas  tout  à  fait  le  même.  Selon  que  le  diamètre  de  la  turbine  sera  plus 
ou  moins  grand,  il  y  aura  sans  doute  des  modifications  à  faire.  Je 
remarquerai  seulement  ici  une  propriété  dont  la  roue  verticale  à  aubes 
courbes  ne  semblait  pas  en  général  susceptible. 

L'eau  peut  entrer  en  même  temps  par  plusieurs  aubes  au  moyen 
de  conducteurs  fixes >  d'autant  plus  nombreux  que  le  diamètre  de  la 
turbine  est  plus  grand,  toutes  choses  égales  d'ailleurs.  Si  l'expérience 
seule  peut  montrer  quel  sera  le  nombre  de  conducteurs  le  plus  conve- 
nable pour  chaque  diamètre,  les  études  déjà  faites  sur  les  mouvements 
de  l'eau  dans  les  roues  verticales  à  aubes  courbes  jetteront  beaucoup 
de  jour  sur  cette  question. 

Il  n'est  peut-être  pas  inutile,  au  reste,  de  remarquer  que  si  dans 
ces  roues  verticales  il  n'est  pas  en  général  tout  à  fait  rigoureux  de 


[*]  M.  le  commandant  Ordinaire  de  Lacolonge  a  publié  en  i854,  dans  le  Génie 
industriel,  un  long  Mémoire  en  trois  parties  sur  les  roues  verticales  à  aubes  courbes. 
Dans  ce  Mémoire,  il  fait  connaître  des  régies  de  construction  et  des  procédés  de  calcul 
qui  lui  ont  été  communiqués  par  M.  Poncelet,  et  qui  comprennent  tous  les  détails 
essentiels  pour  le  perfectionnement  et  l'établissement  de  ces  moteurs  célèbres,  en 
même  temps  que  les  résultats  d'expériences  concernant  la  roue  de  la  poudrerie  d'An- 
gouléme,  résultats  qui  confirment  pleinement  l'utilité  de  ces  dispositions. 
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considérer  l'eau  comme  sortant  aussi  bas  qu'elle  est  entrée,  cela  sera 
rigoureux  clans  la  turbine  à  lames  liquides  oscillantes  si  l'axe  est  bien 
vertical.  Quant  au  nombre  d'aubes  qui  dans  chaque  circonstance  doi- 
vent se  trouver  entre  deux  conducteurs  fixes,  les  observations  qui  ont 
été  ou  seront  facilement  faites  sur  les  roues  verticales  à  aubes  courbes 
permettront  sans  doute  de  lever  toute  difficulté  sérieuse  sur  les  points 
essentiels  à  étudier  pour  diminuer  le  nombre  des  turbines  dans  les  cir- 
constances où  l'on  aura  beaucoup  d'eau  motrice  à  sa  disposition. 
Cette  turbine  pouvant  avoir  ses  avantages,  je  la  signale  de  nouveau 
puisque  personne,  à  ma  connaissance,  n'en  a  réclamé  la  priorité.  Je 
n'y  attache  d'ailleurs  aucun  amour-propre,  reconnaissant  que  si  elle 
est  utile,  l'honneur  doit  en  revenir  principalement  à  M.  Poncelet. 


Principes  d'une  nouvelle  roue  hydraulique  verticale  à  tuyaux 
plongeurs  et  à  lames  liquides  oscillantes  dans  les  biefs  d amont 
et  d'aval. 

Cette  roue  se  compose  d'un  tambour  portant  extérieurement  un 
anneau  creux  de  section  rectangulaire,  partagé  en  plusieurs  tuyaux 
par  des  aubes  d'une  forme  particulière,  en  amont  et  en  aval  de  cha- 
cune desquelles  des  orifices  rectangulaires  sont  disposés  sur  la  surface 
courbe  extérieure  de  cet  anneau;  de  sorte  que  chacun  de  ces  tuyaux 
est  percé  latéralement  à  ses  deux  extrémités,  qui  doivent  être  bouchées 
en  temps  utile  au  moyen  d'un  coursier  inférieur  dans  lequel  elles 
viennent  s'engager  successivement.  Cette  roue  formant  elle-même  une 
partie  du  barrage,  comme  les  anciennes  roues  à  pression,  se  présente 
latéralement  à  l'eau  du  bief  supérieur,  qui  entre  par  l'extrémité  infé- 
rieure de  chaque  tuyau  partiel,  dont  le  sommet  achève  au  besoin  de 
se  remplir  par  son  immersion  dans  ce  même  bief. 

Quand  l'orifice  inférieur  de  ce  tuyau  s'engagera  dans  le  coursier  dont 
on  vient  de  parler,  il  y  aura  un  étranglement  momentané  donnant  lieu 
à  une  perte  de  force  vive  dont  la  limite  est  facile  à  calculer.  Mais,  par 
suite  de  la  diminution  de  pression  intérieure  qui  en  résultera,  la  co- 
lonne liquide  contenue  dans  le  tuyau  partiel  prendra  de  haut  en  bas  la 
vitesse  nécessaire,  afin  qu'il  n'y  ait  pas,  pour  certaines  proportions  <\u 

28.. 


2  2o  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

tuyau,  de  percussion  bien  sensible  à  l'époque  où  son  orifice  sera  mas- 
qué parce  coursier.  Jusqu'ici  les  effets  paraissent  analogues  à  ceux  des 
anciennes  roues  hydrauliques  à  pression  coulant  à  plein  coursier; 
mais  les  aubes,  protégées  en  amont  et  en  aval  par  les  espèces  de  tuyaux 
qui  les  séparent,  ne  viendront  plus  frapper  l'eau  du  bief  supérieur  en 
s'y  enfonçant,  et  ne  rencontreront  plus  que  peu  de  résistance  dans 
l'eau  du  bief  d'aval. 

Au  lieu  d'occasionner  un  jaillissement  de  l'eau  du  bief  supérieur  en 
y  pénétrant  avec  une  certaine  vitesse,  cette  roue  donnera  lieu  à  une 
espèce  de  frottement  latéral.  Il  est  à  peine  nécessaire  d'ajouter  que  les 
aubes  qui  séparent  les  tuyaux  doivent  être  disposées  convenablement 
en  dessus  et  en  dessous  pour  éviter  autant  que  possible  les  déviations 
des  filets  liquides,  et  que  ce  sera  d'ailleurs  un  des  cas  où  l'on  pourra 
appliquer  le  système  des  lames  concentriques  dont  je  me  suis  servi 
pour  diminuer  la  résistance  de  l'eau  dans  les  coudes;  il  est  évident 
aussi  que,  dans  le  sens  du  rayon  de  la  roue,  la  profondeur  du  tuyau 
devra  ne  pas  dépasser  certaines  limites,  mais  qu'il  sera  bon  que  chaque 
tuyau  partiel  ait  toute  la  longueur  possible  que  permettra  le  diamètre 
de  la  roue. 

Quand  ce  tuyau  est  dégagé  du  coursier  précité,  il  peut  être  entière- 
ment plongé  dans  l'eau  du  bief  d'aval.  La  vitesse  de  la  roue  étant  sup- 
posée à  peu  près  uniforme,  quand  l'extrémité  devenue  supérieure  du 
tuyau  dont  il  s'agit  sort  du  bief  d'aval,  l'eau  contenue  dans  ce  tuyau 
tend  à  monter  dans  la  partie  qui  s'émerge.  Mais  elle  ne  peut  y  monter, 
en  vertu  de  sa  vitesse  acquise,  qu'en  perdant  une  partie  de  celte  vi- 
tesse. Il  faut  donc  qu'une  certaine  quantité  d'eau  soit  abandonnée  au 
bief  d'aval  par  l'autre  extrémité,  devenue  inférieure  et  ayant  un  orifice 
latéral  d'une  grandeur  convenable. 

Si  les  vitesses  et  les  longueurs  du  tuyau  partiel  sont  calculées  selon 
certaines  lois,  on  conçoit  que  la  colonne  liquide  dont  il  s'agit  peut 
avoir  le  temps  d'osciller  de  manière  que,  par  leur  mode  d'action,  les 
pressions  latérales  rentrent  dans  le  système  de  celles  qui  se  présentent 
dans  les  expériences  que  j'ai  eu  l'honneur  de  soumettre  à  l'Académie 
le  18  octobre  1 84 1 ,  et  qui  ont  été  l'objet  d'un  Mémoire  suivi  d'une 
Note  de  M.  Combes,  publiés  dans  le  Journal  de  Mathématiques  pures 
et  appliquées,  t.  VIII,  ire  série,  p.  23. 
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On  croyait  que  les  roues  du  genre  des  roues  de  côté  coulant  à  plein 
coursier  ne  pouvaient  utiliser  une  partie  de  la  vitesse  de  sortie  de  l'eau 
au  bief  d'aval  que  pour  les  cas  où  l'eau  de  ce  bief  ne  recouvrait  point 
la  veine  de  sortie  donnant  lieu  dans  le  coursier  à  des  effets  depuis 
longtemps  signalés,  et  dont  on  trouve  déjà  quelque  indication  dans 
un  ouvrage  de  Nicholson  (traduction  de  1824,  bibliothèque  de  l'École 
des  Mines).  Or,  il  résulte  des  considérations  que  je  viens  de  rappeler, 
qu'il  doit  être  facile  de  réaliser  pratiquement,  pour  des  roues  verti- 
cales profondément  immergées  à  leur  partie  inférieure,  l'épargne  d'une 
partie  de  la  force  vive  perdue  jusqu'à  présent  au  bief  d'aval  dans  les 
anciens  systèmes  ainsi  immergés,  l'état  d'oscillation  ayant,  dans  cer- 
taines hypothèses,  la  propriété  de  diminuer  la  moyenne  des  pressions 
latérales,  de  manière  à  la  rendre  moindre  que  la  pression  hydrostatique 
de  l'eau  du  bief  d'aval. 

On  conçoit  d'ailleurs,  même  abstraction  faite  de  ces  considérations, 
que  si  le  tuyau  vertical  était  vidé  par  oscillation  jusqu'à  une  certaine 
profondeur  au-dessous  du  niveau  du  bief  d'aval,  l'eau  de  ce  bief  ne 
pourrait  rentrer  que  dans  une  capacité  fuyant  devant  elle,  et  que 
d'ailleurs  elle  y  produirait  un  effet  analogue,  jusqu'à  un  certain  point, 
à  celui  de  Peau  qui  entre  de  l'extérieur  à  l'intérieur  de  certaines  roues 
à  réaction  ,  en  donnant  lieu  à  une  diminution  de  pression  par  l'effet 
même  de  sa  vitesse. 

Quant  à  ce  que  j'ai  dit  de  la  manière  dont  les  choses  se  passeront 
dans  le  bief  d'amont  à  l'époque  où  le  tuyau  partiel  s'engagera  dans  le 
coursier  inférieur,  si,  d'après  les  indications  du  calcul,  il  ne  parait 
pas  qu'on  doive  en  général  s'en  préoccuper  d'une  manière  bien  sé- 
rieuse pour  certaines  proportions  des  tuyaux  partiels,  il  n'est  cepen- 
dant pas  sans  quelque  intérêt  de  conserver  au  moins  les  traces  d'une 
combinaison  ayant  pour  but  de  supprimer  l'effet  momentané  de  cet 
étranglement,  quoique  dans  l'état  actuel  de  l'hydraulique  on  ne  con- 
naisse pas  assez  quelques  détails  des  résistances  passives,  notamment 
dans  les  contractions  de  la  veine  liquide  pour  les  cas  analogues. 

Je  suppose  que  chaque  tuyau  partiel  soit  momentanément  bouché  à 
l'extrémité  qui  est  inférieure  ,  quand  il  s'enfonce  dans  l'eau  du  bief 
d'amont.  On  conçoit  que,  dans  certaines  conditions,  si  cette  extrémité 
est  ensuite  subitement  débouchée  à  une  profondeur  convenable  au- 
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dessous  du  niveau  de  ce  bief,  l'eau  s'élancera  de  bas  en  haut,  et  aura  le 
temps  de  monter  au-dessus  de  ce  même  niveau  jusqu'à  l'extinction  de 
sa  vitesse;  qu'alors  le  tuyau  marchant  de  haut  en  bas  plus  vite  que 
cette  eau  qui  tend  à  redescendre,  il  se  produira  les  effets  suivants  : 

La  colonne  liquide  tendra  ainsi  à  prendre  d'elle-même  la  vitesse  de 
la  roue,  pendant  qu'il  continuera  à  entrer  dans  le  bas  de  ce  tuyau 
des  quantités  d'eau  diminuant  de  plus  en  plus  jusqu'à  ce  qu'elles 
soient  sensiblement  nulles  lorsque  la  vitesse  de  la  colonne  liquide 
intérieure  sera  devenue  égale  à  celle  de  la  roue,  et  que  le  som- 
met du  tuyau  partiel  aura  en  descendant  atteint  le  sommet  de  cette 
colonne  liquide. 

Pour  réaliser  cette  idée  dans  les  limites  où  elle  peut  l'être  sans  trop 
de  complication,  on  disposerait  extérieurement  à  la  roue  dans  le  bief 
d'amont  une  surlace  courbe  fixe  pour  chaque  niveau,  formant  une 
sorte  de  coursier  entièrement  immergé,  permettant  d'abord  à  l'eau 
d'entrer  un  peu  au  bas  du  tuyau  partiel,  interrompant  ensuite  cette 
introduction  jusqu'à  une  profondeur  convenable,  et  permettant  en- 
suite de  démasquer  très-vite,  mais  successivement,  chacune  des  lames 
courbes  concentriques  de  l'orifice  inférieur  de  ce  tuyau,  sans  empê- 
cher le  sommet  de  ce  tuyau  d'achever  de  se  remplir  au  besoin  par  son 
immersion  dans  le  bief  supérieur. 

En  résumé,  la  nouvelle  roue  à  tuyaux  a  pour  but  de  modifier  les 
anciennes  roues  à  pression  coulant  à  plein  coursier,  de  manière  à  leur 
permettre  de  marcher  plus  vite  quand  elles  seront  assez  profonde- 
ment immergées.  En  la  communiquant  verbalement  à  la  Société  Philo- 
mathique  de  Paris,  en  i845  et  1849,  je  nai  Pas  *'HI)S*  développé  les 
principes  sur  lesquels  je  désire  surtout  attirer  l'attention  dans  cette 
Note,  et  qui  permettent  de  montrer  comment  on  peut  appliquer  un 
mode  d'action  des  oscillations  dans  le  bief  d'aval,  que  j'avais  présenté 
sous  un  autre  point  de  vue,  notamment  dans  le  Journal  de  Mathéma- 
tiques pures  et  appliquées  de  i843.  La  possibilité  de  cette  application 
montre  une  fois  de  plus  l'inutilité  de  recherches  en  apparence  d'abord 
purement  spéculatives. 

On  connaît  les  expériences  intéressantes  de  M.  Mary  sur  les  roues 
hydrauliques  verticales  à  pistons,  l'eau  coulant  à  plein  coursier;  mais  si 
les  aubes  ou  pistons  elliptiques  qu'il  a  adoptés  ont  leurs  avantages,  on 
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va  voir  comment,  en  conservant  la  forme  des  aubes  quadrangulaires 
de  la  roue  annulaire  de  Barker,  décrite  par  Desaguillers ,  on  peut  va- 
rier le  débit  au  moyen  d'un  nouveau  système  de  vannage. 

S'il  est  juste  de  rappeler  les  aubes  circulaires  proposées  par  M.  Legris 
dans  son  ouvrage  intitulé  :  la  Nouvelle  Mécanique  manujacturière , 
1826,  Paris,  p.  \/\,fig.  18,  PL  I,  cela  ne  diminue  pas  le  mérite  des 
expériences  de  M.  Mary,  qui,  ayant  obtenu  un  effet  utile  considérable, 
a  spécialement  appelé  l'attention  sur  l'étude  des  systèmes  de  ce  genre. 


Moyens  de  varier  le  débit  de  l'eau  motrice  dans  les  roues  de  côté  cou- 
lant à  plein  coursier,  avec  ou  sans  lames  liquides  oscillantes.  — 
Détails  historiques  sur  les  roues  à  piston. 

DeThiville  a  depuis  longtemps  étudié  des  moyens  de  varier  le  débit 
des  chapelets  moteurs  coulant  à  plein  coursier,  et  dont  le  but  est  le 
même  que  celui  des  roues  de  côté  coulant  aussi  à  plein  coursier  pour 
utiliser  les  chutes  motrices  très  variables.  Il  donne  au  coursier  recti- 
ligne  de  ces  chapelets  une  section  quadrangulaire,  de  sorte  que  deux 
faces  verticales  opposées  peuvent  se  rapprocher  ou  s'éloigner  l'une  de 
l'autre,  de  manière  à  varier  convenablement  le  débit  de  l'eau  motrice. 

Quant  à  la  manière  de  varier  la  largeur  des  aubes,  on  peut  em- 
ployer plusieurs  systèmes.  Il  suffît  en  ce  moment  de  rappeler  que  de 
Thi ville  les  composait  pour  ce  cas  de  deux  clapets,  réunis  par  une 
charnière  inférieure  permettant  à  l'angle  formé  par  ces  deux  clapets 
de  s'ouvrir  plus  ou  moins,  selon  le  degré  d'écartement  des  faces 
planes  verticales  dont  je  viens  de  parler. 

Je  me  suis  aperçu,  en  m'occupant  de  mes  recherches  sur  l'histoire 
de  l'hydraulique,  qu'il  y  avait  une  ancienne  disposition  de  roues  de 
côté  à  laquelle  on  pourrait  appliquer  cette  idée  de  de  Thiville,  à  cause 
de  la  verticalité  et  du  parallélisme  de  deux  faces  planes  d'un  coursier 
annulaire  fixe,  fendu  intérieurement  pour  le  passage  des  bras  ou  plu- 
tôt du  disque,  ou  de  la  couronne  à  laquelle  sont  attachés  les  pistons 
de  forme  quadrangulaire.  [Voir  le  Traité  de  Physique  de  Desaguil- 
lers, in-40,  1 75 1 ,  traduction  de  Pezenas,  PL  XXX11J  ,jig  r,  2  et  3, 
t.  II.) 
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Il  ne  faut  pas,  en  effet,  confondre  celte  disposition  résultant  de  ce 
que  les  aubes  ou  pistons  sont  de  forme  quadrangulaire,  avec  celle  des 
aubes  ou  pistons  circulaires  ou  elliptiques,  disposés  d'ailleurs,  il  est 
vrai,  de  la  même  manière,  et  venant  s'emboîter  aussi  de  la  même  ma- 
nière dans  un  coursier  annulaire  ou  corps  de  pompe  courbe.  Ces  formes 
circulaires  ou  elliptiques  ont  aussi  leurs  avantages;  mais  elles  n'ont 
pas  celui  de  permettre  de  varier  la  section  d'écoulement  parle  plus  ou 
moins  grand  écartement  de  deux  faces  verticales,  planes  et  parallèles, 
quand  on  veut  employer  directement  le  poids  d'une  colonne  liquide 
ayant  toute  la  hauteur  de  la  chute,  comme  on  l'a  souvent  proposé 
pour  les  chutes  très-variables,  et  notamment  pour  les  tidemills. 

Ce  n'est  pas  seulement  la  forme  quadrangulaire  de  la  section  du 
coursier  qui  permet  de  faire  cette  application  d'un  système  particulier 
de  vannage;  mais  c'est  la  forme  dont  il  s'agit  quand  le  coursier  est 
annulaire.  Si  le  fond  courbe  de  la  roue,  étant  d'ailleurs  plein,  était 
mobile  autour  de  son  axe,  comme  dans  Y  Essai  sur  les  machines  hy- 
drauliques, etc.,  publié  en  1777  par  le  marquis  Ducrest,  colonel  en 
second  du  régiment  d'Auvergne,  le  coursier  de  la  roue  coulant  aussi 
toujours  plein,  et  étant  même  évasé  en  amont  pour  éviter  la  contraction 
de  la  veine,  cette  forme  aurait  aussi  des  avantages  particuliers,  mais 
ne  permettrait  pas  d'appliquer,  du  moins  d'une  manière  aussi  pra- 
tique, le  système  de  vannage  à  faces  parallèles  dont  je  viens  déparier. 

Ce  qui  le  rend  pratiquement  possible,  si  l'on  fait  couler  à  plein 
coursier  une  roue  de  formes  analogues  à  la  roue  de  côté  de  Barker 
décrite  par  Desaguillers,  c'est  que,  pendant  tout  le  temps  que  durera 
l'écoulement  pour  un  écartement  donné  des  faces  parallèles  et  verti- 
cales, les  pièces  du  coursier  seront  absolument  fixes.  11  est  de  plus 
essentiel  de  remarquer  qu'aux  époques  où  se  fera  la  manœuvre  de  ces 
faces  verticales,  l'ajustement  du  fond  de  la  roue  réduit  à  un  disque  ou 
à  \me  couronne  ne  pourra  éprouver  aucun  changement,  puisqu'on  n'y 
aura  pas  même  touché. 

Sans  entrer  ici  dans  les  détails  pratiques,  il  m'a  semblé  utile  de 
montrer  une  fois  de  plus  les  avantages  qui  peuvent  résulter  des  re- 
cherches d'érudition;  des  figures  oubliées  dans  quelques  anciens  au- 
teurs pouvant  ainsi  conduire  à  des  applications  qui  avaient  échappé 
aux  plus  savants  ingénieurs  en  Angleterre  et  en  France. 
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Le  système  de  vannage  dont  je  viens  de  parler  n'exige  pas  que  les 
faces  verticales  parallèles  dont  il  s'agit  soient  très-grandes;  niais  il 
faut  qu'elles  le  soient  assez  pour  que  deux  aubes  consécutives  ne 
soient  pas  en  même  temps  hors  du  coursier.  Une  seule  aube  étant 
d'ailleurs  dans  le  coursier,  cela  suffit  pour  que  la  pression  de  toute  la 
chute  agisse  comme  si  deux  aubes  y  étaient  engagées  en  même  temps, 
la  partie  de  la  colonne  liquide  qui  est  au-dessous  de  cette  aube  pou- 
vant agir  par  aspiration. 

Le  système  de  vannage  dont  il  s'agit  ne  peut  s'appliquer  d'une  ma- 
nière aussi  simple  au  principe  de  la  roue  à  tuyaux  plongeurs  et  à 
lames  liquides  oscillantes  dont  j'ai  donné  ci-dessus  la  description. 

Mais  la  question  des  moteurs  hydrauliques  est  si  importante,  qu'il 
est  intéressant  de  conserver  des  traces  d'une  disposition  qui,  au  moins 
pour  des  dimensions  médiocres,  peut  être  étudiée  sous  ce  rapport. 

On  sait  qu'il  y  a  des  turbines  dans  lesquelles  on  varie  la  section 
d'écoulement  en  faisant  glisser  entre  les  aubes  une  des  faces  de  la  tur- 
bine parallèlement  à  l'autre  face.  Or,  on  peut  disposer  la  nouvelle  roue 
dont  il  s'arit  de  manière  à  profiter  d'une  disposition  analogue  dans  les 
limites  où  la  grandeur  de  son  diamètre  permettra  que  cette  disposition 
soit  pratique. 

Je  suppose  d'abord  qu'une  roue  de  côté  d'une  assez  petite  largeur 
et  de  forme  analogue  à  celle  des  roues  ordinaires,  sauf  quelques  pré- 
cautions relativement  à  la  distance  des  aubes,  etc.,  recommandées 
pour  celles  qui  coulent  à  plein  coursier,  soit  appliquée  dans  sa  partie 
d'amont  contre  un  mur  de  barrage  perpendiculaire  à  son  axe,  et  de- 
vant servir  de  coursier  avec  les  précautions  convenables. 

Ce  mur  sera  percé  d'un  orifice  d'une  forme  analogue  à  une  partie 
de  l'arc  hydrophore  et  convenablement  évasé  du  côté  d'amont,  de 
manière  que  l'eau  motrice  entre  dans  la  roue  parallèlement  à  son 
axe.  Pour  que  la  roue  garde  l'eau  jusqu'au  bas  de  la  chute  ,  il  faut 
que  l'arc  hydrophore  soit  fermé  sur  les  trois  faces  où  le  mur  ne  fait 
pas  fonction  de  coursier.  Il  suffit  donc  que  la  roue  ait  deux  surfaces 
courbes  concentriques  parallèles  à  l'axe  de  cette  roue,  aucune  de  ces 
trois  surfaces  n'étant  percée. 

Il  est  clair  que  cette  disposition  est  celle  d'une  sorte  de  roue  de  coté 
pouvant  couler  à  plein  coursier,  en   recevant  et  abandonnant  l'eau 

Tome  XII  (a*  série).  —  Juillet  1BC7.  20, 
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•  u  vient,  mi  lieu  de  la  recevoir  et  de  l'abandonner  comme  les 
anciennes  roues  de  ce  genre.  Mais  pour  varier  la  section  d'écoulement, 
il  suffit  de  rapprocher  ou  d'éloigner  du  mur  dont  on  vient  de  parler 
celle  des  faces  planes  de  l'arc  hydrophore  qui  lui  est  parallèle. 

On  ne  peut  se  dissimuler  que  si.  dans  cette  disposition,  les  pressions 
de  l'eau  contre  les  faces  courbes  de  l'arc  hydrophore  ne  peuvent  se 
reporter  notablement  sur  l'axe,  puisqu'elles  se  contre-balancent  en 
_  inde  partie,  il  n'en  e?t  pas  ainsi  de  celles  qni  agissent  sur  la  partie 
plane  de  cet  arc  hydrophore,  et  tendent  même  à  faire  gauchir  la  roue. 
ins  le  cas  où  cet  inconvénient  serait  sérieux,  on  pourrait 
disposer  deux  roues  sur  un  même  axe,  de  manière  que  ces  deux 
roues  fussent  disposées  entre  deux  murs  verticaux  et  parallèles,  barrés 
convenablement  en  amont,  chacun  de  ces  murs  étant  perce  de  ma- 
nière à  alimenter  chacune  de  ces  roues.  On  conçoit  même  que,  si  l'on 
ne  voulait  pas  5  :    e;    la  possibilité  de   varier  la  section  de  l'arc 

hvdrophore,  on  pourrait  t  i  proprement  parler,  qu'une  seule 

roue  partagée  en  deux  par  un  diaphragme,  et  recevant  l'eau  cie  chaque 
côté  par  chacun  des  murs  verticaux  dont  on  vient  de  parler. 

Quant  à  ta  manière  de  transformer  ce  système  en  roue  à  tuyaux 
plongeurs  et  à  lames  liquides  oscillantes,  il  suffit  d'ajouter  à  ce  qui  a 
été  dit  l  :  i°  les  dimensions  déjà  limitées  dans  !e  sens  de  1  axe 

seronl  encore  dans  l'an'  par  cette  circonstance  que  le  rayon 

de  la  s;  c  ;.~be  intérieure  ue  doit  pas  être  trop  différent  de  celui 

delà  s  o  courbe  extérieure,  pour  (pie  les  conditions  de  la  question 

ne  soient  pas  trop  ^  . .  _  s,  et  que  2°  si  ion  veut  varier  la  section  de 
l'arc  hvdrophore  au  moven  du  déplacement  d'une  surlace  plane  qui 
l  d'aitteura  convenablement  attachée  a  la  roue  pour  nue  section 
donnée,  il  faudra  renoncer  à  l'avantage  résultant  de  l'emploi  des  lames 
courbes  concentriques  dans  i<  s  espèces  de  ccudes  où  elles  sont  utiles. 

On  conçoit  d'ailleurs  comment  la  quatrième  face  de  chaque  tuyau 
partiel  peut  être  composée  d'une  surface  plane  verticale,  les  eltets 
étant,  du  reste,  analogues  a  ceux  qui  sont  décrits  ci-dessus,  pourvu 
que  les  murs  de  barrage  so;eut  convenablement  disposés  en  aval, 
l'échancrure  des  murs  de  barrage  en  amont  s' élevant  toujours,  d'ail- 
leurs, au-dessus  du  niveau  du  bief  supérieur. 

Quant  aux  :es  roues  de  côté  coulant  à  plein  coursier,  les 
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aubes  étaient  quadrangulaires,  au  moins  dans  celles  dont  j'ai  connais- 
sance, M.  le  général  Poncelet  ,  d'après  l'invitation  duquel  j'ai  repris 
mes  études  critiques  sur  les  machines  hydrauliqp.es,  a  bien  voulu  me 
communiquer  des  dessins  qui  avaient  échappé  à  mon  attention  dans 
l 'Encyclopédie  méthodique,  par  la  raison  même  qu'au  premier  aperçu 
ces  dessins  ressemblaient  à  ceux  des  roues  de  côté  ordinaires;  de  sorte 
que,  si  l'on  n'avait  pas  connu  la  roue  de  côté  de  Barker  précitée,  ou 
ne  se  serait  peut-être  pas  aperçu  de  ce  qu'il  y  a  de  particulier  dans  leur 
construction. 

Ces  roues  sont  décrites  dans  les  articles  sur  la  papeterie  et  la  métal- 
lurgie; mais  je  me  suis  aperçu,  en  y  réfléchissant,  que  ceux  qui  ont  fait 
ces  dessins  pour  l' Encyclopédie  méthodique  n'avaient  probablement 
pas  compris  ce  qu'il  y  avait  de  particulier  dans  la  disposition  de  ces 
roues.  Cela  s'explique  parce  qu'il  ne  s'agissait  pas,  à  proprement  par- 
ler, d'hydraulique  dans  les  articles  sur  les  arts  dont  ils  traitaient,  ces 
roues  n'y  étant  indiquées  que  comme  un  moteur  quelconque. 

Il  est  certain  que  le  coursier  annulaire,  très-bien  dessiné  dans  l'ou- 
vrage de  Desaguillers,  n'y  est  pas  représenté.  Or,  il  est  facile  de  voir 
que  sans  ce  coursier,  connu  déjà  alors  depuis  longtemps,  la  disposi- 
tion des  roues  de  côté  décrites  dans  les  articles  précités  de  l'Encyclo- 
pédie méthodique  serait  si  complètement  défectueuse ,  qu'il  paraît 
impossible  d'admettre  que  ce  coursier  n'ait  pas  existé  dans  les  cir- 
constances dont  il  s'agit,  puisque  l'ouvrage  de  Desaguillers  était  tra- 
duit en  français  si  longtemps  avant  la  publication  de  Y  Encyclopédie 
méthodique. 

J'ai  cru  intéressant  d'entrer  dans  ces  détails,  parce  qu'il  paraît  en 
résulter  que  des  aubes  quadrangulaires  attachées  à  un  disque  vertical 
ou  à  une  couronne  verticale,  ayant  d'ailleurs  beaucoup  plus  d'épais- 
seur que  dans  les  dessins  précités  de  Desaguillers,  ont  été  exécutées 
avec  succès  dans  le  xvme  siècle.    * 

Je  remarquerai  cependant  que  sur  les  dessins  dont  il  s  agit  les  aubes 
paraissent  trop  nombreuses  pour  bien  remplir  le  but  des  roues  de 
côté  coulant  à  plein  coursier,  même  avec  la  disposition  de  l'évasement 
ayant  pour  but,  du  moins  dans  l'ouvrage  de  Ducrest,  d'éviter  la  con- 
traction de  la  veine  liquide  à  l'entrée  du  coursier.  L'abbé  Mann  est  le 
premier  qui,  à  ma  connaissance,  ait  proposé  de  ne  mettre  que  six  ou 

*9-- 
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huit  aubes  à  des  roues  de  côté,  ce  qui  ue  peut  avoir  de  sens  qi'.e  pour 
une  roue  coulant  à  plein  coursier.  (Voir  Mechanics  for pracLical  men, 
par  Gregory,  1825,  p.  3i8.) 

Pour  achever  ce  qu'il  y  a  d'essentiel  dans  l'histoire  des  roues  hy- 
drauliques coulant  à  plein  coursier,  je  dirai  quelques  mots  de  la  roue 
à  aubes  circulaires  mobiles  de  M.  Arrnstrong.  [Voir  le  Mechanics 
Magazine,  i838,  t.  XXX,  p.  209;  1840,  t.  XXXII,  p.  229;  1841, 
t.  XXXIV,  p.  177.)  Dans  la  roue  de  M.  Arrnstrong,  les  aubes,  au  nombre 
de  quatre,  tournent  alternativement  sur  leur  axe  de  manière  à  se  con- 
fondre avec  le  disque  circulaire  qui  entre  dans  un  tuyau  courbé  en 
arc  de  cercle,  ouvert  à  son  extrémité  inférieure  pour  le  dégagement 
de  l'eau,  et  à  son  extrémité  supérieure  pour  recevoir  la  pression  d'une 
haute  colonne  liquide  arrivant  par  un  tuyau  dont  la  partie  courbe 
précitée  n'est  que  le  prolongement  fendu  intérieurement  pour  le  pas- 
sage du  disque  auquel  les  aubes  sont  attachées. 

Ces  aubes,  en  entrant  dans  le  tuyau  courbe,  tournent  sur  leur  axe, 
de  manière  à  recevoir  la  pression  par-dessus,  comme  un  piston  de 
machine  à  colonne  d'eau.  Quand  elles  sont  sorties  à  la  partie  infé- 
rieure du  tube,  d'où  l'eau  motrice  descend  au  bief  inférieur,  elles 
reprennent  leur  première  position  en  se  repliant,  comme  je  l'ai  indi- 
qué, dans  le  disque,  de  manière  à  rencontrer  moins  de  résistance  dans 
le  fluide  qu'elles  traversent. 

Il  paraît  que  l'effet  utile  de  cette  roue  est  considérable.  Les  pertes 
d'eau  sont  évitées  par  une  combinaison  intéressante  de  cuirs.  Quant  à 
la  roue  décrite  du  tome  XXX  du  Mechanics  Magazine,  que  je  n'ai 
pas  en  ce  moment  sous  les  yeux,  je  ne  me  souviens  pas  si  elle  est  de 
M.  Arrnstrong;  ce  n'est  d'ailleurs  qu'une  simple  roue  de  côté  éléva- 
toire  dont  les  aubes  sont  mobiles. 


Considérations  nouvelles  sur  quelques  turbines  décrites  et  figurées 
dans  quelques  ouvrages  du  xvie  siècle. 

Parmi  les  roues  hydrauliques  décrites  en  1 588  dans  un  ouvrage  de 
Ramelli  intitulé  :  Le  diverse  ed  artificiose  machine,  ecc,  il  y  en  a  dont 
les  aubes  sont  de  véritables  surfaces  cylindriques  à  génératrices  ver- 
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ticales  qui,  au  premier  aperçu,  ont  beaucoup  de  ressemblance  avec 
celles  d'une  turbine  de  M.  Poncelet.  Ainsi,  dans  celle  de  la  Jîg.  3, 
p.  5,  le  canal  conducteur  amène  Peau  motrice  presque  tangentielle- 
ment  à  l'élément  extérieur  de  la  courbure  de  chaque  aube. 

Mais,  comme  la  surface  de  chaque  aube  se  prolonge  jusqu'à  Paxe 
vertical  de  !a  roue,  la  veine  liquide  au  centre  de  cette  roue  ne  s'é- 
chappe pas  de  la  même  manière.  En  général,  l'aspect  de  cette  ancienne 
turbine  a  de  l'analogie  avec  celui  d'une  roue  à  rayons  divergents,  tandis 
que  la  courbure  des  aubes  tend  à  se  raccorder  avec  la  circonférence 
extérieure  dans  les  leçons  Hthographiées  de  M.  Poncelet,  où  il  est  d'ail- 
leurs à  remarquer  qu'à  l'intérieur  de  la  roue  les  aubes  se  recourbent 
en  arrière.  Aussi  cette  turbine,  décrite  par  Ramelli,  offre,  même  à  la 
simple  vue,  un  caractère  tout  différent.  Il  est  essentiel  d'observer  que 
les  aubes  de  Ramelli  ne  sont  point  comprises  entre  deux  plateaux, 
dont  un  est  d'ailleurs  percé  au  centre  dans  le  système  de  M.  Poncelet. 

Ce  dernier  caractère  est  assez  bien  exprimé  dans  un  dessin  très-cu- 
rieux de  la  PL  XF1  d'un  ouvrage  in-folio,  publié  à  Venise  vers  la 
fin  du  xvie  siècle  ou  au  commencement  du  suivant,  intitulé  :  Fausli 
Verantii  machinée  novœ,  addita  declaratione  latina,  italica,  gallica, 
hispanica  et  gertnanica.  Dans  cette  turbine,  les  aubes  courbes  ne  vont 
plus  jusqu'à  l'axe  et  se  raccordent  mieux  avec  la  circonférence  exté- 
rieure que  dans  la  turbine  précitée,  décrite  par  Ramelli.  Elles  sont  com- 
prises entre  deux  plateaux  parallèles  auxquels  elles  sont  attachées.  Le 
plateau  supérieur  est  plein,  l'inférieur  est  percé  au  centre,  dans  l'espace 
libre  laissé  par  les  aubes;  il  semble  bien  du  moins,  d'après  le  dessin, 
que,  dans  ce  plateau  inférieur,  le  cercle  compris  entre  les  aubes  est 
entièrement  enlevé. 

Quant  au  nombre  de  ces  aubes,  s'il  est  évidemment  trop  petit,  il  ne 
paraît  pas  que,  dans  la  pensée  de  l'auteur,  ce  dessin  suffise  pour  dé- 
terminer rigoureusement  ce  nombre,  car  il  y  a  plus  d'aubes  dans  le 
moulin  à  vent  de  forme  analogue  décrit  dans  le  même  ouvrage.  11  est 
vrai  que,  dans  le  moulin  à  vent  dont  il  s'agit,  le  fluide  ne  peut  sortir 
par-dessous.  Il  ne  paraît  pas,  d'ailleurs,  que  le  but  de  cette  turbine, 
dans  le  cas  particulier  représenté  par  l'auteur,  soit  précisément  le  même 
que  celui  de  la  roue  précitée  décrite  par  Ramelli,  dans  laquelle  l'eau 
était  amenée  sur  chaque  aube  successive  par  un  conducteur  fixe,  dis- 
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posé  extérieurement.  Le  dessin  de  cette  seconde  turbine  ne  présente 
plus  de  conducteur,  et  la  figure  de  la  /-*/.  XVI  précitée  porte  seule- 
ment pour  titre  :  Molce  ad  rupeni  appensœ.  Dans  cette  figure,  l'auteur 
n'indique  pas  d'autre  but  que  de  montrer  simplement  de  quelle  ma- 
nière on  peut  établir  une  roue  sur  le  flanc  d'un  rocher,  c'est-à-dire 
en  laissant  plonger  l'axe  vertical  à  une  profondeur  convenable  dans 
une  rivière  qui  coule  au  pied  de  ce  rocher,  à  un  niveau  qui  peut  varier, 
et  dont  le  mouvement  suffit  pour  faire  tourner  cette  roue,  quoiqu'elle 
y  soit  entièrement  plongée.  On  peut  même  se  demander,  surtout  en 
comparant  le  dessin  de  cette  roue  à  celle  du  moulin  à  vent  précité,  si, 
dans  la  pensée  de  l'auteur,  le  plateau  inférieur  doit  être  réellement 
percé  au  centre,  et  s'il  n'y  a  pas  en  ce  point  une  erreur  dans  le  dessin. 
On  sait,  en  effet,  que  M.  Cagniard  de  Latour  a  fait  des  expériences  sur 
une  turbine  de  forme  analogue,  dont  les  aubes  étaient  perpendicu- 
laires à  deux  plateaux  pleins  et  parallèles,  et  qui  tournait  aussi  entière- 
ment plongée  dans  une  rivière. 

L'auteur  précité,  le  savant  évèque  Veranzio,  connaissait  probable- 
ment l'ouvrage  de  Ramelli,  car,  d'après  diverses  recherches,  quoique 
la  date  précise  de  la  publication  de  son  ouvrage  dont  il  s'agit  ne  se 
trouve  point  sur  les  exemplaires  que  j'ai  eus  entre  les  mains,  il  ne  pa- 
raît pas  qu'elle  puisse  être  antérieure  à  i5gi,  ni  même  probablement 
à  1 595. 

Ces  deux  auteurs  ne  disent  ni  l'un  ni  l'autre  si  les  appareils  dont  il 
s'agit  sont  de  leur  invention;  il  y  a  même  lieu  de  croire  qu'ils  regar- 
daient la  question  comme  ayant  été  présentée  sous  des  formes  assez 
diverses  pour  ne  pas  considérer  chaque  figure  séparée  comme  expri- 
mant toute  la  portée  du  système. 

L'ouvrage  de  Faust  Veranzio  étant  traduit  en  cinq  langues,  il  y  a  eu 
par  hasard  une  transposition  dans  le  texte  français  de  la  note  relative  à 
cette  roue;  mais  les  textes  des  quatre  autres  langues  étant  parfaitement 
d'accord  entre  eux,  comme  je  l'ai  vérifié,  il  n'y  a  pas  à  s'y  tromper. 
L'auteur  était,  ainsi  que  Ramelli,  un  des  hommes  les  plus  savants  du 
xvLe  siècle.  Ce  sont  les  seuls  qui,  à  ma  connaissance,  aient  publié,  avant 
M.  le  général  Poncelet,  des  roues  à  aubes  courbes,  à  axe  verlical,  ces 
aubes  ayant  des  génératrices  verticales,  et  leur  courbure  se  raccor- 
dant plus  ou  moins  avec  la  direction  que  peut  avoir  l'eau  affluente  à 
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la  circonférence  extérieure,  car  il  ne  faut  pas  les  confondre  avec  les 
turbines  dont  les  aubes  avaient  aussi  des  génératrices  verticales,  mais 
dont  la  courbure  était  évidemment  destinée  à  recevoir  un  choc,  même 
quand  cette  courbure  était  repliée  en  arrière,  vers  l'intérieur  de  la 
roue,  comme  dans  une  figure  du  grand  ouvrage  de  Belitlor. 

Quant  aux  conducteurs  fixes  amenant  l'eau  motrice  horizontale- 
ment par  toute  la  circonférence  extérieure  d'une  roue  à  aubes  et  à  axe 
vertical,  j'ai  signalé  depuis  longtemps  la  roue  horizontale  à  aubes 
planes  d'Adamson,  qui  recevait  l'eau  par  toute  sa  circonférence  exté- 
rieure (Philosophical  Magazine,  t.  L,  et  Journal  of  Arts  and  Sciences , 
t.  IV).  Mais  cela  ne  se  rapporte  pas  à  la  turbine  de  M.  Poncelet,  qui  n'a 
pas  proposé,  je  crois,  de  faire  arriver  l'eau  par  toute  la  circonférence, 
mais  plutôt  de  n'employer,  en  général,  qu'un  seul  conducteur.  Je  passe 
donc  au  point  le  plus  essentiel,  quant  à  la  marche  de  l'esprit  humain 
dans  la  découverte  des  principes. 

On  demandera  sans  doute  si  les  savants  précités  du  xvie  siècle  ont 
eu  une  idée  sérieuse  du  bon  emploi  de  la  force  vive,  tel  qu'il  est  com- 
pris aujourd'hui  dans  les  turbines.  Leurs  textes  sont  trop  succincts 
pour  qu'on  puisse  répondre  à  cette  question  d'une  manière  positive; 
il  y  a  cependant  une  circonstance  sur  laquelle  je  crois  devoir  appeler 
l'attention  des  érudits,  même  pour  le  cas  où  quelque  ancien  ouvrage 
ne  me  serait  pas  assez  connu.  Je  ne  trouve  pas  qu'aucun  des  auteurs 
des  deux  derniers  siècles  ait  reproduit  les  formes  si  remarquables  des 
aubes  de  Ramelli  et  de  Faust  Veranzio.  Il  est  même  facile  de  voir  qu'ils 
préfèrent  tous  l'emploi  du  choc  proprement  dit  sur  les  espèces  d< 
cuillers  offrant  même,  en  général,  des  surfaces  gauches.  Belidor  et 
Borgnis  lui-même  n'ont  point  rappelé  les  deux  anciennes  dispositions 
précitées  des  aubes  courbes,  dont  il  y  a  par  conséquent  lieu  de  penser 
que  les  auteurs  ont  eu  une  idée  qui  n'était  encore  généralement  com- 
prise ni  de  leur  temps,  ni  même  dans  les  deux  siècles  qui  les  ont  suivis, 
c'est-à-dire  jusqu'aux  savantes  recherches  d'Eulcr  et  de  Borda,  dont  il 
est  d'ailleurs  à  remarquer  que  les  aubes  courbes  avaient  des  disposi- 
tions très-différentes. 

Je  citerai  seulement  ici,  relativement  aux  aubes  à  surfaces  gau- 
ches, l'ouvrage  précité  de  Bockler,  dont  j'ai  déjà  mentionné  les 
PL  XL1V 'et  L.  On  voit,  sur  ces  deux  planches,  l'eau  arriver  latéra- 
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Jement  d'une  manière  telle,  qu'il  semble  difficile  que  l'auteur  n'ait  pas 
eu  une  idée  quelconque  de  l'avantage  indiqué  dans  le  siècle  suivant 
par  Deparcieux,  consistant  à  utiliser  en  partie  l'ascension  de  l'eau  le 
long  des  aubes  d'une  roue  hydraulique.  Cet  ouvrage  est  d'ailleurs  le 
seul  jusqu'à  présent  où  j'aie  retrouvé  quelque  chose  d'analogue  à  la 
disposition  de  la  turbine  précitée  de  Ramelli,  quant  à  la  forme.  Mais  il 
y  a  au  fond  une  différence  très-curieuse  qui  change  tout  à  fait  l'état  de 
la  question.  Le  fluide,  au  lieu  d'arriver  par  la  circonférence  extérieure 
pour  sortir  par  le  centre,  arrive  en  entier  par-dessous,  les  aubes  courbes 
étant  attachées  à  un  plan  supérieur  plein  auquel  elles  sont  perpendi- 
culaires. Le  fluide,  après  avoir  produit  son  action,  sort,  dans  ce  sys- 
tème, par  la  circonférence  extérieure  de  la  roue.  Le  dessin  de  cette 
roue  se  trouve  dans  la  PL  LXXXI,  qui  représente  une  turbine 
éolique  ayant  pour  moteur  un  courant  d'air  chaud.  Si  ce  système  se 
rapporte  à  l'histoire  de  turbines  différentes  de  celles  dont  j'ai  parlé 
ci-dessus,  il  ne  détruit  pas  la  conséquence  que  je  viens  d'indiquer 
comme  résultant  du  silence  des  auteurs  des  deux  derniers  siècles 
sur  les  dispositions  remarquables  des  aubes  de  Ramelli  et  de  Faust 
Veranzio. 

Principe  d'une  nouvelle  roue  hydraulique  èlévatoire. 

L'ouvrage  précité  de  Bockler  renferme  plusieurs  roues  élévatoires  à 
augets  invariablement  attachés  à  ces  roues;  mais  on  en  trouve  un 
perfectionnement  remarquable  dans  le  Theatrum  machinarum ,  de 
Leupold,  publié  longtemps  après,  le  tome  Ier  de  ce  dernier  étant 
de  1723.  On  y  trouve  le  dessin  d'une  roue  èlévatoire  dont  les  augets 
prennent  l'eau  à  élever  par  la  circonférence  extérieure  et  la  versent 
au  sommet  par  la  circonférence  intérieure.  La  forme  générale  du 
système  est  d'ailleurs  analogue,  sauf  quelques  détails  qui  s'expliquent 
par  la  différence  des  problèmes  à  résoudre,  avec  la  roue  verticale 
motrice  à  augets,  proposée  par  de  Thiville,  qui  a  eu  l'heureuse  idée 
de  recevoir  dans  certains  cas  l'eau  motrice  à  l'intérieur,  et  de  la  faire 
sortir  par  la  circonférence  extérieure,  de  manière  à  permettre  aux 
augets  convenablement  disposés  pour  cet  objet  de  garder  l'eau  le 
plus  longtemps  possible  avant  de  la  verser  au  bief  d'aval. 
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Il  est  permis  de  s'étonner  qu'on  ait  été  si  longtemps  à  transformer 
cette  roue  élévatoire,  décrite  par  Leupold,  en  roue  hydraulique  mo- 
trice, puisqu'il  semble  qu'il  ne  s'agissait  guère  que  de  changer  le  sens 
de  son  mouvement.  Mais  ces  généralisations,  conséquences  de  l'esprit 
moderne  dont  j'ai  donné  divers  exemples  à  la  Société  Philomathique 
de  Paris,  ne  diminuent  pas  au  fond  le  mérite  des  anciens  auteurs,  et 
même  de  Thiville  ne  doit  probablement  que  bien  peu  de  chose  à 
Leupold. 

J'ai  eu  moi-même  occasion  de  communiquer  à  la  Société  Philoma- 
thique de  Paris,  en  1846,  le  principe  d'une  roue  verticale  élévatoire  à 
aubes  courbes  dont  il  me  paraît  intéressant  de  conserver  la  trace^ 
quoique  l'expérience  seule  puisse  montrer  quel  peut  être  son  degré 
d'utilité.  Ce  sera  d'ailleurs  un  exemple  de  plus  des  avantages  que  l'on 
peut  retirer  de  la  lecture  des  anciens  auteurs,  même  quand  ces  der- 
niers ont  présenté  des  combinaisons  dont  le  défaut  est  aujourd'hui 
reconnu. 

Ramelli  a  disposé  verticalement  la  roue  horizontale  à  aubes  courbes 
dont  j'ai  parlé  ci-dessus.  Mais  le  nombre  de  ces  aubes  est  alors  évi- 
demment trop  petit;  au  reste,  ce  savant  ingénieur  voulait  peut-être 
seulement  exposer  une  idée.  Il  est  bien  à  remarquer  qu'il  n'a  point 
considéré  cette  roue  verticale  comme  motrice,  mais  seulement  comme 
un  propulseur  pour  faire  avancer  des  bateaux.  Il  semble,  d'après  cette 
disposition,  qu'il  voulait  faire  pénétrer  chaque  aube  dans  l'eau  en 
diminuant  le  choc  à  son  entrée,  et  qu'il  comptait,  en  partie  du  moins, 
sur  le  poids  de  l'eau  qui  aurait  été  soulevée  comme  point  d'appui  pour 
faire  avancer  les  bateaux.  Ce  n'est  pas  ainsi,  comme  on  le  sait,  que 
ces  propulseurs  sont  aujourd'hui  considérés.  Mais  quand  j'ai  eu  con- 
naissance de  cette  ancienne  roue,  j'ai  signalé  l'avantage  que  pourrait 
"avoir  une  forme  analogue  des  aubes  plongeantes  pour  élever  de  l'eau 
au  moyen  des  roues  de  côté  à  aubes  emboîtées  dans  un  coursier. 

J'ai  cru  depuis  retrouver  cette  idée  dans  un  grand  ouvrage  sur  les 
moulins  à  vent  hollandais,  qui  est  à  la  bibliothèque  du  Conservatoire 
des  Arts  et  Métiers  et  qui  a  été  publié,  en  1  7 3 /| ,  in-folio.  Je  m'é(ais 
même  empressé  de  le  dire  dans  ma  Note  précitée  de  i863,  mais  j'ai 
reconnu  ensuite  que  je  m'étais  trompé  à  mon  désavantage,  n'ayant 
pas  encore  étudié  le  hollandais.  11  est  certain  que  la  roue  dont  il  s'agit 

Tome  XII  (ae  série).  —  Juillet  1867.  JO 
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est  destinée  à  utiliser  une  chute  d'eau.  Mais  ce  n'est  qu'une  espèce 
particulière  de  roue  de  côté  motrice,  et  la  courbure  des  aubes  n'est 
pas  disposée  de  manière  à  utiliser  la  force  vive  de  l'eau,  comme  dans 
la  roue  verticale  à  aubes  courbes  de  M.  le  général  Poncelet,  où  l'eau 
arrive  par-dessous,  le  coursier  ayant  une  direction  de  bas  en  haut,  ce 
qui  est  précisément  favorable  à  l'établissement  de  la  nouvelle  turbine 
à  lames  liquides  oscillantes. 

C'est  peut-être  un  des  exemples  les  plus  convenables  pour  montrer 
qu'en  supposant  même  que  les  anciens  auteurs  eussent  disposé  les 
aubes  des  roues  de  toutes  les  manières  possibles,  ce  ne  serait  pas  une 
raison  pour  en  conclure  qu'ils  se  soient  doutés  du  parti  qu'on  en 
pouvait  tirer  pour  le  bon  emploi  de  la  force  vive. 


Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  joindre,  à  ce  que  j'ai  dit  sur  les  roues 
hydrauliques  à  pression,  quelques  études  sur  les  anciennes  roues  de 
ce  genre  telles  qu'elles  ont  été  décrites,  en  1777,  par  Ducrest,  quoi- 
qu'elles ne  fussent  pas  à  lames  oscillantes  comme  celles  que  j'ai  ima- 
ginées. 

Il  faut,  en  effet,  distinguer  de  la  forme  de  ce  genre  de  roues  celles 
où  le  coursier  est  annulaire.  Le  fond  circulaire  de  la  roue  décrite  par 
Ducrest  ne  paraît  pas  sans  utilité  pour  simplifier  les  phénomènes  du 
dégagement  de  l'eau,  sa  présence  pouvant  empêcher  les  tourbillons  de 
se  former  en  arrière  et  tendant  à  reporter  mieux  en  avant  la  force  vive 
restant  à  l'eau  et  qui,  en  définitive,  doit  faire  dégager  celle-ci  du  côté 
d'aval. 

Ce  fond  circulaire  paraît  en  général  avoir  encore  un  autre  avantage: 
la  pression  latérale  de  l'eau  du  bief  supérieur  dont  la  surface  est  libre, 
et  dans  lequel  les  aubes  inclinées  plongent  directement  pour  venir 
s'emboîter  dans  un  coursier  qui,  avec  le  fond  circulaire  de  la  roue, 
forme  comme  un  véritable  corps  de  pompe,  coulant  toujours  plein 
d'eau  et  évasé  par  le  sommet,  se  décomposera  en  deux  parties,  dont 
une  tendra  à  soulager  la  roue  et  l'autre  à  la  presser  latéralement. 

Or,  je  trouve  qu'en  général  la  première  sera  plus  grande  que  la 
seconde,  et  qu'il  y  aura  à  peu  près  compensation  dans  les  circon- 
stances extrêmes  où  le  niveau  d'amont  sera  très-élevé,  même  abstrac- 
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tion  faite  de  ce  que  l'eau,  montant  aussi  dans  le  bief  d'aval,  pendant  les 
crues,  plus  haut,  comme  on  sait,  qu'elle  ne  s'élève  dans  le  bief  d'amont 
au-dessus  de  sa  hauteur  ordinaire,  la  roue  pourrait  tendre  à  être  sou- 
lagée, si  elle  était  disposée  comme  une  sorte  de  flotteur. 

Pour  fixer  les  idées,  il  suffit  de  dire  que,  s'il  n'y  a  pas  d'eau  en  aval 
au-dessus  du  fond  circulaire  et  si  l'eau  s'élève  en  amont  à  la  hauteur 
de  l'axe,  la  pression  qui  soulage  est  à  celle  qui  doit  augmenter  le  frot- 
tement comme  tt,  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  esta  2.  Il 
faudrait  que  l'eau  s'élevât  jusqu'au  sommet  de  la  roue  en  amont  pour 

que  Je  rapport  de  ces  pressions  fût  y,  en  supposant,  pour  abréger,  le 

coursier  très-court  et  les  aubes  très-courtes  dans  ces  deux  calculs. 

Cette  roue  pourrait  fonctionner  en  partie  par  aspiration,  ce  qui  per- 
mettrait de  diminuer  soit  le  nombre  des  aubes,  soit  la  longueur  du 
coursier  en  aval  de  l'axe.  Il  suffit  de  voir  les  Jig.  5  et  6  de  l'ouvrage 
précité  de  Ducrest,  pour  comprendre  que  si  la  roue  a  des  joues  ou 
couronnes  latérales,  elle  peut  agir  par  succion  sur  une  hauteur  ana- 
logue à  celle  de  ces  couronnes,  l'air  extérieur  ne  pouvant  arriver  que 
par-dessous. 

Mais  il  est  intéressant  de  remarquer  qu'elle  pourra  agir  en  vertu  de 
ce  principe  sur  une  hauteur  plus  grande,  puisqu'elle  peut  tourner  avec 
une  certaine  vitesse,  et  qu'en  supposant  que  des  bulles  d'air  pussent 
s'introduire  par-dessous,  du  côté  même  où  l'eau  tend  à  s'échapper,  il 
faudrait  encore  un  certain  temps  pour  qu'elles  arrivassent  au  sommet 
de  l'espace  hydrophore,  à  cause  des  phénomènes  de  la  résistance  des 
fluides.  Or,  pendant  cette  ascension  de  l'air,  l'aube  aura  un  certain 
temps  pour  se  dégager,  en  chassant  d'ailleurs  devant  elle  l'ensemble 
du  système  fluide  compris  dans  cet  espace  hydrophore. 

Les  choses  ne  se  passeraient  pas  ainsi  dans  le  cas  où  l'air  pourrait 
arriver  par-dessus  au  lieu  de  venir  par-dessous.  On  conçoit  donc 
qu'il  faudrait  alors  certaines  précautions  pour  obvier  à  cet  inconvé- 
nient à  l'époque  de  l'immersion  de  l'aube  dans  l'eau  du  bief  supérieur, 
surtout  si  la  roue  portait  des  couronnes  latérales. 

Les  effets  de  la  succion  permettant  de  diminuer  la  longueur  du 
coursier  en  aval  de  l'axe,  il  en  résulte  que  la  tangente  selon  laquelle 
l'eau  se  dégagera  dans  le  bief  d'aval  aux  époques  où  il  y  aura  peu  d'eau 

3o  . 
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dans  ce  bief  sera  moins  inclinée.  Cette  circonstance  favorisera  l'emploi 
de  la  force  vive  de  l'eau  dégagée  en  aval,  parce  que  cela  permettra  de 
rapprocher  plus  ou  moins  dans  certains  cas  les  phénomènes  de  ceux 
qui  ont  été  depuis  longtemps  observés  à  la  sortie  de  l'eau  des  roues  de 
côté,  et  sur  lesquelles  d'ailleurs  M.  Bélanger  a  fait  des  recherches  inté- 
ressantes dont  une  partie  seulement  est  publiée. 

Il  n'est  peut-être  pas  sans  intérêt  d'ajouter,  à  ce  que  j'ai  dit  sur 
l'histoire  des  roues  de  côté  coulant  à  plein  coursier,  quelques  mots 
relativement  à  celle  des  chapelets  moteurs  coulant  à  plein  tuyau.  Mais  ce 
qu'il  y  a  d'intéressant  à  ajouter  ici  sur  ce  sujet  se  rapporte  plutôt  aux 
chapelets  élévatoires.  L'idée  de  diminuer  le  nombre  des  aubes  ou  pistons 
d'un  chapelet  est  décrite,  par  Tyer,  dans  le  Repertorj  ofJrts, i.XXXVlf 
p.  8  (patente  du  i  mai  1818,  avec  une  planche).  Quant  à  celle  de 
donner  aux  aubes  ou  pistons  une  poupe  et  une  proue,  elle  est  dessinée, 
pour  les  chapelets,  dans  divers  auteurs  des  trois  derniers  siècles,  tels 
que  Ramelli,  Wolf,  etc.,  où  l'on  trouve  aussi  des  ellipsoïdes  de  révolu- 
tion en  cuir.  Il  est  intéressant  de  voir  une  seule  aube  engagée  dans  le 
tuyau  ou  corps  de  pompe  et  n'ayant  toujours  à  surmonter  qu'une 
résistance  théoriquement  constante,  puisque,  si  la  partie  de  la  colonne 
qui  résiste  par  succion  augmente,  la  partie  de  la  colonne  à  pousser  par- 
dessous  diminue. 

Ce  genre  de  moteur  a  entre  autres  inconvénients  celui  de  perdre  de 
l'eau  par  le  pourtour  entier  de  la  palette  ou  d'avoir  à  vaincre  le  frot- 
tement nécessaire  pour  s'y  opposer,  tandis  que  dans  les  roues  de  côté 
coulant  à  plein  coursier,  comme  celles  qui  sont  décrites  par  Ducrcst  et 
par  Y  Encyclopédie  méthodique,  cette  cause  de  perte  de  travail  est  bien 
moindre  par  suite  de  la  manière  dont  les  aubes  sont  attachées. 
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MÉMOIRE 

Sur  le  choc  longitudinal  de  deux  barres  élastiques  de  grosseurs 
et  de  matières  semblables  ou  différentes,  et  sur  la  proportion 
de  leur  force  vive  qui  est  perdue  pour  la  translation  ultérieure; 
Et  généralement  sur  le  mouvement  longitudinal  d'un  sys- 
tème de  deux  ou  plusieurs  prismes  élastiques  ; 

Par  M.  DE  S AIÎVT- VENANT. 


Lu  à  l'Académie  des  Sciences  le  24  décembre  1866. 


PREMIERE  PARTIE. 

EXPOSÉ.     —     CHOC    DE    DEUX    BARRES    DE    MEME    MATIERE    ET    DE 

MÊME    SECTION. 

1.  Exposé  et  principaux  résultats.  —  Coriolis,  en  étudiant  soi- 
gneusement le  phénomène  du  choc,  avait  fait,  dès  longtemps  avant  sa 
publication  de  1829  [*],  cette  simple  et  judicieuse  remarque,  qu'à  la 
fin  de  celui  de  deux  corps  parfaitement  élastiques,  la  somme  des  forces 
vives,  évaluées  en  attribuant  à  ces  corps  les  vitesses  de  leurs  centres 
de  gravité  respeclifs,  ne  pouvait  être  égale  à  la  somme  des  forces  vives 
possédées  avant  le  choc,  que  si  ces  mêmes  corps  restaient  après  leur 
séparation  sans  mouvement  vibratoire  comme  sans  compression;  que, 
par  conséquent,  quelque  entière  que  fût  leur  élasticité,  et  contraire- 
ment à  ce  qui  est  ordinairement  enseigné,  il  y  avait  généralement  des 
pertes,  même  considérables,  de  force  vive  utile  ou  translaloire;  idée 
que  Binet  avait  eue  de  son  côté  en  considérant  seulement  le  son  que 
toute  collision  fait  entendre. 

[*]  Du  calcul  de  V effet  des  machines,  n°  66,  ou  Rapport  de  Navier  sur  cet  ou- 
vrage, p.  4. 
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Cauchy  ayant  été  prié  par  Coriolis  de  calculer  la  force  vive  ainsi 
perdue  pour  le  mouvement  de  translation  ultérieur  des  corps  qui  se 
sont  heurtés,  répondit  à  cet  appel  par  une  Note  de  deux  pages  déposée 
à  l'Académie  le  19  février  1827,  et  aussitôt  imprimée  [*].  11  y  consi- 
dère le  choc  longitudinal  de  deux  tiges  ou  barres  cylindriques  ou  pris- 
matiques de  même  matière  et  de  même  grosseur,  supposée  petite,  qui 
se  heurtent  avec  des  vitesses  opposées  et  réciproques  aux  longueurs 
(cas  auquel  les  autres  peuvent  se  ramener);  et,  sans  indiquer  ses  pro- 
cédés de  recherche,  il  donne  le  détail  de  ce  qui  doit  se  passer  depuis 
l'instant  de  la  rencontre  des  deux  barres  jusqu'à  celui  où  l'ébranle- 
ment, ayant  parcouru  aller  et  retour  la  plus  courte  des  deux,  arrive 
à  lui  donner  partout  une  vitesse  égale  à  celle  que  possédait  primiti- 
vement la  plus  longue;  et  comme  celle-ci,  au  point  de  contact,  a  une 
vitesse  alors  plus  grande  et  tendant  à  la  séparation,  il  conclut  que  le 
choc  est  alors  terminé.  Ses  autres  conclusions,  relatives  à  la  perte  de 
force  vive,  sont  :  i°  qu'elle  n'est  zéro  que  lorsque  les  deux  barres  ont 
la  même  longueur;  i°  que  cette  perte  s'élève  aux  trois  quarts  de  la 
somme  des  forces  vives  primitives  quand  l'une  des  deux  barres  est 
double  de  l'autre;  3°  qu'elle  serait  de  moitié  seulement  (continue-t-il) 
si  l'une  des  deux  barres  était  infiniment  plus  longue  que  l'autre. 

Coriolis  cite  les  deux  premières  de  ces  conclusions  finales  de  Cauchy, 
mais  non  la  dernière,  que  sans  doute  il  soupçonnait  d'erreur  ou, 
pour  mieux  dire,  de  malentendu  quant  à  la  manière  de  concevoir  la 
force  vive  résidue  (n°  7  ci-après). 

Poisson  traita  peu  de  temps  après,  mais  non  en  vue  d'évaluation 
de  force  vive,  le  même  problème  du  choc  longitudinal  de  deux  barres 
élastiques,  aussi  de  mêmes  grosseur  et  matière,  en  donnant  une  expo- 
sition complète  de  son  procédé  de  solution,  qui  le  conduit  à  des 
expressions  en  séries  trigonométriques  susceptibles  de  sommation  [**]. 

Il  trouve,  comme  Cauchy,  que  lorsque  les  deux  barres  d'égale 
section  sont  aussi  égales  en  longueur,  elles  se  séparent  en  échangeant 


[*]  Bulletin  des  Sciences  de  la  Société  Philomatliique  pour  décembre  1826,  p.   180; 
et  plus  tard  aux  Mémoires  de  ï Institut. 

[**]  Traité  de  Mécanique,  2e  édition,  i833;  nos  499  «1  5o4< 
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intégralement  leurs  vitesses,  et  le  choc  se  termine  sans  qu'elles  conser- 
vent ensuite  ni  un  mouvement  vibratoire  quelconque,  ni  une  com- 
pression qui  en  engendrerait  un  ultérieurement.  Mais,  pour  tout  autre 
cas,  il  y  a  désaccord  avec  Cauchy  quant  au  fait  présumé  de  la  sépara- 
tion. Poisson,  en  effet,  donnant  une  double  condition  à  celle-ci,  à 
savoir  que  non-seulement  la  vitesse  de  la  barre  qui  va  devant  arrive  à 
surpasser  celle  de  l'antre  à  leur  point  de  contact,  mais  encore  que  la 
compression  soit  nulle  dans  l'une  et  dans  l'autre  au  même  point  et  au 
même  instant,  croit  pouvoir  conclure  que,  pour  peu  que  les  longueurs 
de  ces  deux  barres  soient  inégales,  elles  ne  se  sépareront  point  à  l'in- 
stant indiqué  par  Cauchy  ni  à  aucun  de  ceux  qui  suivent  jusqu'à  celui 
où  le  temps  écoulé  est  devenu  double  de  ce  qu'il  faut  à  l'ébranlement 
pour  parcourir  la  somme  des  longueurs  des  deux  barres.  Et  comme,  à 
ce  dernier  instant,  les  formules  donnent  des  vitesses  partout  égales  à 
ce  qu'elles  étaient  initialement,  Poisson  en  infère  que  leur  choc  recom- 
mencera en  quelque  sorte  pour  se  reproduire  périodiquement,  en 
sorte  qu'elles  marcheront  et  vibreront  ensemble  indéfiniment  comme 
une  seule  barre. 

Comme  l'égalité  absolue  de  deux  longueurs  est  physiquement  im- 
possible ou  n'a  qu'une  probabilité  zéro,  il  s'ensuivrait  que  deux  barres 
parfaitement  élastiques  se  comporteraient  constamment  de  la  même 
manière,  quant  à  leurs  vitesses  de  translation,  que  deux  corps  sans 
élasticité.  La  perte  serait  de  toute  la  force  vive  possédée  quand  les 
vitesses  d'arrivée  étaient  contraires  et  en  raison  inverse  des  masses; 
c'est-à-dire  qu'alors  il  y  aurait,  après  le  choc,  immobilité,  sauf  les 
vibrations  dont  le  système  resterait  animé,  et  aucun  rebond. 

Il  ne  faut  pas  (comme  on  pourrait  être  tenté  de  le  faire)  chercher 
la  raison  de  ce  désaccord  réel  ou  apparent  de  Poisson  et  de  Cauchy 
dans  ce  que  dit  Coriolis,  sans  s'en  être  probablement  bien  rendu 
compte,  «  que  celui-ci  a  eu  égard  à  la  dilatation  latérale  qui  accom- 
pagne la  compression.  »  Le  fait  est  que  cette  dilatation  des  barres 
dans  le  sens  transversal  n'entre  nullement  et  ne  devait  point  entrer 
dans  les  résultats  de  Cauchy,  relatifs  au  détail  de  ce  qui  se  passe 
depuis  le  choc,  ni  dans  la  manière  dont  il  a  dû  les  obtenir;  et  elle  n'a 
aucun  besoin  d'être  prise  en  considération  dans  la  déterminatiou  des 
mouvements  longitudinaux,  pas  plus  que  dans  les  évaluations  des 
forces  vives  dues  aux  mouvements  des  centres  de  gravité. 
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Désirant,  depuis  longtemps,  trouver  quelle  est  la  vraie  solution  de 
cette  intéressante  question  de  mécanique  physique,  j'ai,  par  une  inté- 
gration en  termes  finis  des  équations  qui  la  régissent,  et  par  une  som- 
mation des  séries  de  Poisson,  reconnu  tout  d'abord  que  les  deux 
illustres  géomètres  s'accordaient  complètement,  comme  cela  devait 
être,  dans  les  résultats  analytiques  relatifs  au  temps  embrassé  par 
Cauchy.  Ils  ont  même  tous  deux  raison,  celui-ci  lorsqu'il  prononce 
qu'au  bout  de  ce  temps  le  choc  est  terminé,  car  les  deux  barres 
cessent  complètement  (comme  on  verra)  d'agir  l'une  sur  l'autre,  et 
celui-là  lorsqu'il  soutient  qu'il  faut  prendre  en  considération  la  com- 
pression conservée  par  la  seconde,  comme  pouvant  être  cause  que 
leurs  extrémités  restent  contiguès;  et  c'est  ce  qui  a  lieu  effectivement, 
car  elles  marchent  ensuite  avec  la  même  vitesse,  bien  que  le  centre  de 
gravité  de  la  seconde  barre  prenne  l'avance  sur  celui  de  l'autre.  Mais 
cette  contiguïté  des  extrémités  dure  peu,  et  elles  s'éloignent  infaiWi- 
blement  l'une  de  l'autre  dès  qu'arrive  un  deuxième  instant,  celui  où 
l'ébranlement  a  parcouru  aller  et  retour  la  barre  la  plus  longue. 

En  effet,    et  c'est  ce  que   Poisson    n'a    pas    aperçu,    si    les  deux 
barres  sont  considérées  comme  restant  unies  au  delà  de  ce  dernier 
instant,   les  formules  montrent  qu'à  l'endroit  du  contact  leurs  com- 
pressions deviennent  négatives,  en  sorte  qu'elles  exerceraient  l'une  sur 
l'autre  une  traction.  Or  cela  est  impossible,  puisque  les  deux  barres, 
sans  adhérence  l'une  avec  l'autre,  peuvent  bien  se  pousser,  mais  non 
pas  se  tirer  mutuellement.  Aussi  elles  se  quitteront  alors.  J'ai  trouvé, 
à  cette  occasion,  quelle  est  en  général  la  vraie  condition  de  séparation 
de  deux  barres  à  un  instant  quelconque;  condition  à  substituer  à  celle 
de  Cauchy,  iï  excès  de  vitesse  de  la  barre  allant  devant,  qui  est  insuf- 
fisante, et  à  celle  que  Poisson  exige  en  outre,  de  compressions  nulles,  qui 
(même  avec  la  restriction  ou  négatives)  est  surabondante.  Les  tranches 
comprimées  tendent  à  se  dilater,  comme  on  verra,  avec  des  vitesses 
égales  aux  produits  des  compressions  par  les  vitesses  de  propagation 
du  son  dans  les  barres.  C'est  seulement  après  qu'on  a  diminué  ou  aug- 
menté de  ces  produits,  ou  de  ces  vitesses  de  détente,  les  vitesses  pos- 
sédées par  les  tranches  à  l'endroit  du  contact,  que  la  comparaison  de 
leurs  deux   grandeurs  peut  indiquer,  à  un  instant  donné,  s'il  doit  y 
avoir  ou  non  séparation.  Il  n'y  a  donc  nullement  lieu  à  ce  renouvelle- 
ment périodique  de  l'état  primitif  que  Poisson   a  cru  reconnaître,  et 
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qui  s'opérerait  effectivement  si  les  deux  barres  étaient  soudées  de  ma- 
nière à  pouvoir  agir  l'une  sur  l'autre  aussi  bien  par  traction  que  par 
pression.  Leur  choc,  lorsqu'elles  sont  d'égale  section  et  de  même  ma- 
tière, a  bien  l'issue  qui  a  été  annoncée  par  Cauchy. 

Mais,  d'un  autre  côté,  en  ce  qui  regarde  la  force  vive  après  le  choc, 
le  grand  analyste,  comme  on  voit  par  sa  troisième  conclusion  ci-des- 
sus, prenait  pour  telle  celle  qui  est  due  aux  vitesses  effectives  des 
tranches  des  barres.  A  ce  compte  il  n'y  aurait  jamais  aucune  perte, 
car  en  ajoutant,  comme  il  convient,  à  cette  force  vive  actuelle  celle 
qui  est  en  réserve  ou  accumulée  sous  forme  de  potentiel  ou  de  travail, 
c'est-à-dire  celle  que  la  compression  opérée  est  capable  d'engendrer 
ou  de  restituer  ensuite,  on  a,  à  chaque  instant,  une  somme  égale  à 
toute  la  force  vive  primitive.  Il  faut  évaluer  autrement  la  force  vive 
résidue  utile,  à  savoir,  et  suivant  l'idée  de  Coriolis,  en  attribuant  à  tous 
les  points  de  chaque  barre  la  vitesse  de  translation  possédée  par 
cette  barre,  c'est-à-dire  la  vitesse  de  son  centre  de  gravité.  Tout  le 
reste  ne  produit  qu'un  mouvement  vibratoire  qui,  destiné  à  être  dis- 
sipé au  dehors,  pourra  bien  dans  l'avenir,  après  être  devenu  atomique, 
se  trouver  utilisé  comme  chaleur  dans  quelque  machine  capable  de  le 
transformer  et  de  le  rendre  transitoire,  mais  qui  n'en  est  pas  moins 
entièrement  perdu  pour  la  translation  prochaine  de  la  barre  à  laquelle 
il  appartient  présentement. 

Or,  en  évaluant  la  perte  de  cette  manière  rationnelle,  elle  n'est  pas 
seulement  de  moitié,  comme  dit  Cauchy,  lorsqu'une  des  deux  barres 
est  considérablement  plus  longue  que  l'autre,  elle  s'élève  alors  jusqu'à 
la  totalité  de  la  force  vive  imprimée,  les  vitesses  étant  toujours  suppo- 
sées, comme  il  le  fait,  de  sens  contraire  et  en  raison  inverse  des  lon- 
gueurs des  deux  barres. 

Nous  allons  dans  une  première  Partie  (nos  2  à  7)  démontrer  ces 
résultats,  et  déterminer  la  suite  des  vitesses  et  des  compressions  en 
montrant  la  conformité  énoncée  des  résultats  de  Poisson  et  de  Cau- 
chy. Nous  calculerons  même  ces  deux  quantités  jusqu'à  toute  époque, 
en  supposant  avec  Poisson  que  les  deux  barres  restent  unies  ou  n'en 
font  qu'une  seule;  nous  attribuerons  même  d'abord  aux  vitesses  et  aux 
compressions  initiales  des  grandeurs  fonctions  quelconques  de  l'ab- 
scisse ou  de  la  distance  de  chaque  tranche  à  une  extrémité. 

Tome  XII  (ae  série).—  Juillet  1867.  3  ' 
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Puis,  en  supposant  une  barre  composée  de  deux  ou  plusieurs  parties 
qui  possédaient  initialement  une  vitesse  et  une  compression  uniforme 
données,  nous  établirons  des  formules  qui  nous  mettront  à  même, 
plus  loin,  de  calculer,  et  de  figurer  clairement  par  une  épure,  ce  que 
deviennent  deux  barres  après  leur  choc,  et  de  bien  déterminer  si  leur 
séparation  se  continuera  ou  si  leurs  vibrations  pourront  être  causes 
qu'elles  se  rejoignent. 

Nous  prouverons  de  cette  manière,  sans  aucune  espèce  d'incerti- 
tude, que  quand  les  deux  barres  sont  de  même  grosseur  et  de  même 
matière,  la  plus  courte  prend  finalement  et  uniformément,  en  perdant 
toute  compression,  la  vitesse  primitive  de  la  plus  longue,  ce  qui  permet 
de  calculer  immédiatement  la  vitesse  du  centre  de  gravité  de  celle-ci, 
et  par  suite  la  perte  totale  éprouvée  par  la  force  vive  de  trans- 
lation. 

Ce  résultat,  découvert  analytiquetnent  par  Cauchy  en  1826,  a  été 
trouvé  aussi  dernièrement  et  démontré  d'une  manière  élémentaire 
par  MM.  William  Thomson  et  Tait,  dans  un  ouvrage  sous  presse  [*J, 
ce  que  j'ai  appris,  depuis  la  lecture  de  mon  Mémoire  et  son  insertion 
par  extrait  aux  Comptes  rendus  et  aux  Mondes  [**],  par  l'envoi  qui  m'a 
été  fait  d'un  numéro  du  journal  The  Engineer  [***],  où  le  savant 
M.  Macquorn-Rankine,  après  avoir  cité,  dans  des  termes  dont  je  le 
remercie,  mon  travail  auquel  il  attribue  une  grande  importance  non 
moins  pratique  que  scientifique,  donne,  du  premier  des  principaux 
résultats  analytiques  de  la  seconde  Partie,  une  démonstration  élémen- 
taire ingénieuse,  qui  diffère  un  peu  de  celle  que  je  venais  d'envoyer  à 
l'impression. 

Cette  seconde  Partie  ci-après  (n°*  8  et  suivants)  est  relative  au  cas 
général  du  choc  ou  du  mouvement  simultané  de  deux  barres  qui  sont 
de  grosseurs  et  de  matières  différentes.  Je  donne  une  solution  en  série 
transcendante  qui  convient  même  quand  leur  forme  est  celle  d'un  tronc 
de  pyramide  ou  de  cône,  et  s'étendrait  même  à  deux  fuseaux  ou  autres 


[*]  Intitulé  ^/  Treatise  of  Natural  Philosophy,  sections  3o2,  3o3,  3o4,  3o5. 
[**]  Numéro  du  10  janvier  1867,  p.  69. 
[***]  Du  i5  février  1867,  p.  1 33. 
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solides  composés  de  pareils  troncs,  et  une  solution  en  termes  finis  ap- 
plicable quand  les  formes  sont  prismatiques.  Alors,  si  l'ébranlement 
ou  le  son  parcourt  leurs  deux  longueurs  dans  le  même  temps,  la  perte 
de  force  vive  est  nulle  et  les  vitesses  finales  sont  celles  que  donnent  les 
formules  de  la  théorie  ordinaire,  enseignée  dans  tous  les  Traités  de 
physique.  Lorsque  cela  n'a  point  lieu,  il  y  a  une  perte,  et  il  faut  re- 
courir, pour  avoir  les  vitesses,  à  des  formules  nouvelles.  Le  choc  des 
deux  barres  se  termine,  si  leur  matière  est  la  même,  lorsque  l'ébranle- 
ment ou  le  son  qui  s'y  propage  a  parcouru  aller  et  retour  celle  des 
deux  qui  est  la  plus  mince  ou  dont  la  section  transversale  a  le  moins 
de  superficie;  et,  plus  généralement,  si  leurs  matières  sont  différentes,- 
lorsque  le  son  a  ainsi  parcouru  celle  des  deux  dont  la  portion  ébranlée 
ou  comprimée  à  chaque  instant  a  la  masse  la  plus  petite.  Quand  cette 
barre  est  aussi  celle  des  deux  que  le  son  met  le  moins  de  temps  à  par- 
courir dans  toute  sa  longueur,  elle  se  sépare  de  l'autre  sans  garder  de 
compression,  et  l'on  a  des  formules  très-simples  pour  sa  vitesse  et  pour 
celle  du  centre  de  gravité  de  l'autre  barre.  Mais  lorsque  le  contraire  a 
lieu,  comme  le  son,  à  l'instant  de  la  séparation,  peut  avoir  parcouru 
en  deux  sens  plusieurs  fois  l'une  des  deux  barres  en  se  réfléchissant  à 
son  extrémité  libre  et  en  se  réfractant  en  quelque  sorte  pour  passer 
chaque  fois  dans  la  plus  longue  avec  une  autre  vitesse,  l'état  de  com- 
pression et  de  mouvement  des  deux  parties  de  la  première  des  deux 
barres,  au  moment  de  leur  séparation,  s'exprime  en  des  termes  néces- 
sairement plus  composés,  où  le  nombre  des  doubles  réflexions  entre 
en  exposant.  Toutefois  leurs  vitesses  de  translation,  après  le  choc,  peu- 
vent être  exprimées  encore  sous  une  forme  assez  simple. 

Je  donne,  des  formules  de  ce  second  cas  comme  de  celles  du  pre- 
mier, des  démonstrations  élémenlaires  susceptibles  d'être  introduites 
dans  les  cours  de  physique.  Et  je  démontre  à  cette  occasion,  d'une 
manière  très-simple,  l'expression  connue  de  la  vitesse  de  propagation 
du  son,  due  à  Newton,  ce  qui  n'a  pas  été  fait  à  ma  connaissance 
depuis  qu'il  en  a  lui-même  indiqué  une  démonstration  qu'aucun  pro- 
fesseur n'a  jugée  acceptable  et  susceptible  d'être  introduite  dans  l'en- 
seignement, même  en  en  modifiant  les  termes. 

Une  discussion  délicate  prouve,  comme  on  verra,  que  l'état  vibra- 
toire final   des  barres  ne  produit  toujours  pas  de  rencontre  nouvelle 

3i.. 
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entre  les  extrémités  qui  se  sont  quittées,  en  sorte  que  les  formules 
données  pour  les  deux  cas  généraux  représentent  bien  les  vitesses  défi- 
nitives des  centres  de  gravité  après  le  choc,  et  permettent  de  calculer 
la  force  vive  qui  est  perdue  pour  la  translation  ultérieure. 

2.  Détermination,  en  expressiojis  de  forme  finie,  du  mouvement 
longitudinal  d'une  barre,  élastique  prismatique  et  homogène,  libre,  en 
partant  d'un  état  initial  quelconque.  —  Soient  : 

a  la  longueur  de  cette  barre; 

m  sa  masse  par  unité  de  longueur; 

A-  la  vitesse  de  propagation  longitudinale  du  son  ou  d'un  ébranle- 
ment à  travers  sa  matière,  vitesse  qui  est  égale,  comme  on  sait,  à  la 
racine  carrée  du  quotient  de  son  module  d'élasticité  d'extension  ou 
de  contraction  par  sa  densité; 

x  l'abscisse  d'une  de  ses  tranches  ou  sections  transversales,  ou  sa 
distance  au  point  où  se  trouve  l'extrémité  de  gauche  dans  l'état  naturel 
de  la  barre,  ou  avant  toute  compression  de  ses  parties; 

x  _l_  u  la  même  abscisse  au  bout  du  temps  t,  ou  u  le  déplacement 
éprouvé  par  la  section  ou  la  tranche  infiniment  mince; 

/  —  —  —  et  v  =  —  la  contraction  ou  compression,  et  la  vitesse  de 

i  dx  dt  l 

la  même  tranche  au  même  instant; 

qx,  tyx  les  fonctions  de  x  exprimant  les  valeurs  initiales,  ou  pour 
t  =  o,  du  déplacement  u  et  de  lavitesse  v. 

L'équation  différentielle  indéfinie  du  problème  est 

(Pli    _       ,  2  d2  U 

(0  ~dF  ~        dx*' 

et  les  équations  définies,  vu  qu'il  n'y  a  aucune  contraction  à  des  extré- 
mités libres,  et  en  désignant  par  (-"  j  ,  (u)t  =  0,  etc.  les  valeurs  de 
--»  u,  etc.,  pour  x  =  a,  t  =  o,  etc.  (*),  sont  : 

dx  ' 


l*]  Cette  notation  commode  est  de  M.   Phillips.  Nous  emprunterons  encore  tout  à 
l'heure,  sauf  un  léger  changement,  les  notations  telles  que  f(Ç)  (     j  à  un  Mémoire 
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2)  Aux  limites  :       (  —  )  =  O,       (  —  )  —  O 

\dxjj;  =  0  \d.vjx-a 


(3)  Initialement      }  /  du\ 


dt  ]  c-o 

On  y  satisfait  par 

(4)  u=f{x  +  kt)-h1B{x-kt), 
si  f  et  F  sont  deux  fonctions  telles,  que 

(5)  \r[a+kt)  +  r{a-kt)=o\    de    '  =  °    a     '  =  Q°' 

,^  (/(*)  +  F  (■*)  =  ?*)     . 

[O)  ._  .  (      de      _r=0      a      X  =  tf. 

(  kf  [x)  —  «F (x)  =  ^x) 

Comme  z*  est  simplement  somme  de  ces  fonctions  f ,  F,  on  peut, 
sans  altérer  sa  grandeur,  ajouter  une  constante  quelconque  à  l'une 
pourvu  qu'on  la  retranche  de  l'autre  ;  d'où  il  suit  que  toute  constante 
peut  être  arbitrairement  ajoutée  à  leur  différence  f  —  F,  sans  qu'il  en 
résulte  aucun  changement  dans  la  valeur  de  l'inconnue  u. 

Il  résulte  de  cette  remarque  que  si  l'on  veut  avoir  le  déplacement  a 
à  un  instant  quelconque,  on  peut,  analogiquement  à  ce  que  Poisson 
indique  d'après  d'Alembert  et  Euler  pour  obtenir  les  déplacements 
transversaux  de  la  corde  vibrante  [*],  intégrer  les  deux  membres  de 
la  seconde  équation   de  condition  (6)  multipliée  par  dx,  pour  nue 


de  1864  [Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  p.  25)  où  le  même  Savant  a 
appliqué  à  la  Solution  de  divers  problèmes  de  Mécanique,  d'une  nature  délicate,  ave< 
le  talent  qu'on  lui  connaît  et  en  les  généralisant  d'une  manière  remarquable,  deux 
méthodes  employées  pour  la  première  fois,  l'une  par  Poisson  en  1819  [Sur  le  mouvement 
des  fluides  élastiques  et  la  théorie  des  instruments  à  vent,  Mémoires  de  V  Institut,  1817, 
§  2,  nos  18  et  kj),  l'autre  par  M.  Duhamel  en  i843  [Sur  un  phénomène  relatif  à  la 
communication  du  mouvement  vibratoire,  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appli- 
quées, t.  VIII,  p.  r22,  formule  17). 

[*]  Mécanique,  nos/[84,    |8r). 
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limite  inférieure  choisie  arbitrairement,  zéro  par  exemple,  ce  qui,  en 
faisant 

tyx  dx  =  VY  x, 

et  en  appelant  d'une  manière  générale,  avec  Poisson,  Ç  la  variable  des 
fonctions^  F  dont  il  s'agit  de  déterminer  la  forme,  fournira 

(8)  /Ç-FÇ  =  £YÇ. 

On  en  tire  déjà,  en  combinant  avec  la  première  (6), 

|/c  =  ;*  +  n*cl 

(g)  <  >      pour      Ç  —    (le   O    a    rt. 

On  obtiendra  ensuite  les  valeurs  des  deux  mêmes  fonctions  hors  des 
limites  o,  a  de  leur  variable  en  intégrant  depuis  Ç  =  o  les  deux  équa- 
tions de  condition  (5)  multipliées  par  dt\  d'où,  eu  égard  à  ce  que  (8) 

donne  /(o)  —  F(o)  =  o,  fia)—  Y  (a)  =  j/Va,  et  en  écrivant  ensuite 

Ç  au  lieu  de  —  kt  dans  la  première  et  de  a  -h  kt  dans  la  seconde, 

(F(Ç)  ==/(—£)      pour     Ç=    de  o   à    —  ao;, 
/(£)  =  F  (sa  —  Ç)  -I-  j  xYa     pour     Ç  =   de  a  à    -h  <x>  . 

La  première  de  ces  deux  nouvelles  équations  donnera  YÇ  pour 
Ç  =  de  o  à  —a,  puisque  par  (9)  on  nj{—  'Ç)  pour  —  'Ç  de  o  à  a;  el 
la  seconde  donnera  y'Ç  pour  Ç  =  de  a  a  ici,  puisque  par  (9)  on  ;i 
Y  [ici  —  Ç)  pour  2«  —  Ç  =  de  «  à  o.  Ensuite  la  première  (10)  don- 
nera YÇ  pour  Ç  =  de  —  a  à  —  ici  au  moyen  de  ce  que  la  seconde 
vient  de  donner  f{—  Ç)  pour  —  'Ç  =  de  a  à  ia\  puis  la  seconde  don- 
nera /"Ç  pour  Ç=  de  ink  'ici  au  moyen  de  ce  que  la  première  a 
donné  F  ('ici  —  Ç)  pour  ia  —  Ç  =  de  o  à  —  a;  et  la  première  donnera 
à  son  tour  FÇ  de  £  =  —  m  à  --  3fl  puisqu'on  vient  d'obtenir  y  (—  Ç) 
de  —  Ç=  2f/  à  -    Ç   =  3rt,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  l'infini. 
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En  sorte  qu'on  aura  tout  ce  qu'il  faut  pour  déterminer  les  valeurs 
du  déplacement  u  relatives  à  tous  les  points  de  la  barre  et  à  tous  les 
temps  t. 

Mais,  pour  notre  objet,  il  est  surtout  nécessaire  de  connaître  la  suite 
des  vitesses  et  des  contractions 


v 


du 
dt 


==  kf  (x  -h  kt)  -  k¥'  (x  -  kt), 
(11) 

[/  =  -*  =  -// (ar+to) -F' (*-**). 

qui,  une  fois  connues,  fournissent  d'ailleurs  facilement  la  suite  des 
déplacements.  Il  nous  suffit,  ainsi,  de  déterminer  les  dérivées  y  et  F' 
des  deux  fonctions.  Nous  n'avons  donc  pas  besoin  d'intégrer  trois  des 
quatre  équations  de  condition  (5),  (6);  elles  donnent  directement,  en 
différentiant  au  contraire  la  troisième, 

(/^ïVC  +  ïï+çl 

(12)  ')  \      pour      Ç  =    de   o   i   n, 

jF'Ç  =  -/'(_£)  pour     Ç=deoà-oo, 

}  f'Ç  =  —  F'  {ici  —  Ç)      pour      Ç  =    de  n  à    h-  od  . 

D'où  successivement,  en  opérant  comme  on  a  dit  tout  à  l'heure,  et  en 
désignant  généralement  ainsi 


Ç  ==  „  '  art.  —  Ç.=s  _  i  Ç  —  «    » 

les  valeurs  de  Ç  ou  de  2rt  —  Ç,...  comprises  entre  deux  nombres  n, 
ri  ou  //',  ri\  et  celles  de  leurs  fonctions  f\  F',  on  aura  le  tableau  sui- 
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>■(<<) 


*{<=%=&-*«• 


1       /  ! 

-q/ÇH r-^, 


'K:)'= 


/ 


/'U= 


4« 


F' 
-F' 

F' 
-F' 

F' 
-  F' 


2/- 


o  ")=-^    -Ç  =  o 


ïVO-O-^rz  +  t-O. 


2* 


»— ç=;)=-^(a«-ç)+^("-ç), 


=-/'-« 


-<p'  (2fl  H-  Ç)—   ~^  (3d  4-  £), 


2* 


■3-V--rf-c=-ï:W-;f(-c-")-i*(-«- 


2/7 


2« 


2* 


2  a  —  Ç 


=-  £?'  (4«  -  ?)  +  ^  ^ (4«  -  ?)» 


contenu  clans  ces  deux  formules,  où  i  représente  un  nombre  entier 
positif  ou  nul,  et  où  chaque  expression  du  second  membre  est  relative 
aux  intervalles  correspondants  des  valeurs  de  Ç  dans  les  premiers  : 

(2i-t-2)rt\  i   .  r.       .  a~\       i  ,  r.       ,  oi 

-  -  4  [(2/h-2),-Ç=  J  +  rk  +  I  <*+.)^e=  „  J  ; 


rfi1 


2?f7 

—  (2  1  -4-  1  )  a 

—  lia 

—  (2/  —  \\ai 


-  <s>\        %—2ia  =  H -l>\        Ç  —  21'n—         ; 

2 T  l  oj     2/ T  L  °J 

(-^'[-2'V/-?=o]-27-4~2,V"~^o]' 


La  périodicité  de  ces  expressions,  encore  plus  manifestée  par  les 
deux  formules  promotrices  suivantes,  qui  sont  la  conséquence  des 
deux  formules  (i3), 


('?) 


co 
la 
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permettrait,  pour  composer  les  valeurs  successives  (1 1)  de  v  et  de  /,  de 
se  servir  d'un  procédé  graphique  comme  celui  qu'indique  Poisson 
(Mécanique,  n°  486)  d'après  Euler  (dcadémie  de  Herlin,  iifâ)  pour 
avoir  les  formes  successives  de  la  corde  vibrante,  procédé  au  moyen 
duquel  Monge  avait  construit  un  relief  représentant  clairement  la 
suite  de  ces  formes  [*].  Mais  on  obtiendra  numériquement  des  valeurs 
exactes  en  divisant  le  temps  t  ou  l'espace  kt  parcouru  par  l'ébranle- 
ment dans  les  deux  sens,  en  une  suite  de  parties,  dépendant  de  l'ab- 
scisse x  du  point  considéré,  et  entre  les  limites  desquelles  chacun  des 
deux  binômes  x  +  kt,  x  —  kt  se  trouve  compris  dans  les  intervalles 


3« 

O 

—  a 

—  2a 

»  •  •  ■ 

)       OU 

1 

1 

la 

a 

0 

—  a 

assignés  à  Ç  au  tableau  (i5).  Ces  divisions  sont  données  par  le  double 
tableau  suivant,  où  l'on  a  dû  distinguer  les  points  en  deçà  et  les  points 
au  delà  du  milieu  de  la  barre  : 


[*]  J'ai  construit  moi-même  deux  de  ces  reliefs,  dont  il  se  trouve  des  exemplaires 
en  plâtre  aux  collections  de  l'Ecole  Polytechnique,  des  Écoles  des  Ponts  et  Chaussées 
et  des  Mines,  du  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  et  de  la  Faculté  de  Poitiers.  Je  les 
avais  faits  à  l'occasion  du  modelage  d'un  relief  bien  plus  compliqué,  qui  se  trouve  aux 
mêmes  collections,  et  qui  représente  la  suite  des  états  d'une  barre  élastique  appuyée 
aux  extrémités  et  heurtée  transversalement  au  milieu. 

Tome  XII  (2e  série).  —  Juillet  18C7.  -'2 
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3.  Cas  particulier  où,  initialement,  deux  ou  plusieurs  portions 
a,,  a«,  «3,  ...  de  la  barre  d'une  longueur  a  —  at  h-  a2  ■+-  at  -+- . . .  ont, 
en  tous  leurs  points,  des  vitessses  V,,  V2,  V3,  ...  avec  des  contractions 
ou  compressions  respectives  J0  J2,  J3,  ...  par  unité  de  longueur.  —  Ce 
cas,  dont  la  solution  donne  naturellement  ce  qui  arrive  dans  le  choc 
de  deux  ou  plusieurs  barres  de  même  matière  et  de  même  section 
transversale  avant  qu'elles  se  séparent,  mérite  un  examen  détaillé,  parce 
que  la  même  solution  nous  servira  à  connaître  sans  incertitude  ce  que 
deviennent,  après  une  séparation,  deux  barres  quelconques  qui  se  sont 
heurtées,  et  à  déterminer  par  conséquent  si  cette  séparation  est  défi- 
nitive ou  si  elle  est  suivie  d'une  jonction  nouvelle. 

Si  nous  prenons  à  l'extrémité  libre  de  la  première  portion  a,  (sup- 
posée celle  de  gauche  quand  la  barre  est  horizontale  ou  celle  du  bas 
quand  elle  est  verticale)  l'origine  des  x  comptées  positivement  de  là  à 
l'extrémité  libre  de  la  dernière  portion,  les  vitesses  étant  comptées 
positivement  aussi  dans  ce  sens,  la  solution  s'obtiendra  au  moyen  des 
formules  (i5)  du  numéro  précédent,  en  scindant,  aux  limites  des  por- 
tions diverses,  les  intervalles 


—  la 

3a 

—  a 

la 

dans  lesquels  varie  Ç,  c'est-à-dire  en  faisant 


/  ",  -+-  &i 

(20)       W   Ç  ^=  at-ha2 


Il  en  résultera,  en  supprimant  la  désignation  Ç  devenue  inutile  : 
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S'il  n'y  a  que  deux  parties  : 


(21) 


(22, 


2*/" 


ihf 


a*/' 


|—  *J>  -t-V,  ; 


S'il  y  en  a  trois 


2  /./' 


2//' 


2//' 


—  *J3-r-V3, 

—  *J2-f-v2, 

—  «,  +  V,  ; 


kj2-h  v2, 


'3/7,-f-3o2-i-3«3\ 

3f7,-+-  3tf2  H-  2<73 
3«,+  2 «o -4-  2tf., 
2«,-(-2<72-f-  2<73/ 


2 /F' 


2  /-F 


2/?  F 


2/,  F' 


2 /F' 


2  /•  F' 


— /5J2+V2,     2  /-F' 
—  JJ.  +  V,; 


Et  ainsi  de  suite. 

Bornons-nous  d'abord  à  deux  parties  at1  a2. 

On  voit  que  f'  ou  F'  garde  une  même  valeur  quand  sa  variable 
Ç  =  x  ±l  kt  reste  entre  deux  des  limites  consécutives  ±  i,at  :£  i2a2 
des  intervalles  spécifiés,  et  change  de  valeur  brusquement  quand  une 
des  limites  est  franchie.  Or,  si  l'on  considère  une  valeur  de  t  et  une 
valeur  de  x  pour  lesquelles  la  variable  x  ±  kt  est  égale  justement  à 
une  de  ces  limites,  elle  lui  restera  égale  quand  t  croîtra  d'une  quantité 
A  2  pourvu  que  x  décroisse  ou  croisse  en  même  temps  de  k&t,  c'est-à- 
dire  pourvu  que  le  point  déterminé  par  x  recule  ou  avance,  sur  la 
barre,  avec  une  vitesse  k. 
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Qu'on  imagine  donc  quatre  points  mobiles  qui,  en  partant  des  deux 
extrémités  de  la  barre,  et  de  la  jonction  (x  =  at)  de  ses  deux  parties, 
la  parcourent  dans  les  deux  sens  avec  cette  vitesse  k  et  se  réfléchissent 
avec  la  même  vitesse  quand  ils  arrivent:  aux  extrémités;  ces  points,  que 
nous  appellerons  points  (V ébranlement,  marqueront  les  endroits  où 
l'une  des  deux  fonctions^' (x  -h  ht),  Y' [x  —  kt),  et  par  conséquent  la 
vitesse  v  ou  la  compression  /,  passe  brusquement  d'une  grandeur  à  une 
autre  le  long  de  la  barre  à  un  instant  donné  quelconque. 

Pour  nous  reconnaître  dans  cette  complication  et  déterminer  sans 
méprise  la  suite  des  valeurs  de  v  et  dey,  constantes  entre  des  limites 
qui  varient,  figurons  la  marche  des  quatre  points  d'ébranlement  en 
prenant  pour  abscisses  les  temps  t  ou  plutôt  les  produits 

kt 
comptés  sur  une  droite  OT,  et,  pour  ordonnées,  les  x  comptés  parai- 

(23) 


lèleuaent  à  une  orthoganale  OA,  A  dont  les  portions 

OA,  —  at,     A,  A  —  a2 
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représentent  les  deux  parties  de  la  barre.  Portons,   à  partir  de  A  et 
de  O,  sur  une  parallèle  AA'  à  OT,  et  sur  OT  elle-même,  des  longueurs 

kt  =  a2,     at-\-a2,     2A,-f    a2,     iaK  h-  2a2,... 
a,,     a,  -f-rt2,        a,  +  2fl2,     ias  +•  ian, 


et  joignons  leurs  extrémités  entre  elles  et  avec  O,  A,,  A,  A't  ;  les  lignes 
inclinées  à  45  degrés  ainsi  obtenues  donneront  les  traces  que  laisse- 
raient, sur  le  plan  de  la  figure,  nos  quatre  points  mobiles,  si  tous  les 
points  matériels  de  la  barre  OA,  A  étaient  transportés  sur  ce  plan,  dans 
des  directions  transversales  ou  parallèles  à  OT,  avec  une  vitesse  k, 
égale  à  celle  avec  laquelle  ces  points  fictifs  se  déplacent  le  long  de  la 
barre  (en  négligeant  ici  ce  qui  résulte  des  petites  contractions  qu'elle 
éprouve)  ;  et  les  équations 

x-hkt=-.an     x -+- kt  =  at  -h a2,     x  4-  kt  =  a{  -+-  2a2}... 
x  —  kt  —  au    x  —  kt  =  o}     x  —  kt=—ati    x  —  kt=  —  at  —  a2,. 

de  ces  lignes,  que  nous  y  avons  écrites,  ou  les  valeurs  de  x  en  t  qu'on 
en  tire,  donneront  pour  chaque  instant  la  situation  de  ces  mêmes 
points  mobiles  sur  la  barre,  ou  leur  distance  x  à  son  extrémité  x  =  o. 
Or,  un  point  quelconque  de  la  figure,  situé  entre  deux  des  lignes 
qui  descendent  de  gauche  à  droite  (prolongées  au  besoin  au  dehors)  a 
son  x  compris  entre  ceux 

x  =  /,  <7,  +  i2a2  —  kt, 

tirés  des  équations  écrites  sur  ces  deux  lignes  inclinées,  en  sorte  que  la 
valeur  de  x  H-  kt  relative  à  l'instant  et  au  point  matériel  qu'il  repré- 
sente est  comprise  entre  les  deux  valeurs 

itctt  -+-  i2  ci2 

occupant  les  seconds  membres. 

Le  même  x  de  ce  point  particulier  de  la  figure  a  sa  valeur  comprise 
entre  celles  qu'on  tire  des  équations  x  —  kt  =  ...,  écrites  sur  les  deux 
lignes  ascendantes  qui  comprennent  aussi  ce  point;  la  valeur  de  x  —  kt 
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qui  y  répond  est  donc  comprise  entre  les  deux  seconds  membres  cor- 
respondants monômes  ou  polynômes  de  ces  équations. 

Ainsi,  par  exemple,  en  considérant  les  points  du  tableau  à  l'inté- 
rieur du  rectangle  à  gauche,  dont  un  des  angles  est  en  An  et  dont  les 
deux  côtés  descendants  ont  pour  équations 

x  -h  kt  =  a{,     x  -+-  kt  =  a,  -h  a2, 

et  les  deux  côtés  ascendants  ont  pour  équations 

x  —  kt  =  at,     x  —  kt  =  o, 

on  aura  nécessairement,  pour  tous  ces  points, 

x  +  kt=a'  +  a\     x-kt=°< 

a,  rt, 

et  par  conséquent 


"=#'(r  a,)-*n:) 


De  même  pour  tous  les  points  de  la  barre  et  tous  les  instants  se  trou- 
vant représentés,  ordonnées  x  et  abscisses  kt,  parles  points  de  l'inté- 
rieur du  rectangle  situé  symétriquement  au  premier,  sur  la  droite  du 
tableau,  on  aura 

J       \2rt1H-2«2/  \— «,—      rt2 

.  _  _  /•,  /3«,  -+-  2«2\         „,     /-fl|-2a, 
■  '  J    \2fl|  +  2«,/  \  —  «i  —    a, 

Substituant  à  ces/'  et  F'  leurs  valeurs  en  V,,  V2,  J,,  J2  données  par 
les  suites  (21),  on  a  pour  le  premier  rectangle,  par  exemple, 


—  /U2  +  V2 

2 

2                                  2                                 2 

—  kh  +  v2 

-*J,—  V,  _  J, +  J2        V,  — V, 

'  2  X  2  X  2  2  X 

Si  l'on  opère  de  même  pour  les  autres  rectangles  du  tableau,  et  aussi 
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pour  les  triangles  de  ses  bords  en  se  servant,  pour  ce  qui  est  relatif  h 
quelques-uns,  des  équations 

x  —  kt  =  a{  4-  a2,     x  -+-  kt  =  o, 
x  -f-  kt  =  3rt,  -f-  3rt2,     x  —  kl  =  —  ia ,  —  2fi2 

des  quatre  lignes  inclinées  tracées  hors  du  tableau  à  partir  des  coins, 
on  aura  les  diverses  valeurs  de  v  et  dey  que  nous  avons  écrites  dans 
l'intérieur  de  tous  ces  espaces,  et  qui  fournissent  les  vitesses  et  les  com- 
pressions pour  tous  les  points  de  la  barre  et  pour  tous  les  instants 

de  /  =  o        n  l  — 

Cette  sorte  de  diagramme  offre  la  solution  complète  de  la  question; 
car  on  voit,  par  ce  qui  est  écrit  dans  les  deux  triangles  le  plus  à  droite, 

qu'à  ce  dernier  instant  t  ■=  — — -  la  barre  se  trouve  avoir,  sur  des 

longueurs  respectivement  égales  à  ses  deux  parties  primitives  OA,  =  a{ , 
A,  A  =  a2,  précisément  les  mêmes  vitesses  et  compressions  qu'en  com- 
mençant, en  sorte  quelle  repassera  parles  mêmes  états,  et  fera  de 

même  a  des  périodes  successives 

Cette  périodicité,  au  reste,  résulte  aussi  des  suites  (21)  des  valeurs 
de  a/f/'Ç,  2#F'Ç  entre  diverses  limites  de  valeurs  de  Ç,  car  elles  rede- 
viennent les  mêmes  lorsque  Ç  =  x  +  h t  augmente  de  iaK  -h  ia.2<  et 
'Ç  =  x  —  kt  de  —  iaK  —  ia2. 

Voici  un  autre  tableau  ou  diagramme  relatif  au  cas  de  trois  parties 

an     a.2,     <73. 

Il  fera  encore  mieux  comprendre  l'opération  précédente  et  sa  facilité 
pour  tous  les  cas,  parce  qu'on  s'est  contenté  d'écrire  l'une  au-dessus 
de  l'autre,  dans  chacune  de  ses  cases,  excepté  dans  les  trois  triangles  à 
droite,  les  valeurs  constantes  de 

ikf'(x-hkl)     et     2kF'(x  —  kt), 
qui  donnent  immédiatement  celles  de  v  si  l'on  retranche  la  deuxième 

Tome  XII  (  7r  sério).  —  Jim  m  et  18G7 .  ^J 
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de  la  première  en  divisant  par  2,  et  celles  de  j  si  on    les  ajoute  en 
changeant  les  signes  et  divisant   par  ih.  On  aurait  pu  se  dispenser 


(»4) 

x=.a,*a.s*  a$  kt*a 


ki=a2+a3  w«d,*a|*flj 


kt<*saj>-ai+as  Âé=2a,*iax*a3        kUiaf  tafia*   . 

A 


0./v  =  o 


d'écrire,  sur  les  lignes  inclinées,  leurs  équations  en  oc  et  t,  car  pour 
avoir  les  ±iia{  ±  i2a.2  ±  i3a3  qui  en  forment  les  seconds  membres, 
il  suffit  de  prendre:  i°  pour  les  lignes  partant  de  points  de  OA,  les 
x  de  ces  points;  20  pour  les  autres  lignes  descendantes,  les  kl  des 
points  où  elles  coupent  AA',  augmentés  de  a{  +  a2  -+-  <?3;  3°  pour 
les  autres  lignes  ascendantes,  les  kt  des  points  où  elles  coupent  OT, 
avec  le  signe  —  . 

On  y  voit  très-bien  que  le  y  est  le  même  dans  tous  les  espaces  com- 
pris entre  les  deux  mêmes  lignes  descendantes,  et  le  F'  est  le  même 
dans  tous  ceux  que  comprennent  deux  lignes  montantes  consécutives, 
en  sorte  que  la  construction  d'un  pareil  tableau  on  diagramme  se  fera 
promptement  pour  quatre  parties  et  plus  au  besoin. 

Ce  diagramme,  comme  le  précédent,  prouve,  par  l'inspection  des 
triangles  inférieur  et  supérieur  de  gauche,  qu'une  compression  J,  ou 
J3  d'une  partie  extrême  engendre,  par  détente,  une  vitesse  addition- 
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nelle  —  XJ,  ou  H-  #J3,  dont  le  signe  dépend  du  sens  où  les  vitesses  sont 
comptées  positivement,  et  qui  est  égale  à  cette  compression  multipliée 
par  la  vitesse  de  propagation  du  son  clans  la  barre  (voyez-le  n°  15). 

4.  Problème  du  choc  longitudinal  de  deux  barres  de  longueur  an  <i2 
parfaitement  élastiques,  de  même  matière  et  de  même  section,  animées 
primitivement  de  vitesses  uniformes  Vn  V2  sans  compression  initiale. 
—  En  prenant,  comme  au  numéro  précédent,  le  sens  de  a,  à  a.2  pour 
celui  selon  lequel  on  compte  positivement  les  vitesses,  ainsi  que  les 
abscisses  x,  dont  l'origine  est  placée  à  l'extrémité  libre  de  an  il  faudra, 
pour  que  les  deux  barres  puissent  se  rencontrer,  qu'on  ait,  quels  que 
soient  les  signes  de  V,,  V2, 

(25)  v,-V2>o. 
Supposons  aussi  que 

(26)  at  <  a2, 

ce  qui  est  toujours  permis,  car  cela  revient  à  prendre  pour  origine  des 
X  et  du  sens  des  vitesses  regardées  comme  positives  X extrémité  non 
heurtée  de  la  plus  courte  des  deux  barres. 

Comme  elles  resteront  quelque  temps  jointes  bout  à  bout,  leur  mou- 
vement, au  moins  en  commençant,  sera  le  même  que  celui  de  deux 
portions  at,  a2  d'une  même  barre.  Il  se  déterminera  en  faisant  dans 
les  formules  du  numéro  précédent 

J,  =0,     J2  =  o. 

Cela  réduit  le  diagramme  (a'3)  à  l'un  des  deux  suivants,  où  ne 
figurent  plus  les  quatre  lignes  inclinées  parties  de  O  et  de  A,  puisqu'il 
n'y  a  à  considérer  que  les  deux  points  mobiles  d'ébranlement  partis 
du  point  de  jonction  A,.  On  y  a  tracé,  pour  la  discussion  ci-apres, 
dans  les  positions  O'A',  0"A",  O'A'",  en  lignes  ponctuées,  la  barre 
transportée  parallèlement  à  elle-même  avec  une  vitesse  transversale  k, 

aux  distances  repondant  aux  temps  t  —  —-,  —•>  —  ■ 

On  voit  par  la  partie  de  gauche  qu'à  partir  de  l'instant  /  =  o  qui  est 

33.. 
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celui  de  la  jonction,  et  de  part  et  d'autre  du  point  x  =  a,    où  elle 
s'opère,  les  vitesses  initiales  V,,  V2  disparaîtront  dans  deux  portions 


Cas  2^,  <^a2. 


k(  =  o 


Ât=  a 


kt=.-.  ... 


fit=  a  a. 


kl  —  ta,**  <i 
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égales  et  uniformément  croissantes  kt  des  deux  barres;  et  ces  portions 
offriront  dans  chaque  tranche  une  nouvelle  vitesse 


V.-f-V, 

2 


avec  un  degré  de  compression  mesuré  par 

v,-v, 


Mais,  après  un  premier  temps 


ik 


*  =  v 


la  portion  de  la  seconde  barre,  qui  est  la  plus  longue,  continue  seule 
de  croître;  la  portion  de  la  première,  qui  est  venue  à  en  embrasser  la 
totalité,  décroît  avec  la  même  célérité  k,  à  commencer  de  son  extrémité 
x  =  o  ou  O',  et  elle  est  remplacée  par  une  portion,  de  longueur 
kt — #,,  dont  les  tranches  ont  la  vitesse  V2  possédée  initialement 
par  la  deuxième  barre,  et  n'ont  plus  de  compression. 

En  sorte  qu'au  bout  d'un  second  temps  -p  ou  pour 


toute  la  barre  a{  se  trouve  avoir  la  vitesse  primitive  Y2  de  la  barre  a., 
avec  une  compression  nulle  partout;  tandis  que  la  barre  a2  a  encore 

la  vitesse  et  la  compression - —  sur  une  certaine  longueur 


2 


comptée  à  partir  du  point  de  jonction.  Cette  longueur  est 

2<7,      si      2rt,<a2,      ce  qui  est  le  cas  du  diagramme  (27); 
et    aK  —  iKiaK  —  û2)  =  ia2  —  2<7,    si    2tf,>tf2i   ce  qui  est  le  cas  du  diagramme  (a8). 

Le  reste  de  cette  deuxième  barre  conserve  sa  vitesse  primitive  V2  dans 
le  premier  cas  et  prend,  dans  le  second,  celle  V,  que  possédait  initiale- 
ment la  première  barre  a,. 
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C'est  identiquement,  et  sauf  l'hypothèse  d'immobilité  du  centre  de 
gravité  commun  faite  par  Cauehy,  le  détail  de  ce  qu'il  annonce  avoir 
trouvé  jusqu'à  l'instant  t  =  2  joù  il  s'arrête. 

Avant  d'examiner  si  les  deux  barres  se  sépareront,  comme  il  le 
pense,  à  cet  instant  ou  à  l'un  de  ceux  qui  suivent,  ou  si  elles  resteront 
unies  comme  le  pense  Poisson,  assurons-nous  qu'une  seconde  méthode 
de  calcul,  celle  que  ce  dernier  Savant  a  employée,  fournit  exactement 


les  mêmes  résultats. 


T>.  Solution  du  même  problème  en  série  tri^onomélrique.  Accord 
avec  Vautre.  -  Cette  solution,  donnée  par  Poisson,  du  problème  du 
numéro  précédent,  c'est-à-dire  de  l'équation 


29)  *Ut  -.  &  d%  n 

(il1  rt.c: 


avec 

(3o) 


ctu\  _  (du\ 

(30  («01*0  =  0, 

(*Z\       _  (  V<  de   x  —  °   à   x  —  a{ 

dt)t=0  ~  1  y2  de   x  =  fl-    .    œ=at+  a. 


» 


Ji=a 


est,  n  désignant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  et  Y  une 

somme  relative  à  toutes   les   valeurs  du  nombre  entier  positif/  de  , 
à  ce  ,  donnée  par 


'*<*!  fTTJC  /-// 


(33)  p=iïi:  *v'  ■  -v'~v' 

lJ4;  /    --2     „/.     2,7sm  sm  -     —  sin 

formules  obtenues  en  tirant  ^  =  (,  el  -  ^  -y  de  l'expression 

35)  «      -g'V|+/7iV'f    1    -,^H    "J    V         V,v,            fftrt,               ,>.,•              ,„^ 
'         •  a  -4- rt  3 /  >,-,M"  COS  sin , 
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qui  satisfait  évidemment  aux  quatre  premières  proposées  (29),  (3o), 
(3i);  et  qui  vérifie  aussi  la  dernière,  relative  aux  vitesses  initiales: 

car,  si  après  avoir  fait  t.  =  o  ou  cos- =  r  dans  l'équation  (33)  et 

l'avoir  multipliée  par  dx  cos j  l'on  intègre  ses  deux  membres  de 

x  =  o  a  x  =  a,  h-  a2  en  mettant,  à  la  place  du  premier  membre  c,  V, 
pour  la  partie  de  l'intégrale  de  oàrt,   et  V2  pour  la   partie  de  aK  à 

rt,-}-rt2,  le  V  se  réduit  à  un  seul  terme,  savoir  celui  pour  lequel  i  a  la 

même  valeur  que  dans  le  multiplicateur  introduit,  tous  les  autres 
termes  s'annulant;  et  il  reste 

_.    <7,  -f-  a»    .       iira,  _.    (7,  H-  a2  !  .        i~ax    \  V,  —  V2<7l-f-<7,    .       i-at 

V, SU! h  Va : —  Slll =  2 S!tl 5 

iv.  a,-\-a2  "       it:       \  nl-ha-,J  nr  2  c,-hr/, 

ou  une  identité.  Le  premier  des  deux  termes  de  l'expression  (33) 
de  v  disparaît  dans  cette  vérification  ;  maison  en  justifie  la  composition 
en  intégrant  de  oàrt,  +  ci2  les  deux  membres  multipliés  simplement 
par  dx. 

Maintenant,  pour  reconnaître  la  conformité  des  résultats  de  ces  deux 
formules  en  série  (33)  et  (34)  avec  ceux  du  tableau  (27)  ou  (28),  sommons 

les  V  en  nous  servant,  comme  Poisson,  d'une  formule  générale 

i  =  co 

(36)  1  —  Q  =  -  \-  sin  inô  quand   Q  =   de   O  à  2  ; 

qui  se  construit  ou  se  démontre  en  posant  d'abord 

i-5  =  YA  sin  inQ, 

et  en  déterminant  le  coefficient  inconnu  À  au  moyen  d'une  intégra- 
tion, de  6  =  o  à  0  =  2,  des  deux  membres  multipliés  par  dd  sin  inô; 
car  le  V  du    second  membre   se    réduit    à    un    seul    terme    puisque 

rdO  sin  inQ  s'\u  i'nS  =  o  lorsque  V  est  un   nombre  entier  différent 
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de  i\  il  reste,  en  tirant  A, 


J'      r/6  sin  inQ  —    /      Qd&$itlind 
0  J o 


T 


rlQsm2inQ 


2 

/7T 


Pour  faire  usage  de  la  formule  (36)  ainsi  prouvée,  décomposons  en 
sommes  de  quatre  sinus  les  produits  de  trois  sinus  ou  cosinus  des 
expressions  (33),  (34)  de  v  et  y,  nous  avons 

(2vi'  •  fl{-\-X-\-kt  2  yçy  I  O, —  £-+-/.{ 
—  y  -sin  iv 1 >  -sin  i v 
■K^*i                 «, -+-  a2          t.*-*i                 a, -f-«j 

137]    v-z 1 < 

«i  +  «i  4       J        2  ^  i  a,-*-x—kt       2  x?  '    •         «i  —  x  —  kt 


(2  x?  '      •            a,->-.T — /iY         2r>I  CZ, 

-I--  -  >  -  sin  r« h  -  >  -  sin  rir  — 


les  quatre  V  étant  respectivement  les  mêmes  dans  y  que  dans  v. 

Or,    i°  lorsque,    comme   dans  le  triangle  inférieur  de  gauche  des 
diagrammes  (27  )  et  (28),  kt  varie  de  o  à  a,  et  .r  de  o  à  as  —kt,  ou  que 

X  —  A/"   -      1     X  —  A7  =  , 

o  <v, 

l'on  a 

2", 


<7.  ■+-  x  -i-  kl  -—       ',     (7,  —  œ      kt 


0 


0 


<7,  r-  .r  —  kl  —        ,     <7,  —  .r  —  A/ 


2/7, 


Comme  on  suppose  toujours  a,  <  «2,  les  quotients  de  ces  quatre  tri- 
nômes par  a,  4-  rt2,  ou  les  quatre  fractions  qui  multiplient  ire  sous  les 
signes  sinus  des  formules  (3^),  (38)  donnant  v  et  j  sont  au-dessus  de  o 
et  au-dessous  de  2,  en   sorte  que  la  formule  de  sommation   (36)  est 

applicable  aux  quatre  séries^;  et  l'on  a,  vu  que  la  somme  de  ces 
quatre  fractions  est     ^        et  que  l'excès  de  la  somme  de  la  première 
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et  de  la  dernière  sur  la  somme  des  deux  autres  est  zéro, 

v  —  — — 1 — - —  i  +  i  +  i  +  i  — 5 —   =  Vm 

«i  +  «,  4         \  «7,-+-  «,/ 

v,  -  v,  , 

/  =  --p_(l~, -i4-ï)  =  o. 

2°  Lorsque,  comme  dans  le  rectangle  de  gauche  de  (27),  (28), 


x  h-  /fo  =  %     x  —  kt  = 

a. 


l'on  a 


.  2«,  -I-  2<72  ,  .  2rt, 

rt,  -f-  .r  H-  AY  =  >     #,  —  x  -f-  AY  =        » 

ia,  o 

.0  7  —  2«j 

a,  -\-  x  —  kt  =        »  #,  —  x  —  A:£  = 

2«,  o 

Les  quotients  par  #,  -+-  <z2  des  trois  premiers  trinômes  sont  entre  o 
et  2.  Celui  du  quatrième  trinôme  est  entre  o  et  —  2;  le  sinus  de  sou 
produit  par  in  est  le  même  au  signe  près  que  si  l'on  changeait  le  signe 
de  ce  quotient,  et  ce  changement  rend  le  V  °iin  Ie  contient  sommât) le 
par  la  formule  (36);  on  aura  à  retrancher  de  1  -t-  1  H-  1  —  1  toujours 
la  somme  des  quotients  des  quatre  trinômes  par  a{  -+-  a2  comme  si  Von 
n'avait  changé  le  signe  d'aucun  d entre  eux.  Donc 

ai'v,-h«,v,      v,  —  v,  /  4«,   \      v,  +  v2 

('   = 1 ; I   +    1   -h   I    —   I   — 


a,  -+-  a3  4         V  «1,-f-  «s 

v,-v2,  .     v. -v, 

/  =  -- {r-^-'-i-O^-^r- 

~  „         .  I  -        •  1  1  I  fl|+    2«2  ,  «|    +    «2 

3°  Triangle  supérieur  de  gauche;  a:+w=  >  x— kt=  > 

d'où 

a,-\-  x  ■+-  kt  =  >     tf ,  —  -x"  4-  kt  =         * 

2fl|  O 

a ,  h-  x  —  kt  =  ?        « ,  —  .r  —  A7  = 

2  <7  1  O 

On   peut  appliquer  la   formule  (36)  de  sommation  en  changeant  les 

Tome  XII  (r>e  série).  —  Juillet  1867.  34 
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signes  du  second  et  du  quatrième  sinus;  et  il  y  a  toujours  à  retrancher 
la  somme  des  quatre  quotients  comme  si  l'on  n'avait  changé  aucun 
signe.  Donc 

H y I  —  I  H-  I  —  i - =  V,, 


a,  -+-  a2  4 

V,  —  V,  ,  » 

En  général,  quand  aucun  des  quatre  sinus  ne  sera  à  changer  de  signe 
on  aura,  comme  au  (i°), 

i»=V„    ;  =  o: 

Quand  un  sinus  sera  à  changer  de  signe  on  aura,  comme  au  (a°), 

V,H-V,         .        V,—  V, 

v  —  — •>     / 


2/' 

Quand  deux  sinus  seront  à  changer  de  signe  on  aura,  comme  au  (3°), 

p=V2,     /  — o 
4°  Grand  triangle  inférieur  à  droite  du  point  kt  =  a{.  On  a   pour 

<7,  -4-  2rtta  i  <7i  2<7,  ,  i.         •  1 

x  _(_  A*  =  ,    x-«=  ?     les    limites    suivantes    des 

quatre  trinômes 

,  2. a,  -+-  2a 2  ,.         2a,  -+■  2fla 

a,  -\-  x  -h  kt  =  ,     a,  —  x  +  fr.t  =  •> 

I  .  —  2flT2  ,  —    2<7, 

«,  H-  x  —  ht  —  }  rt,  —  .r  —  M  — 

1  o  o 

Deux  sinus  sont  à  changer  de  signe;  donc 

5°  Comme  exemple  d'un  cas  où  il  faut  diminuer  de  lin  l'arc  d'un 
des  quatre  sinus,  prenons  les  points  de  la  barre  et  les  instants  figurés 
par  les  divers  points  de  l'intérieur  du  triangle  supérieur  à  droite  du 
point  x  =  a2.  On  a 

x  -h  kl  =,  ,     .r  —  AY  =  ; 

a.  -I-  2«,  a, 
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et  les  limites  des  quatre  trinômes  sont  : 

2rt,  H-  202  O 

«,-h.r  — ££  =       »  a.—x  —  kt  = 

2«,  —  2û2 

Eu  divisant  par  a,  -h  a2,  on  voit  que  la  première  des  quatre  frac- 
tions a  ses  limites  plus  grandes  que  2,  ce  qui  rendrait  la  formule  de 
sommation  (36)  inapplicable.  Mais  le  sinus  du  produit  de  cette  frac- 
tion par  in  sera  le  même  que  si  l'on  retranchait  2  avant  de  multiplier 
par  ïtt;  et,  après  cette  soustraction,  on  pourra  sommer. 

Alors  la  somme  des  quatre  fractions  sera 

au  lieu  de 


<7,  -+-  a2  «,  -l-  «2 

Donc  comme  le  signe  du  quatrième  sinus  doit  être  changé,  on  aui  a 

f  = -l 7 —  I  1  -h  i-h  1  —  1  —  2 ]  =  Y ,  ; 

fli  +  fli  4        \  a,  H-a,"         y 

V,  —  V-,    /  2fl,  4-   2<72   . 

—  !   —   1  —  I  -H    — =  O. 


'  4* 

6°  Afin  de  confirmer  le  résultat  négatif ! — 7—^  que  Poisson  n'a 

pas  aperçu  et  qu'on  trouve  pour  la  compression  j  après  l'instant 
t  =  ~  de  part  et  d'autre  du  point  de  jonction  œ  —  a,  des  deux 
barres,  faisons 

ht  =  2Cl2      et  successivement      x  =  a,  —  £      et       =  aK  H-  £, 
£  étant  une  longueur  infiniment  petite. 

Les  quatre  trinômes  numérateurs  entre  accolades  de  la  formule 
sont 

2rt,-f-2ûr2qi£,     2fl2  ±  £,     2  a,  —  la*  ■+.  z,      —  ia2  ±  £. 

Avec  les  signes  supérieurs,  leurs  quotients  par  le  dénominateur  a, 
sont  respectivement  compris  entre  o  et  2,  o  et  2,  o  et  —  2,  o  et        ■?.: 

3/,.. 
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deux  sinus  sont  à  changer  de  signe  comme  aux  3°,  4°»  6°,  d'où  il  suit 
que  dans  la  première  barre,  immédiatement  en  deçà  du  point  de  jonc- 
tion, ou 

pour  kt  =  -2  tf2,      X  =  aK  —  £,      on  a      v  =  V2,      /  =  O. 

Avec  les  signes  inférieurs,  les  quotients  fournis  par  les  trois  derniers 
trinômes  restent  entre  les  mêmes  limites,  mais  celui  du  premier  trinôme 
est  >  2;  en  en  retranchant  1  (comme  au  70),  on  a 

V  =    ; 1 -. (    1   -t-   1    —    I   —     I =   ■  î 

«i  +  ai  4      \  ai  + a»  J  2 

V,  —  V2/  2a,-+-2«a\  V,  —  V, 

7  = J-T-      I-I+t-H ; ■      = y—  ■ 

'  l\  f>        \  a{  -+-  <h    j  2  /• 

7°  Comme  preuve  que  le  même  résultat  s'étend  à  tous  les  points  de 
la  barre  et  à  tous  les  instants  figurés  par  les  divers  points  de  l'intérieur 
du  rectangle  de  droite,  faisons 

,     ;.         3«,  -f-  2a2  .  — a,  —  la, 

x  H-  kt  =  ,      x  —  kt—  î 

a,  -+-  la,  —  a. 


ce  qui  donne 

fl,  -t-  X  -h  kl  —  ^                , 
2c/|  -+-  iat 

a, 

—  x  -h  kt  = 

la,  -+-  2<7_. 

2<7, 

rt ,  H-  X  —  A7  =               , 
o 

a, 

—  x  —  kl  = 

—  2<7,  —  2  rt2 

—  2tf2 

Les  quotients  de  ces  limites  par  «,  -+-  a2  sont  respectivement  entre 
2  et  4,  o  et  2,  o  et  —  2,  o  et  —  2.  On  aura  donc,  comme  au  deuxième 
cas  du  6°, 

V,  4-Vî         .  V,  — V. 

conformément  à  ce  qui  est  écrit  dans  l'intérieur  du  rectangle  consi- 
déré. 

8°  On  vérifierait  de  même  ce  qui  est  relatif  aux  deux  triangles  de 

droite.  Mais,  plus  généralement,  pour  l  =  ii'  l '  "1  "\  Tétant  un  nombre 

entier  quelconque,  la  formule  (34)  donne  j  =  o  et  la  formule  (37) 
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se  réduit  à 

v  =  -1— ^ 1 >  -sin  in h  -  >  -  snwTi 


dont  la  parenthèse, 


pour     x  = 


en  sorte  que  la  barre  revient  périodiquement  à  son  état  initial. 

La  solution  en  série  transcendante  de  Poisson  donne,  comme 
cela  devait  être,  tous  les  résultats  analytiques  annoncés  en  1827  par 
Cauchy,  et,  de  même,  tous  ceux  que  nous  avons  tirés  d'une  solu- 
tion en  termes  finis  et  qui  sont  résumés  aux  diagrammes  du  n°  4. 

6.  Séparation  des  deux  barres  de  même  section  et  de  même  matière 
qui  se  sont  heurtées .  —  A  l'instant 

as, 

~    k 

où  l'ébranlement,  après  s'être  réfléchi  ou  avoir  fait  écho  (comme  dit 
Poisson)  en  O  ou  à  l'extrémité  libre  de  la  barre  la  plus  courte,  est 
revenu  pour  la  première  fois  au  point  x  =  at  du  choc,  on  a,  d'après 
les  diagrammes  (27)  et  (28)  du  n°  4, 

Dans  toute  la  première  barre  a, •  .    (;  =  V.2,  j  =  o. 

Dans  la  deuxième  a2  sur   une  longueur    iat    ou 


Quand  les  deux  barres  sont  égales  en  longueur,  comme  le  sommet 
commun  des  deux  rectangles  se  confond  avec  A"t,  A"J,  on  voit  que  la 
première  barre  a  tout  entière  la  vitesse  V2,  et  la  seconde  barre  la 
vitesse  V,  qu'on  a  dû  supposer  moindre  pour  qu'il  y  eût  rencontre. 
Les  deux  illustres  géomètres  cités  reconnaissent  qu'alors  le  choc  est 
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terminé;  les  deux  barres,  qui  ont  échangé  leurs  vitesses  primitives,  se 

séparent  en  ne  conservant  aucune  compression,  et  il  n'y  a  pas  de  perte 

de  force  vive  translatoire. 

Si  elles  ont  des  longueurs  inégales,  comme  la  vitesse  V2  de  la  pre- 

V  -f-  V 
mière  barre  est  moindre,  au  contact,  que  celle  — !  de  la  deuxième, 

Cauchy  conclut  encore  qu'elles  se  séparent  et  que  le  choc  est  ter- 
miné, toujours  quand  t  =  — p>  at  étant,  avons-nous  dit,  la  plus  courte 

des  deux. 

Comme  on  a,  au  même  instant,/  =  o  ou  nulle  compression  dans  la 
première  barre  a,,  «  elle  ne  change  plus  de  forme,  »  dit  Cauchy, 
tandis  que  la  seconde  a2,  «  composée  de  deux  parties  dont  les  vitesses 
sont  différentes  et  dont  une  seule  offre  des  compressions  nulles,  conti- 
nuera de  vibrer  dans  l'espace,  »  et,  par  suite,  aura  une  portion  de 
force  vive  qui  se  trouve  perdue  pour  la  translation  ultérieure. 

Mais  Poisson  n'admet  pas  alors  la  séparation  des  barres,  car  il 
exige,  pour  qu'elle  se  fasse,  «  le  concours  de  deux  circonstances  [*],  » 
savoir  :  qu'au  point  de  contact,  non-seulement  la  vitesse  de  celle  a2  qui 
va  devant  soit  la  plus  grande,  ce  qui  a  bien  lieu  ici,  mais  encore  que 
les  compressions  soient  nulles  dans  toutes  deux,  condition  qui  n'est 
remplie  qu'à  l'égard  de  la  première  aK,  puisqu'on  a  dans  la  seconde 

V,  -  V., 

Et  comme  les  formules  trigonométriques  (33),  (34)  de  Poisson 
montrent  que  les  deux  circonstances  exigées  par  lui  ne  se  présentent 
ensemble  à  aucun  instant  jusqu'à  l'époque 

t  --■    1  ; i 


où  les  deux  barres  inégales  reviennent  [diagrammes  (a3),  (27)  et 
(28),  et  fin  du  n°  5]  à  l'état  où  elles  étaient  à  l'instant  t  =  o  de  leur 
choc,  il  conclut  que  pour  peu  que  leurs  longueurs  aient  d'inégalité, 


(  *]  Mécanique,  i833,  n°  5oo,  p.  ?.\'\. 
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leur  choc  recommencera  périodiquement,  et  elles  ne  pourront  pas  se 
séparer  [*];  d'où  il  suivrait  que  la  perte  de  force  vive  transitoire, 
excepté  dans  le  cas  physiquement  impossible  d'une  parfaite  égalité 
de  longueur,  serait  constamment  la  même  que  dans  le  choc  de  deux 
corps  dépourvus  de  toute  élasticité. 

Celte  conclusion  singulière  n'eût  certainement  pas  été  tirée  par  l'il- 
lustre savant  s'il  avait  aperçu  une  particularité  que  mettent  en  lumière 
les  deux  diagrammes  (27),  (28)  reproduits  ci -dessous  (page  suivante), 
à  savoir  :  que  passé  l'instant 

(7,  -4-  a, 

t  =  —r-' 

il  se  produit,  dans  la  barre  la  plus  longue  a^  une  compression  négative 

v,-v2 

c'est-à-dire  une  dilatation,  et  que  cette  dilatation,  qui  en  affecte  une 
longueur  croissante,  atteint  son  extrémité  A"j  en  contact  avec  la  barrer, , 
à  l'instant 

Une  dilatation  a  pour  effet,  non  plus  une  pression,  mais  une  traction  ; 
or,  deux  corps  solides  distincts  et  sans  adhérence  peuvent  bien  se 
presser,  mais  ne  se  tirent  jamais  l'un  l'autre;  une  traction  ne  saurait 
exister  à  leurs  extrémités  en  contact,  pas  plus  qu'à  leurs  autres  extré- 
mités. La  double  condition  exigée  par  Poisson,  de  nullité  de  pression 
au  point  de  contact  dans  les  deux  barres,  et  de  supériorité  de  la  vitesse 
de  la  deuxième  barre  sur  celle  de  la  première  au  même  point,  se 
trouve  donc  remplie,  sans  qu'il  l'ait  aperçu,  à  l'instant 

2tf, 

t=—  ' 
et  elles  se  sépareront  infailliblement. 


[*]  Mécani({iic,  i833,  n°  5o4,  p.  34 1 
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La  rétraction,  sur  elle-même,  de  ja  deuxième  barre  qui  était  dilatée, 
l'éloignera    même  aussitôt    de   la    première.  Elles  ont  pu  continuer, 

(27  reproduit)  Cas  ?.r/,02. 

A'  A"  kt=a~,  At=sa.+<L.  A"' 
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depuis  l'instant  t  =  ■—>,  de  marcher  contigués  et  juxtaposées,  en  vertu 
d'une  vitesse  commune  V2  [voir  les  diagrammes),  quoique  sans  action 
mutuelle  et  déjà  tout  à  fait  indépendantes  l'une  de  l'autre.  Mais,   à 

l'instant  t  —  -7-^  où  l'ébranlement  a  parcouru  aller  et  retour  la  plus 

longue  des  deux,  leur  séparation  devient  complète. 

Reste  à  savoir,  afin  d'élucider  pleinement  cette  matière  délicate  et 
controversée,  si  leur  séparation  sera  définitive,  ou  bien  si  la  marche 
vibratoire  ultérieure  de  leurs  parties  ne  les  portera  pas  à  occuper  par- 
tiellement plus  tard  les  mêmes  points  de  l'espace,  et  par  conséquent  à 
se  rejoindre  de  manière  à  produire,  avec  d'autres  vitesses,  un  nouveau 
choc. 

Pour  nous  en  assurer,  nous  n'avons  qu'à  chercher,  par  les  formules 
du  n°  3,  ou  de  son  diagramme  (a3),  relatif  à  une  barre  unique  dont 
deux  parties  ont  eu  à  un  instant  donné  des  vitesses  et  des  compressions 
ou  dilatations  uniformes  aussi  données,  ce  que  les  deux  barres  «,,  ax 

deviennent  isolément  après  l'instant  t  =  — 2- 

Nous  arriverons  au  même  but  et  nous  tirerons  d'un  seul  coup  des 
conclusions  plus  étendues  en  appliquant  cette  méthode  à  l'état  où  les 

barres  se  trouvent  à  l'instant  t  =  -~9  à  partir  duquel  nous  avons  vu 

qu'elles  cessaient  d'avoir  une  action  quelconque  l'une  sur  l'autre. 

Cette  application  n'a  pas  besoin  d'être  faite  pour  la  première  barre  a, , 
qui  continuera  de  se  mouvoir  sans  compression  avec  la  vitesse 

V2 

affectant  uniformément  toutes  ses  tranches. 

Mais  la  deuxième  barre  a2  se  compose,  à  cet  instant  t  =  — '  [voir 

les  deux  diagrammes  (27),  (28)  reproduits]  : 

i°  Si  2(it  <  a2  : 

V.  +  V,  .      V,— V, 

\   D'une  partie  de  longueur         2fl,         ayant  une  vitesse  et  une  compression — •: 

'  '  "  -2  ik 

\  D'une  partie  de  longueur  a2  —  la,   ayant  une  vitesse        Va        et  une  compression        o. 

Tome  XII  (2e  série).  —  Août  1867.  $>* 


274 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 


2°  Si  a(  <  a2  <  iat  : 


D'une  partie  de  longueur  2<72 —  2fl,  ayant  une  vitesse 


et  une  compression  — 


f   D'une  partie  de  longueur   2tf, —  Oj   ayant  une  vitesse        V,        et  une  compression         O. 

Remplaçons  donc  successivement,  dans  le  diagramme  {i3)  du  n°  5 
relatif  à  une  seule  barre, 


v„ 


P9) 


1"   par 


2«M 


2a,, 


V„        J„        J* 


±V%   v      ^= 

2  2A 


2  û, 

■>    o,   f —  j   X 


2°  par   2fl,2  —  2a,,    2a, 


V.-r-V,       „        V.-V, 

«lf    -— ,   V„   -^-,   o,  t 


,   x  —  a,; 


nous  aurons  les  deux  suivants,  qui  ont  quelques  lignes  séparalives  de 
moins,  et  par  conséquent  un  moindre  nombre  de  formules  distinctes. 
Ces  deux  diagrammes,  comparés  aux  parties  de  ceux  (27),  (28)  qui 
sont  relatives  à  la  barre  a2,  c'est-à-dire  qui  se  trouvent,  après  kt=  tàt, 
au-dessus  de  la  ligne  ponctuée  x  =  d|,  leur  sont  semblables  (sauf  la  ré- 
flexion en  A'j),  quant  aux  lignes  des  ébranlements.  Cela  devait  être,  vu 
que  ceux  qui  affectent  les  barres,  au  moment  où  elles  se  quittent,  con- 
tinuent leur  marche;  en  sorte  qu'on  aurait  pu  se  dispenser  de  calculer 
par  les  substitutions  (39)  relatives  à  ai9  a2,  t  et  x,  les  abscisses  des 
points  où  ces  lignes  rencontrent  les  horizontales  x  =  ait  x  =  at  •+■  aa. 

(4°)  Ce  que  devient  la  barre  a.,  :  i°  quand  2fl-,<  «2. 


ktst 


kt  =  xa  z 


At  —  xa,+  x.at 
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(4 J)         Ce  que  devient  la  barre  a-2  :  2°  quanti  a2<^  ia{  mais  «,  <  a2 


•275 


H=Ja, 


On   voit  que  ces  diagrammes  sont  encore  semblables  aux  parties 
supérieures  de  ceux  (27),  (28),  pour  les  vitesses  et  les  compressions, 

de     kt=aa,     à     kt  =  ia2. 

Cela  montre  que  l'excès  de  vitesse  de  la  barre  a2  au  contact,  pendant 
un  instant  indivisible  dont  l'époque  est  t  =  -y-1»  n'a  produit  qu'une  sé- 
paration infiniment  petite ,  et  que  les  deux  barres,  se  mouvant  comme 
isolées  à  partir  de  cet  instant  t  =  ~t  restent  juxtaposées  bout  à  bout 

en  vertu  de  la  vitesse  commune  V2,  quoique  sans  action  l'une  sur 
l'autre. 

Mais,  depuis  l'instant  t  =  — -pj  la  deuxième  barre  a2  ne  se  meut  plus 

comme  unie  à  la  première  an  ou  comme  il  est  marqué  aux  diagrammes 
(27),   (28).    Elle  perd  sa  dilatation,  ou   sa   compression    négative 

y  y 

— - — -5  sur  une  longueur  qui  croît  uniformément  à  partir  de  son 

extrémité  x  =  a{  primitivement  en  contact  avec  la  première  barre. 
Cette  extrémité  prend  en  même  temps  une  vitesse  V,,  et,  en  consé- 
quence, s'éloigne  de  la  barre  a,  qui  en  conserve  une  moindre  V2. 

35.. 
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La  deuxième  barre  garde  cette  vitesse  V,  pendant  un  temps 

2/2, 

ou  jusqu'à  l'instant  kt  =  iaK  -h  2rt2,  ce  qui  l'éloigné  de  la  première 
barre  d'une  distance 

^(V,-V2). 

Puis,  comme  on  voit,  par  la  droite  des  deux  nouveaux  diagrammes 
(Zjo),  (41)»  que  la  deuxième  barre  a2  reprend  à  cet  instant 

kt  =  2a,  ~i-  ia2 

les  mêmes  vitesses  et  la  même  compression  partielle  qu'elle  avait  à 

l'instant  kt  =  ici, ,  elle  repassera  par  les  mêmes  états  que  ces  nouveaux 

diagrammes  indiquent,  en  sorte  que  les  deux  barres  marcheront  à  la 
y  y 

distance  ia,  — — - — 2  avec  la  même  vitesse  V2  toutes  deux,  pendant  le 
temps 

puis  elles  s'éloigneront  de  nouveau  l'une  de  l'autre  avec  une  vitesse 
relative  V,  —  V2  pendant  un  temps 

2«, 

T"' 

et  ainsi  de  suite. 

Leurs  extrémités  heurtées  ne  se  rejoindront  pas,  et  le  choc,  termine 

de  fait  à  l'instant  t  =  — -!•  fixé  par  Cauchy,  puisqu'elles  cessent  alors 

d'agir  l'une  sur  l'autre,  ne  recommencera  point . 

Nous  pouvons  maintenant  figurer  d'une  manière  complète  les  états 
et  les  mouvements  des  deux  barres  a,,  a.2  depuis  un  instant  précédant 
un  peu  leur  rencontre  jusqu'à  un  certain  temps  après  leur  séparation, 
ou  donner  Y  épure  détaillée  (42)  des  traces  que  laisseraient  dans  l'es- 
pace leurs  divers  points  matériels  si  une   vitesse   transversale  k  était 
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composée  à  chaque  instant  avec  les  vitesses  longitudinales  réelles  que 
ces  points  prennent  successivement,  vitesses  que  nous  avions  abstraites, 
ainsi  que  les  petites  contractions  et  dilatations,  en  traçant  les  lignes  des 
diagrammes  purement  indicatifs  ci-dessus. 

oan  a, a  figurent,  un  peu  avant  leur  choc,  deux  barres  qui  sont, 
pour  les  longueurs,  dans  le  cas  ia,  <  a2  des  diagrammes  (27)  et  (4o). 
Vu  leur  transport  fictif  transversal,  OA,,  A,  A  donneront  leurs  situa- 
tions quand  elles  se  rencontrent,  si  leurs  vitesses  d'arrivée  V,,  V2  sont 
les  produits  de  la  vitesse  k  du  son  par  les  tangentes  des  angles  des 
droites  a,  A,,  a', A,  avec  l'axe  OT  des  temps,  ou  des  abscisses  kt;  et 


«=6(is  i 


les  distances  des  points  de  la  figure  à  cette  ligne  OT  sont  celles  où,  à 
chaque  instant,  les  divers  points  des  deux  barres  se  trouvent  de  l'em- 
placement primitif  de  l'extrémité  libre  O  de  la  première  si  elles  se 
sont  mues  dans  leur  direction  commune  sans  ce  transport  latéral  que 
nous  supposons  pour  figurer  sans  confusion  leurs  états  successifs. 

Les  lignes  brisées  pleines  qui  se  suivent  donnent  la  marche  de 
divers  points  matériels;  leur  rapprochement  ou  leur  écartement  dans 
le  sens  vertical  ou  perpendiculaire  à  OT  indique,  par  comparaison 
avec  les  distances  où  sont  ces  ligues  sur  OA,  A,  les  contractions  posi- 

y   y 

tives  ou  négatives  ±    '        a  successivement  prises,  perdues  et  reprises 
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Il  n'est  pas  besoin  de  dire  que  nous  avons  exagéré,  pour  les  rendre 
sensibles,  ces  contractions  et  dilatations,  qui  sont  généralement  très- 
peu  considérables  ainsi  que  le  rapport  de  la  vitesse  V,  —  V2  de  l'im- 
pulsion à  la  vitesse  k  de  propagation  du  son  ou  des  ébranlements  dans 
la  barre. 

Les  lignes  ponctuées  qui  coupent  les  lignes  pleines,  et  qui  forment 
une  suite  de  parallélogrammes  et  de  triangles,  répondant  à  ceux  du 
diagramme  (27)  jusqu'à  0"'A'"  et  ensuite  à  ceux  du  diagramme  (4o), 
donnent  la  marche  directe  et  réfléchie  des  deux  points  d 'ébranlement. 
où  les  vitesses  et  les  contractions  changent  brusquement  de  grandeur. 

0"A"   représente  la  situation  et  l'état  des  deux  barres  à  l'instant 

/  =  -— -  où  elles  cessent  d'agir  l'une  sur  l'autre  et  où  leur  choc  est 
terminé,  mais  à  partir  duquel  elles  marchent  contiguëment  pendant 
le  temps  — — :  en  se  mouvant  comme  séparées. 

0"A"  donne  leur  état  à  l'instant  t  =  -~  où  elles  s'éloignent  l'une 

de  l'autre,  la  première  continuant  à  se  mouvoir  sans  contraction  avec- 
la  vitesse  primitive  V2  de  la  seconde,  et  celle-ci  ayant,  sur  la  plus 
grande  partie  de  sa  longueur,  une  dilatation,  ou  contraction  négative, 

avec  la  vitesse  — ! qui  devient  V,  à  son  extrémité  inférieure  aussitôt 

après  cet  instant  t  =  -A  où  elle  commence  à  perdre  graduellement 
sa  dilatation  en  bas  comme  vers  le  haut. 

0IV A',v,  A\v  A,v,  Ov  A\ ,  À*  Av  sont  les  barres  aux  instants  t  =  ?"'  +  2":, 


La,    ,  ,  1  *  »  •  2<7i  "}ni    t 

t  =  -— - ;  leur  elat  est  le  même  qu  aux  instants  t  =  — >    t  =  —  •  La 
période  de  retour,  pour  la  deuxième  barre  séparée,  est  -—■■>  et  l'on  voit 

qu'en  vibrant  dans  l'espace  d'une  manière  particulière  elle  s'éloignera 
de  la  première  de  plus  en  plus. 

7.    Conséquences.  —    Force  vive  translatoire  perdue  dans  le  choc 
des  deux  bancs  élastiques  de  même  grosseur  et  de  même  matière.  — 
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Vitesses  de  translation  après  le  choc.  -  A  l'instant 

où  le  choc  est,  disons-nous,  terminé,  et  où  la  première  barre  a 
uniformément  la  vitesse 

V2, 

les  deux  parties  de  la  seconde  barre  a2  ont 

!v  -+-  v 
si    2rt,<>2,    des  longueurs           2  a,          et   a2—  2a,    avec  des  vitesses  — -'et   Vj. 
Vi-f-V 
si   a2<^2a,,    des  longueurs   2a2—2a,   et    2«, —  a2   avec  des  vitesses  — *  et    V,. 
2 

11  en  résulte  dans  les  deux  cas,  pour  le  centre  de  gravité  de  celte 
seconde  barre,  la  même  vitesse 


v,  +  v,      ,                                             V,  -+-  V, 
2fl, h  (a2—  2rt,J  V2         [ia2  —  la,) (-  (2«,—  a-,)  V, 


(44) 


\  =Van-^(V,-V2); 


ce  qui  était  nécessaire,  en  effet,  pour  la  conservation  de  la  somme  des 
quantités  de  mouvement. 

La  somme  des  puissances  vives  (demi-forces  vives)  [  J  dues  aux 
vitesses  des  centres  de  gravité  après  le  choc,  vu  que 

m 

désigne  la  masse  de  l'unité  de  longueur,  a  ainsi  pour  grandeur 

(^v2  +  ^[va  +  ^(v1-  v2)T 

(45)        !    2  2  '  "'  J 

(       =  fi[«i-Vf+  a,V\-ch  (i-  fi)  (V,  -  V,)1 


[*]  Ou  si  l'on  veut,  comme  les  appelle  M.  Thomson,   des  énergies  cinétiques,  ou 
provenant  du  mouvement  actuel. 
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Comme  la  somme  des  puissances  vives  imprimées  était 


(46)  iJJ(««VÎ+«iVÎ), 
la  perte  de  puissance  vive  translatoire  est 

(47)  ^L(,_S)(v,-V.).. 

La  proportion  de  cette  perte,  quotient  de  (47)  par  (46),  est 

(48)  f,-fî\  vyfl  . 

fl.  \V,/ 

Si  l'on  en   différence  l'expression  par   rapport  à  -^  on  trouve,  en 

égalant  à  zéro,  que  le  maximum  de  cette  proportion  de  perte  a  lieu 
pour 

=7- -=  —  -1     ou     a{  Y  ,  -h  a2  V 2  =  o, 

c'est-à-dire  pour  le  cas,  envisagé  par  Cauchy  afin  de  fixer  les  idées,  où 
les  vitesses  du  choc  sont  de  sens  opposés  et  réciproques  aux  longueurs 
des  deux  barres,  en  sorte  que  le  centre  de  gravité  général  du  système 
soit  immobile. 

Et  cette  proportion  maximum  de  la  perte  a  pour  grandeur 


(49)  1  -  * 


3 
Elle  est  bien  des  y  comme  il  le  dit,  lorsque  a2  —  iaK  (n°  1  ). 

Mais  on  ne  voit  nullement  que  cette  même  perte  proportionnelle 

soit  réduite  à  -,  comme  a  avancé  le  même  Savant,  lorsque  la  barre  a.2 

est  infiniment  plus  longue  que  la  barre  a{.  On  voit  au  contraire  qu'elle 
est  alors  égale  à 
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ou  que  Ja  perte  est  de  la  totalité  de  la  puissance  vive  primitive;  ce  qui 
s'explique  en  considérant  qu'alors  les  deux  vitesses  des  centres  de 
gravité  respectifs  des  barres  sont  infiniment  petites  du  premier  ordre 
après  le  choc,  d'où  il  suit  que  leurs  carrés  sont  infiniment  petits  du 
second  ordre,  et  qu'en  ajoutant  les  demi-produits  de  ces  carrés  par  les 
deux  masses,  dont  l'une  est  infinie,  l'on  a  pour  la  somme  des  puis- 
sances vives  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  c'est-à-dire  zéro, 
quelque  considérable  qu'ait  été  la  vitesse  primitive  V,  de  la  barre  de 
longueur  finie  ax.  On  peut  considérer  aussi  que  la  séparation  définitive 


1  a2 


des  barres,  qui  n'a  lieu,  avons-nous  vu,  qu'à  l'instant  t  =  —^-i    n'arri- 
vera jamais  si  la  longueur  a2  est  infinie. 

Si  l'on  calcule  la  puissance  vive  totale  due,  non  plus  à  des  compo- 
santes de  vitesse  prises  égales  à  celles  des  centres  de  gravité  de  chacune 
des  deux  parties  a^  a2,  mais  aux  vitesses  réelles  ou  effectives  des  di- 
verses tranches  immédiatement  après  le  choc,  l'on  a 

Quand        ia{<^a2l  —  \ax W\  -+-  iax  I  • ]    +(«,-2fl|)Vj     i 

Quand      rt|<û,<2fl„      -     a,  V*  H- (2«2  —  2«,)  (  — -J   +(2a,-a2)V|     ", 

en  sorte  que  la  puissance  vive  réelle,  qui  était  primitivement 
se  trouverait  diminuée  par  le  choc 


m        (V,  — V,) 
Dans  le  cas   2d{  <rt2,      de      —  a 


(5o) 


Dans  le  cas  a2<2an      de     —  (tf2  —  at) 
Tome  XII  (2e  série).  —  Août  1867. 


2       ' 

(V.-VO' 
2 

36 


282  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Le  rapport  de  cette  diminution  à  la  puissance  vive  primitive  est 


si   2rt,  <  a2,      de 


v2 


5.) 


2  a2  (  V2 


i  a,  / 
si    a.2  <  2£EM      de Il 


2  rt,  \  a7J  a?  /V, 

i 


V.,\2 


a,  \  V 


Il  a,  comme  le  rapport  (48),  son  maximum  pour 

=î  = •»     ou     fl.Vi  4-«aV2  =  o; 

V,  <7, 

et  la  grandeur  de  ce  maximum  est  représentée  par  les  deux  expressions 

(^    2(,+  ^j  Si  **<*■;  et  ^™~^)     a<    '' 

La  première  a  pour  valeur  -  lorsque  a2  est  infiniment  plus  grand 

3 
que  an  et  elles  ont  l'une  et  l'autre,  quand  n2  =  'ia\t  'a  valeur  jî  ce 

qui  est  fortuitement  la  même  chose  que  ce  que  donne,  dans  la  même 
supposition,  la  formule  (49)  exprimant  la  perte  proportionnelle  au- 
trement entendue. 

Ces  résultats  montrent  que  Cauchy  évaluait  la  perte  par  la  diminu- 
tion, dont  nous  venons  de  donner  la  formule,  de  la  puissance  vive 
effective,  ou  due  aux  vitesses  individuelles  réelles  des  tranches  au  mo- 
ment où  le  choc  est  achevé. 

Mais,  ainsi  envisagée,  observons  que  la  perte  serait  même  toujours 
nulle;  car  la  diminution  en  question  se  retrouve  tout  entière  dans  le 
potentiel  de  compression,  c'est-à-dire  dans  le  travail  qui  a  comprimé 
dans  une  proportion 

(53)  /  =  ï^ 
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une  portion  de  la  seconde  barre;    travail    qu'elle  peut  restituer  et 
qu'elle  restituera  effectivement  en  puissance  vive  vibratoire. 
En  effet,  si 

E  et  w 

représentent  le  module  d'élasticité  de  compression  et  l'aire  de  la  sec- 
tion de  la  barre,  une  compression  j  exige,  pour  être  maintenue,  un 
effort  statique  d'une  intensité 

Eu/; 

et  le  travail  nécessaire  pour  la  produire  sur  une  longueur  quel- 
conque /  de  la  barre  est  mesuré  par  raccourcissement  total  //  multi- 
plié par  — — ?  moyenne  des  intensités  des  forces  qui  ont  comprimé, 
depuis  l'intensité  initiale  zéro  jusqu'à  l'intensité  finale  Eco/'.  Or, 
p  —  —  étant  la  densité  delà  barre,  l'on  a,  comme  on  sait  (voyezn0  1(>), 

(54)  A»  =?«£!. 

v        '  p         m 

Le  travail  ou  potentiel  de  compression  est  donc,  d'après  la  valeur  (53) 
de/, 


2  k 


•  t  W=  i  m**  <ï_  «*  /  (v,  -  v2; 

In  o .       I  O. 


2  2      '  2  4 


Mettant  pour  /  la  longueur  comprimée  qui  est  (form.  43)  ia{  dans  le 
cas  2a,  <  a2,  et  afl2  ~  2at  dans  le  cas  a2  <  2<2,,  l'on  a,  ponr  ce  po- 
tentiel, précisément  les  grandeurs  (5i)  des  diminutions  de  puissance 
vive  effective;  en  sorte  que  le  théorème  général  de  conservation  de  la 
puissance  vive  jointe  au  potentiel  se  trouve  satisfait,  comme  on  pou- 
vait le  prévoir. 

Il  n'y  a  ainsi,  et  cela  devait  être,  aucune  parte  quand  on  estime, 
après  le  choc  des  barres  élastiques,  la  puissance  vive  effective  en  y 
joignant  comme  on  le  doit  celle  qui  est  en  réserve  sous  forme  de  po- 
tentiel ou  de  travail  de  compression  effectuée  [*].  Mais  une  partie  de 


[*]  Ou  en  joignant,  à  l'énergie  cinétique  ou  actuelle  (sir  W.  Thomson),  l'énergie 
potentielle. 

36.. 
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cette  puissance  vive  tant  actuelle  que  virtuelle  est  ou  sera  vibratoire, 
et  se  trouve  en  conséquence  destinée  à  se  dissiper  dans  l'air  ou  dans 
les  autres  corps  environnants;  on  doit  la  regarder  comme  perdue  poul- 
ie mouvement  de  translation,  puisqu'elle  n'y  servira  qu'éventuelle- 
ment et  dans  un  avenir  indéterminé  après  être  devenue  atomique  ou 
calorifique  et  avoir  été  utilisée,  comme  telle,  dans  quelque  machine 
à  feu  pour  opérer  une  translation,  mais  d'autres  corps  que  ceux  où 
présentement  elle  réside. 

La  force  vive  transitoire  résidue  et  la  proportion  de  sa  perte 
doivent  donc  être  estimées,  selon  l'idée  de  Coriolis  et  comme  nous 
avons  fait,  par  les  expressions  (45),  (48)  et  (49)»  établies  en  attribuant 
à  toutes  les  molécules  des  corps  qui  se  sont  heurtés,  les  vitesses  V2 
et  (44)  ^6  leurs  deux  centres  de  gravité;  vitesses  qui  sont,  au  reste, 
encore  les  mêmes  à  l'instant 

l—  T 

de  la  séparation  définitive  ou  de  l'éloignement  l'une  de  l'autre  des 
deux  extrémités  juxtaposées,  comme  on  peut  le  voir  par  la  symétrie  de 
chacun   des  deux    diagrammes  (3o,),   (4o)  et    l'égalité  des  longueurs 

de  la  deuxième  barre,  animées  respectivement  des  vitesses  — '  et 

V2  ou  V,  à  cet  instant  et  à  celui  t  =  —p-  On  trouve  même,  entre  ces 

deux   instants -là,   une   vitesse   constante  pour  le  centre  de   gravité 

de  «2,  puisque  les  deux  barres,  pendant  tout  le  temps  — j-j  se 

meuvent  comme  isolées  ou  sans  action  l'une  sur  l'autre. 

Mais  on  se  fera  mieux  que  par  les  expressions  (47)»  (48),  (49)  l'idée 
des  grandeurs  diverses  de  cette  perte  occasionnée  par  le  choc  des 
deux  barres  élastiques,  en  la  comparant  à  la  perte  qui  aurait  lieu  si 
ces  barres  étaient  des  corps  dénués  d'élasticité.  Cette  dernière  perte  est 

1T1    ,  T79  T7  9\  m/  \    /"■  V,    H"    «jVj\  2 

-(a,V;4-a,vfl--fa,4-4,)(>ai;^J 

m^    1\t         "iV,-f-«,V,\2        m       jfr.*f.¥f'<tHjalW|        tr 
=  r  rt,     V  , —       -+-  -  a2[ V, 
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ou 

mfl,.m<72    (V,  —  V2y 


(55) 


ma,  -+-  m«. 


Le  quotient  de  l'expression  (47)  —  f  1  —  —  j  (V,  —  V2)2  par  celle-ci 


est 


(56) 


a, 

1  —  l  — 


ou  précisément  égal  à  la  proportion  maximum  (49)  de  la  perte.  Ses 
valeurs  sont  : 

n  a*  5  3  O  r  t 

Pour—  =  1,       j,      -,      2,      o,       4,  5,...,      00. 


4 
9 

fl2/         **'     25'     9'     4'     9'      x6'     25 


«  9        5       3       8       i5       24 

I    (    )        O,  -S)  — ?  75  —5  — TO  —=)•'•  5  I 


Telles  sont  les  grandeurs  du  rapport  de  la  perte  de  force  vive  trans- 
latoire  dans  le  choc  de  deux  barres  parfaitement  élastiques  de  même 
matière  et  de  même  section,  ayant  des  longueurs  at,  a2,  à  celle  qui 
aurait  lieu,  et  qui  est  connue  de  tout  le  monde,  si  ces  barres  étaient 
deux  corps  dénués  d'élasticité  ou  restant  indéfiniment  unis  après  leur 
rencontre. 

Et  si  l'on  appelle,  pour  la  première  et  pour  la  seconde  barre, 


;57) 


i  U,,  U2  les  vitesses  de  translation  après  le  choc, 
(  M,  r=  ma,,      M,  =  ma2  les  masses, 


on  doit  prendre,  la  première  ayant  alors  partout  (n°  6)  la  vitesse  pri- 
mitive V2  de  la  seconde,  et  celle  du  centre  de  gravité  de  la  seconde, 
donnée  par  l'expression  (44),  pouvant  être  tirée  également  de  la  con- 
dition M,U,  -+■  M2V2  =  M,V,  -+-  M2V2  de  conservation  de  la  quantité 
de  mouvement, 

U,  =  V2, 

1  u2 == v,  ;+  J(v,  -  v2)  =  y?*+  gi'cv,  -  v2), 
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au  lie»  de  «,  =  V,  -  ^(V,  -  V.),  U2  =  V,  +  ^(V,  -  T.') 

qu'on  trouve  dans  tous  les  ouvrages  qui  traitent  du  choc  des  corps 
parfaitement  élastiques. 

Si  V2  ==  o,  ou  si  la  barre  la  plus  longue  était  immobile  avant  le 
choc,  on  a  après  le  choc, 

U   _  0       tj    _  fh  v  —  —  v   • 
u,_  o,      u,  _  ^  v,-  M   v,, 

et  si  V,  =  o  ou  si  c'était  la  barre  la  plus  courte  qui  se  trouvait  en 
repos,  il  faut  prendre 

u,=v„  Dl-[,:s)y,=(.-|)Ti; 

Nous  verrons  plus  loin  que  les  expressions  (58),  avec  r^  dans  la  se- 
conde, s'appliquent  même  pour  deux  barres  de  matières  et  de  sections 
différentes,  si  les  masses  où  l'ébranlement  se  propage  à  chaque  instant 
sont  les  mêmes  pour  toutes  deux;  et  nous  en  donnerons,  à  la  fin  du 
Mémoire,  des  démonstrations  élémentaires. 


DEUXIEME  PARTIE. 

CHOC    DE    DEUX    BARRES    DONT    LES    SECTIONS    ET    LES    MATIÈRES 
SONT    DIFFÉRENTES. 

8.  Problème  du  mouvement  que  prennent  deux  barres  juxtaposées 
bout  à  bout  lorsqu'elles  sont  de  grosseurs  et  de  matières  différentes ,  en 
partant  d'un  état  initial  quelconque.  —  Regardons-les  d'abord  comme 
formant  deux  parties  d'une  même  barre,  et  appelons  respectivement 


(^ 


<7,,    o>,,    m,,    M,  =lll,a,,    E,,    U,    pwtr- la  première, 
<72,    w2,    m2,   M2  =  m2tf2,   E2,   u2   pour  la  seconde. 


i°  La  longueur;  2°  la  section  transversale;  3°  la  masse  par  unité 
de  longueur;  4°  la  masse  totale;  5°  le  module  d'élasticité  d'extension 
et  de  compression  longitudinale;  6°  le  déplacement  longitudinal,  au 
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bout  du  temps  t,  d'un  point  à  la  distance  x  de  l'extrémité  libre  (ou 
de  gauche)  de  la  première. 


Et  faisons 


lu,         .  du, 

7n'    J  ■  ~=  ~  dï. 


v>  =-        7. 


,2  _  E,  w, 

K  .    1 

m, 

»2  Ejû>s 

2           m  2 

«2 

E,  w2 

j7 

m,  /•, 

E,  M, 

ni  2  A  2 

*l 

/  f/tt-,  .  du2 

ou  désignons  par  les  lettres  v,  j,  k,  r,  i°  la  vitesse  et  i°  la  compression 
au  même  point  et  au  même  instant;  3°  la  célérité  de  la  propagation 
longitudinale  du  son  ou  des  ébranlements,  et  4°  le  temps  nécessaire 
pour  qu'il  parcoure  la  longueur  de  chaque  partie. 
Faisons  enfin_,  pour  abréger, 


(6.; 


c'est-à-dire  appelons  r  le  rapport  des  masses  de  portions  des  deux 
barres  qui  s'ébranlent  simultanément  ou  que  le  son  parcourt  dans  le 
même  temps 

Et  choisissons  constamment  pour  la  première  des  deux  barres,  ap- 
pelée an  à  l'extrémité  libre  de  laquelle  nous  plaçons  l'origine  des  x, 
celle  qui  est  parcourue  d'un  bout  à  l'autre  par  l'ébranlement  ou  le 
son  dans  le  moins  de  temps;  en  sorte  que  nous  supposons  toujours 

ta    \  !*  a,         a2 

(62)  T,  <  Xo        OU        —    <   — . 

Les  équations  à  résoudre  sont,  les  lettres  <p  et  ^  désignant  des  fonc- 
tions de  x  qui  représentent  l'état  des  barres  à  l'instant  t  ==  o. 

f£l'i\  d7u,         1  9  d2 u,  tPu'i  .  2  d2  u2 

(WJ         -dF^-^-d^'  '&-*}{**' 

(65)  («,).   .=(«.),11.'    (P)       =W&)       =  ''r(t)      ' 

V         J\      "x-a,  \      Hx-a,  \djcjr=,ai  h,o>,\dx  Jx  =  «t  ki\djCJXz=at 
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enfin 

(66)  («0^=9.*,     (£)«=*'*'     W«=y.'i     (If)^'***' 

conditions  initiales  qui,  dans  le  cas  du  choc  des  deux  barres  avec  les 
vitesses  positives  ou  négatives  V,,  V2,  telles  [comme  au  n°  4  (25)]  que 

(67)  V,-V2>o 
se  réduisent  à 

(68;    („,)«  =  <>,      (£)teo  =  V„     («,)«.  =  o,      (^1,=V, 

J'ai  donné,  dans  un  autre  Mémoire,  pour  les  déplacements  tels  que 
unu2,  des  expressions  en  série  transcendante,  applicables  à  un  nombre 
quelconque  de  barres  ou  parties  de  barre  en  partant  d'un  état  quel- 
conque, les  extrémités  non  jointes  de  la  première  et  de  la  dernière  étant 
ou  libres  ou  assujetties,  et  toutes  ou  quelques-unes  pouvant  être  en 
tronc  de  cône  ou  de  pyramide.  Les  formules  spéciales  à  deux  barres 
prismatiques  animées  initialement  de  vitesses  uniformes  V,,  V2,  sans 
compression,  sont 


m,  =  V  AX,sin/w£,     si    X,  = 


cos 


mz.x 


a, 


COSfflT, 


«2  =  ^jAX2s\nmt 
*Y,  f 

I    «i        Jo 


cos 


si     Xo  = 


a. 


«,  +  «]  —  .ri 


H.,dx 


et  si     A  =  — 


<**        Ja. 


cosniT2 


X,dx 


(69) 


V  s'étendant %  toutes  les  racines  m  réelles  et  positives,  en  nombre 
infini,  de  l'équation  transcendante 


E,  w, 


rfX, 


=  E, 


b)3 


/«A 

\  or  /x  =  a, 


M,  M, 

—  tang 7?zt,  H lang  mz2)  =  o, 


y  compris  la  racine  «2  =  0; 
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ou  bien,  si  l'on  exclut  cette  racine  m  =  o,  en  faisant  passer  hors  du 
signe2  ce  clui  en  provient,  et  si  l'on  développe  : 


mx    . 

Cl  1     


^H-(V(-V2)^ 


(70) 


M,-f-M2  v     '  -'TljLim2    „       „  cos2/wt, 

M.-+-M, - 

»i(«,H-«j — x)    . 

m,v,  +  m2v  _v^y^ *. 

M.-f-M,  ^V|        v^r2^/«'  mcoss/»t2 

M,  ■ hM2 

cosimrl 


En  effet,  les  expressions  (69)  de  m,,  «2  satisfont  bien,  vu  t,  =  J» 


t2  ==  -p  aux  équations  différentielles  (63),  et,  aussi,  évidemment  à  (64), 

(65),  ainsi  qu'à  la  première  et  à  la  troisième  des  conditions  initiales 
(68);  et,  quant  à  la  seconde  et  à  la  quatrième  de  celles-ci,  comme  elles  re- 
viennent à  ^  mAXt  =  V4,  y^imAX2  =  V2,  si  l'on  ajoute  ces  deux  équa- 

M  M 

tions  multipliées  respectivement  par  —  X^djc,  —  X2<Y.r,  et  intégrées, 

aussi  respectivement,  de  o  à   a,,  et  de  a,  à  at  -+-  a2,  tous  les  termes 

des  ^  disparaissent  hors  un  seul  et  l'on  tire  bien  la  valeur  (69)  de  A, 

vu  que  si  m,  m  sont  deux  racines  différentes  de  l'équation  transcen- 
dante, et  si  Xn  X2  et  X't,  X'2  sont  les  valeurs  correspondantes  respec- 
tives des  fonctions  de  x  et  m  appelées  X,,  X2,  il  est  facile  de  voir  que 
d'après  cette  même  équation  on  a 

(71)  -  /     JiXxdx  +  -  /  X2X\dx  =  o. 

Si  les  deux  barres  qui  se  heurtent  sont  en  forme  de  tronc  de  cône 
ou  de  pyramide,  il  est  bon,  pour  avoir  des  expressions  symétriques,  de 
compter  les  abscisses  xn  x2  de  leurs  sections  variables  Qt,  Q2  dans 
deux  sens  opposés  à  partir  de  leurs  extrémités  libres  respectives,  en 
sorte  qu'on  aura  pour  les  superficies  de  ces  sections 

û'  =  <■"{'+*)'  Q°  =  '"=(■+ 1 

Tome  XII  (2e  série  ).  —  Aout  18G7.  ^7 
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„  w2  étant  celles  des  sections  extrêmes,  et  k„  h*  des  constantes  linéaires 


0)., 

.  n,    n 


positives  ou  négatives.   Alors,  si  —  »  —  représentent  les  densités  des 
deux  barres,  et  si  l'on  fait 

comme  les  équations  différentielles  (63)  sont  alors  remplacées  par 

rfx,  g'       ^2  '  dr}  g         '    dt7 

et  les  équations  définies  (64),  (65),  (68),  par 


[p.\         =o,     (^)         =  o,    (M|)x     ai  =  -(w2)^=ai, 


.«.(i+yi 


(«,).=»  =  o,    ($)_,=▼.<    («,),..  =  <>,    (^)=o  =  -v2) 

l'on  aura  pour  solution 


u 


,»  Y- AX,  gin  mi,     w2  =  2A^2sinm^, 


«,  »«?,  A",       .     w.r,  rt2  w,  / »      .     "i  ' . 

n — '  cos 1 r  sm  -7—  1  -+-  v-  cos  ~t ' r  sin  ~T~ 

A,  *,         i?iA, a\_       ^  _     __A»         /■»        /»/*»         *i  [ 

,— '  âT         wâj  Â\      '.     nïâ,'  2_  r,         niat         A,     .     ot«s' 

1  -h  -  cos  — -  4-  — r-  sin  —  i-f-T-  tos-T-  +-^J7Sin  T~ 

n,w,v,    /    'f1"1-?)   Xlrf.r,  +  n,w2V2   /       (1_+-^î)   X-'//j 


A   =- 

m 


V  s'étendant  à  toutes  les  racines  de  l'équation  transcendante 
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formules  qui  se  réduisent  à  celles  (69)  du  cas  de  deux  barres  prisma- 
tiques, si 


h,  =  00  ,     h»  ■=. 


ce 


et  si  l'on  y  fait  x{  =  jc,  x2  —  a{  -+-  a2  —  x. 

La  même  analyse  servirait  pour  des  barres  composées  de  plusieurs 
parties  en  forme  de  tronc  de  pyramide  ou  de  cône,  et  par  conséquent 
pour  le  choc  de  corps  en  forme  de  fuseau  ou  autres,  où  l'on  puisse 
supposer  que  le  mouvement  s'opère  par  tranches  parallèles. 

Au  Mémoire  cité,  complément  de  ceux  que  j'ai  présentés  depuis 
1857  et  qui  vont  être  imprimés  au  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique, 
on  trouvera  le  développement  de  cette  solution,  à  laquelle  il  convient 
de  recourir  quelquefois  même  pour  les  barres  prismatiques,  comme 
nous  verrons  plus  loin,  notamment  quand  une  des  deux  parties  a 
une  section  relativement  fort  grande,  une  longueur  fort  petite  ou  une 
résistance  élastique  considérable;  suppositions  qui,  poussées  plus  loin 
encore,  permettent  de  réduire  l'une  des  deux  parties  ou  barres  à 
une  masse  étrangère  parfaitement  dure,  pouvant  être  venue  heurter 
l'autre  barre  supposée  libre  aussi,  ce  qui  constitue  un  problème  dont 
la  solution  directe  a  été  présentée  en  i865  [*]. 

Mais,  en  excluant  ces  cas  extrêmes,  et  en  revenant  aux  barres 
prismatiques,  nous  pouvons  nous  servir  de  la  solution  en  termes  finis 

(72)  ui=fi'{x-hkit)-\-¥i  (ar  — Ar<  t),     u2=f2(x-hk2l)  -h¥2(x  —  k2t), 

fn  F,, /a,  F2  désignant  des  fonctions  dont  la  forme  peut  varier  brus- 
quement, et  qui  en  vertu  de  (64),  (65),  (66)  doivent  satisfaire  à 


cW: 


(73)  /; {*i*)+K {—*it)=o, /: («,+«,+*,« )+** («i+«»r- *,*)=o 

1  /i(at-hktt)  +F,(fli—  ftit)   =/,(«,  +  k,t)  4.  F,  (a,  —  k%t  ) 

(74  m  k,  l  à  t 

(  75  )  f\  X  -t-  Fi  X-zsz  <fi  <F,     f\  x  —  F',  X  ;=  — ~   de   x  =  o     à    x  =  , 


(76)  fi  x  H-  Fj  x  =  «p,  x,     f[x  —  F'2  x  =  -^y—    de    x  '=  o,   à    x  =  a,  -t-  a2 


[*]  3  juillet,  Comptes  rendus,  t.  LXI,  p.  33. 

37. 
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Si  nous  voulons  en  déduire  les  déplacements  w,,  u2  eux-mêmes, 
nous  intégrerons  les  deux  membres,  multipliés  par  dx,  de  la  deuxième 
équation  (75)  et  de  la  deuxième  équation  (76)  en  choisissant  arbitrai- 
rement, par  la  même  raison  que  nous  avons  dite  au  n°  2  pour  la 
deuxième  équation  (6),  les  constantes  des  seconds  membres;  par 
exemple,  vu  que  c'est  ce  qu'il  y  a  de  plus  simple,  de  manière 
que  leurs  intégrales  s'annulent  respectivement  pour  x  =  o  et  pour 
x  =  a1-i-a2.  Puis,  après  avoir  déduit,  comme  au  même  n°  2,  des 
deux  équations  ainsi  obtenues,  combinées  avec  les  premières  (75),  (76), 
et  avec  celles  qui  résultent  de  l'intégration  des  deux  (73)  de  o  à  /,  les 
valeurs  de 

J\  >    J21      rn      r2, 

pour  des  valeurs  de  leurs  variables  qui  sont  comprises  entre  certaines 
limites,  nous  nous  servirons  des  deux  conditions  de  jonction  ou  de 
raccordement  (74))  qui  nous  fourniront,  en  intégrant  la  seconde,  des 
formules  promotrices  analogues  à  celles  (82)  qui  seront  données  tout 
à  l'heure,  et  qui  feront  pousser  jusqu'à  des  limites  croissant  indéfini- 
ment dans  le  sens  positif  pour/,  etf2  et  dans  le  sens  négatif  pour  F, 
et  F2. 

Mais  comme  nous  avons  besoin  surtout  de  connaître  les  vitesses  et 
les  contractions  ou  compressions 

|  Vi=ktj[  {x-+-  A,  t)  -  A,  F\  {x  -  A-,  t), 


78) 


v2  =  A2  f2  [x  -t-  A2 1)  —  A2  F'2  (x  —  k2 1), 
U  —  —J-2  (x  ■+"  k2  0  —  F'2  {x  —  A2  /), 


et  par  conséquent  les  dérivées  des  fonctions/,  F,  nous  différent ierons 
au  contraire  celles  des  équations  de  condition  (74),  (75),  (76),  où 
ces  fonctions  ne  le  sont  pas  encore.  Nous  tirerons  ainsi,  de  (75)  et 
de  (76),  'Ç  désignant  généralement  la  variable  des  fonctions, 

1  y,  (;  =  "■)  =  i-{ + y,     f',  (c=°)= a  -  +£ 

(79)  ' 

If  (y  _  *»  +  a*\  __  f*  S      M      v,  (»  _*i        \      ?,Ç       <M 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  293 

d'où,  comme  les  conditions  (73)  fournissent 

(80)   f',(ç  =  -o*)  =  _/',(-î),  /•](ç  =  <||»ai)=_r,(M,+?a,-<), 

nous  déduirons 


1    \  O       /  2  2/ 

(80 


/•.(c-tt?) 


<7,   -+-  2<72\    _  <p'2  (2«,  -+-  2rt2  —  Ç)      .       \f/2(2rt,   -|-  2<7-> —    Ç) 


2/S, 


Pour  pousser  plus  loin  les  limites  de  Ç,  servons-nous  maintenant  des 
équations  (74)  de  condition  de  raccordement  des  deux  parties  du 
système. 

Si  l'on  différen tie  la  première  par  rapport  à  t,  et  si  on  les  résout 
ensuite  toutes  deux  par  rapport  à  f\  et  F'2  regardées  comme  deux 
inconnues  au  premier  degré,  on  tire 

/',(«,+  A-,0=^F'1(fll  _M)+^£/'2(«,  +  M, 

F'a(«,  -  k2t)=  ^  |f',  (fll  -  *<  t)-  —f'sia*  +  *,«): 

Remplaçant  par  £  les  variables  indéterminées  des  fonctions  _/'', ,  F'2,  et 
ajoutant,  en  nouveaux  membres,  celles  F\  et  f\  qui,  d'après  les  rela- 
tions (80),  ont  les  mêmes  valeurs  que  — f\^  —  F'2,  l'on  déduit  les 
doubles  formules  suivantes,  que  j'appelle  promotrices  parce  qu'elles 
conduisent  indéfiniment  à  des  valeurs  des  quatre  fonctions  de  plus 
en  plus  avancées  quant  aux  valeurs  de  leurs  variables, 


—  x 


K  (-5 
(Sa)' 


— /'  (  2<7,-f-  2<72 —  Ç=r 


CO 
4-  2a: 
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Ces  formules  générales  (82)  servent,  lorsqu'on  connait  pour  cer- 
taines valeurs  de  leurs  variables  les  quatre  fonctions 

f\  (x  +  kK  t),     F\  {x  -  k{  t),     /'2  {x  +  *,f),     F'2  [x  -  k2t), 

à  obtenir  ce  qu'elles  deviennent  quand  on  augmente  les  variables  res- 
pectivement de 


(83)  2rt,,        —   2rt,,        2  -tf 


n'o  A" 2 


'  "  X 


2  —  « , 


ce  qui  équivaut,  pour  un  même  point  ou  une  même  valeur  de  x,  à  une 
augmentation  du  temps  t  de 


2T,   =  2-r- 


En  effet,  en  partant,  par  exemple,  de  ce  que  nous  connaissons  déjà  par 
les  expressions  (79)  et  (81),  les  formules  promotrices  (82)  pourront 
nous  donner  (en  indiquant  simplement  les  limites  des  variables  sous 
les  signes  f,  F  sans  écrire  Ç), 


car,  pour  ces  limites,  on  aura  dans  les  troisièmes  membres  de  (82), 

r,(V).  /,»(;+''^) 

dont  on  connait  bien  les  valeurs  par  (79)  et(,8i),  puisque  fl{  +  ajfl, 
est  <  <7,  -+-  iaï  d'après  J'hypothèse  constante  (62)  j  <  j- 

Mais  comme,  d'après  les  mêmes  formules  (79)  à  (81),  F',  a  des 
expressions  différentes  entre  les  valeurs  °  et  entre  les  valeurs  '  de 
sa  variable,  et/  2  a  aussi  une  autre  forme  entre  fl  qu  entre         ^  » 

il  est  nécessaire  de  scinder  en  plusieurs  parties  les  accroissements  (83), 
aa,,  —  ian  2^<7n  —  a^rt,,  et  cette  scission  devra  être  différente 
suivant  les  diverses  grandeurs  relatives  de ~  et  de  -p 
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Nous  trouvons,  de  cette  manière, 


29a 


a,         a-j  [       ,  k2  \ 

Lorsque      2  —  <  —     ou      2T,  <  T2        dou  fl,  + 2  -  fl,  <rt,  -ffl2     : 


3o, 


(84^/',  {,C  =  «. 


2  (  r  -+-  1  )  X- 


(r-H)J 
r —  1 


[-A1?'1(Ç-2fl,)-^l(Ç-2fll)] 


r2<p's    a.  H-  ^  (Ç  —  tf ,)     -h  J/2    «, 


2  (rH-ij  /• 

H 


— -  [A;y\  (2ff,  — Ç)  — 4»,(2a,—  4)] 


/•■    ' 


+  £«- 


(5  — «i)     ' 


*3 

<7, —  2  —  rt, 


(85)  F'J  ?  =  «, 


[*,?',  (2«,—  Ç)-f.^(2a,— Ç)], 


2  (r  H-  i)  *, 


2    r-f- 


Et,  lorsque 

a,        <7j  «i  /  Aï  \ 

j-<j<2— »     ou     t,<t2<2t,     ld  où  a,-}-  2~ai>nl-Jr  a2u 
il  faudra,  en  conservant  les  formules  inférieures  de  (84)  et  (85),  ou  les 


expressions  ci-dessus  de  f\  (      '  ]  et  F'2 1  k,    '  h  opérer  une  nou- 


n, r-a. 


velle  scission  pour  les  intervalles  supérieurs      '  et 


a,  —  2  —a2 
on,  a. 


et  prendre 
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[—  *l(j,'((Ç—  iat)  —  -},(Ç—  îfl,)] 


(86)  /', 


Ç  =  a, -+-  — a, 


2(r+  i)/-, 


k2 


(»7)    F'>      ? 


/7, —  (7 


2  (r-t-  i)X 

r  T 

-F^H^{ûi+^(ç"fl,,]+*{fl,+i(ç~a,)]i' 

L-j-*If'I[_«l+i(«1-Q]-f[-a1+i(^-0]| 

[—  *ïT,ï(2fl?  +  Ç)  +  1}»ï(atfï+Ç)3; 


Et  l'on  en  déduira  les  valeurs  des  fonctions  ¥\  ety.2  au  moyen  de  (80), 
(88)     F'i(-ç)=-f\(-Ç),     /',«)=? -F't(afll  +  »tf,-.C)- 

Pour  passer,  par  le  moyen  des  mêmes  formules  promotrices  (82), 
aux  valeurs  que  prennent  les  quatre  fonctions  quand  leurs  variables 

s'accroissent  de  nouveau  de  (83)  ian  —  va,,  1  -f  a,,  —  1  -£■  an  et  ainsi 

indéfiniment,  il  faudra  opérer  de  nouvelles  scissions  qui  seront  en 
nombre  de  plus  en  plus  grand  ainsi  que  les  changements  brusques 
de  formes  de  ces  fonctions,  essentiellement  discontinues  comme  on 
voit. 

Les  limites  de  ces  scissions  ou  coupures  d'intervalles  seront  fournies 
facilement  et  sans  méprises  par  une  construction  comme  celle  (a3) 
qui  a  été  faite  au  n°  3,  c'est-à-dire  par  une  représentation,  en  prenant 
cette  fois-ci,  non  plus  les  kt,  mais  les  temps  t  eux-mêmes  pour  abscisses 
comptées  sur  une  droite  OT,  et  des  ordonnées  x  prises  perpendiculai- 
rement à  cette  droite,  de  la  marche  en  deux  sens,  avec  des  vitesses  A, 
et  A2,  de  points  d'ébranlement  partant  à  la  fois  des  extrémités  x  =  o 
et  x  —  a{  -h  a.if  et  de  la  jonction  x  =  a,  des  deux  barres  ou  parties 
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de  barres  OA,  =  a{,  A,  A  =  #2,  comme  si  tous  leurs  points  matériels 
étaient  transportés  latéralement  ou  parallèlement  à  OT  avec  une  vitesse 


fsrT.-Hr,      2%-t-r,  2-r ■„      3r,+ra      k\+~r    3rs   rt;+r,  i;+3r. 


f=-i\  jr+r;  17+27;  &r,  aT,+^ri.  7r     ^+27;  «p- 


commune  quelconque.  On  a  ponctué  les  lignes  d'ébranlement  qui 
tirent  leur  origine  des  extrémités  libres  O,  A,  et  tracé  plein  celles  qui 
partent  de  la  jonction  A,.  Celles  de  la  partie  supérieure,  relatives  à  la 
barrefl2,  n'ont  pas,  comme  dans  la  figure  du  n°3,les  mêmes  inclinaisons 
que  celles  de  la  partie  inférieure  relative  à  la  barre  #,,  car  k2  n'est  pas 
égal  à  A:,.  On  peut  remarquer  aussi,  dans  la  figure  ci-contre,  un  grand 
nombre  de  lignes  inclinées  dont  les  analogues  ne  se  trouvent  pas  dans 
la  figure  ou  le  diagramme  n°  23  que  nous  citons;  cela  vient  de  ce  qu'ici, 
en  raison  de  la  différence  de  grosseur  et  de  matière  des  deux  parties  a, , 
<z2,  les  ébranlements  se  réfléchissent  non-seulement  aux  extrémités 
libres  x  =  o,  x  —  at  -+-  a2,  mais  aux  extrémités  jointives  x  =  «,,  ce 
qui  ne  les  empêche  pas,  en  même  temps,  de  passer  ou  de  se  réfracter 
en  quelque  sorte  d'une  barre  dans  l'autre  avec  d'autres  vitesses. 
On  a  écrit,  sur  quelques-unes  de  ces  ligues  inclinées,  comme  au  n°  5, 

Tome  XII  (ue  série).  —  Aout  1867.  OO 
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leurs  équations  en  x  et  t,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  valeurs  cor- 
respondantes de  x  -+-  k,  t  ou  x  -t-  k2t  qui  sont  des  quantités  constantes 
pour  toutes  les  lignes  descendantes  (de  gauche  à  droite),  et  celles 
de  x  —  k,  t  ou  x  —  k2t  qui  sont  des  quantités  constantes  pour  les 
lignes  montantes.  Et  les  autres  pourront  s'écrire  facilement  en  pre- 
nant constamment,  dans  la  partie  inférieure,  x  ±  k,  t  égal  à  zt  le  pro- 
duit deA-,  par  l'abscisse  de  l'intersection  de  la  ligne  inclinée  correspon- 
dante avec  l'horizontale  OT  du  bas;  et,  dans  la  partie  supérieure, 
relative  à  a2i  x  dt  &2t  égal  à  a,  -t-  a2  ±.  le  produit  par  k2  de  l'abscisse  t 
du  point  où  la  ligne  inclinée  correspondante  coupe  AB,  qui  est  une 
parallèle  à  OT. 

Pour  tous  les  points  matériels  et  les  instants  qui  sont  représentés 
par  les  points  de  la  figure  se  trouvant  dans  l'intérieur  de  chaque  qua- 
drilatère ou  triangle,  les  fonctions/,'  ,  F',  011/3  ,  F2  ont,  non  pas  une 
même  grandeur  constante  comme  au  11  °  3,  mais  une  même  forme  ou 
une  même  expression  en  tyn  <p',  ou  i|/2,  cp2  ;  forme  ou  expression  qui 
change  brusquement  quand  on  passe  d'un  espace  à  l'autre.  Il  s'ensuit 
que  les  valeurs  constantes  de  x  -+-  A-,  £,  pour  deux  parallèles  voisines, 
indiqueront  les  limites  consécutives  de  la  variable  Ç  de  j[  ,  et  les  va- 
leurs constantes  de  x  —  £2£  indiqueront  de  même  les  limites  des  va- 
leurs de  la  variable  Ç  de  F'2. 

La  figure  est  faite  pour  le  cas 

fi,       a . 

■2X   <  T2,        OU        2-   <    -■ 

On  peut,  dans  les  autres  cas,  se  dispenser  d'en  construire  d'autres, 
quand  on  a  besoin  seulement  de  poser  les  expressions  comme (84)  à  (88) 
des  fonctions/j  F;  car  il  suffit  de  ranger  suivant  leur  ordre  de  grandeur 
les  abscisses  des  points  de  OT  et  de  AB  selon  les  diverses  relations 

de  t- à -p»  pour  en  déduire  facilement,  comme  on  vient  de  dire,  les 
limites  diverses  de  scission  des  variables  x  -t-  k,  t  de/,'  et  x  —  k2t 
de  F'?.  Mais  si  l'on  veut  en  déduire  ensuite  les  valeurs  (77),  (78),  de  vn 
/m  vi>  j  11  ces  figures  devront  être  construites,  et  sur  une  échelle  un 
peu  plus  grande,  comme  diagrammes  (n°  10,  ci-après)  indiquant  les 
valeurs  en  question  pour  tous  les  points  îles  barres  et  pour  les  instants 
successifs. 
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Le  nombre  des  changements  de  forme  des  expressions  des  vitesses 
ou  des  contractions  t',,  v2,  jt,  y2  serait,  comme  on  voit,  infini  pour  un 
accroissement  fini  quelconque  du  temps  si  ~,  était  infiniment  petit; 
c'est-à-dire  si  l'une  des  barres  ou  parties  de  barre  était  ou  infiniment 
courte  ou  infiniment  roide,  ou  si  elle  était  comme  une  masse  vibrant 
en  bloc  et  non  par  tranches  successives.  Cela  montre  bien,  comme 
nous  l'avons  dit  tout  à  l'heure,  que  les  solutions  en  termes  finis  ne 
sont  point  alors  applicables;  elles  cessent  même  déjà  de  l'être  quand 
l'une  des  deux  parties  est  seulement  très-courte,  et  il  faut  alors  recou- 
rir aux  solutions  en  séries  trancendantes  telles  que  (70),  plus  simples 
d'ailleurs,  en  général,  quand  le  temps  devient  un  multiple  très-con- 
sidérable de  celui  zt  =  ~  que  le  son  met  à  parcourir  la  partie  a{. 

9.  Problème  du  choc  mutuel  de  deux  parties  a,,  a2,  de  grosseurs  et 
de  matières  différentes  ;  ou3  plus  généralement,  de  leur  mouvement 
lune  avec  Vautre  lorsqu'elles  ont  été  animées  respectivement  d'un  bout 
à  Vautre  de  vitesses  V,,  V2  sans  contraction  initiale.  Détermination, 
d'abord,  des  valeurs  successives  des  fonctions  arbitraires/,  F. 

Il  faut  faire  alors 

(90)  9\ç=o,  «2<;=o,  jç=:'Wvf,  4-ri^^ 


Nous  prenons  toujours  l'origine  des  x  à  l'extrémité  libre  de  la 
barre  a,  le  plus  tôt  parcourue  par  l'ébranlement,  les  vitesses  étant 
comptées  positivement,  comme  au  n°  4,  quand  elles  vont  dans  le  sens 
de  cette  barre  à  l'autre  a2,  et  devant,  pour  qu'il  puisse  y  avoir  choc, 
être  telles,  quels  que  soient  leurs  signes,  que 

(91)  V,-V2>o. 

Dans  ce  cas  simple,  les  subdivisions  ou  scissions  d'intervalles  hors 
desquelles  les  expressions  changent  de  forme  sont  un  peu  moins  nom- 
breuses, parce  que  les  diagrammes  construits  comme  celui  du  numéro 
précédent  n'ont  plus  les  lignes  d'ébranlement  ponctuées  qui  partaient 
des  extrémités  libres  x  =  o,  x  =  at  -+-  a2.  Les  fonctions  f ,  F  se  ré- 
duisent en  même  temps  à  une  suite  de  constantes,  en  sorte  qu'on 
peut  effacer  Ç  de  leurs  désignations.  Les  six  formules  (79)   et   (81) 

38.. 
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se  réduisent  à 

^  I      f     /«.+2«.\_   _V'     (a>  \-lL 

Et  les  huit  formules  (84)  à  (87)  donnant/',,  F'2,  ainsi  que  les  huit 
autres  qu'on  en  déduit  par  (88)  pour  F',,  /'2,  se  réduisent  aux  deux 
doubles  formules  suivantes,  qu'on  aurait  pu,  au  reste,  tirer  directe- 
ment des  promotrices  (82),  et  de  (92), 


3fl,\        2rV2  — (r  — i)V,  V,         I-/V-V., 


1    \  -    r   h, 


Ces  expressions  (92),  (g3)  ne  nous  conduisent  à  calculer  les  vitesses 
et  les  compressions  que  jusqu'au  temps  t  =  ix. 

Pour  pouvoir  aller  jusqu'à  t  =  2Xt  ■+■  2r2  comme  au  n°  4,  il  faut 
que  nous  déterminions  les  scissions  à  faire  subir  aux  accroissements  2a, 

et  —  2  —  a,  que  les  promotrices  (82)  donnent  aux  variables  Ç  de/  et 
de  F'2.  Nous  y  arriverons  avec  sûreté,  i°  en  ce  qui  regarde/'  ,  en  ran- 
geant dans  chaque  cas,  suivant  leur  ordre  de  grandeur  croissante,  les 
temps 

*  =  T|,   3t(,    5t,,   T,+2T2,    7T,,    3T|  +  2T ,    (a/,  -+-  i)t,  -+-  2J,T„..., 

où  l'ébranlement  partant  en  deux  sens  du  point  de  jonction  x  =  a{ 
se  réfléchit  à  l'extrémité  libre  X  =  o  de  la  première  barre;  d'où,  en 
multipliant  ces  temps  par  k, ,  les  valeurs  suivantes  de  la  variable  de/ 

x  -4-  /-,/  =  a,,  3rt,,  5«„  a,  ■+■  2-7^0,,  7<7,,  3«,  -1-  •-?.  -^ «„...,  (21,  -+-  i)fl,  -h  ar,  — a„.  .. 

20  En  ce  qui  regarde  F'2,  en  rangeant  de  même  les  temps 
t  =  T2,      27,  +  t2,      4^,  H-  t2,      3t2,... 
des  réflexions  qui  s'opèrent  à  l'extrémité  libre  x  =  a,  -+-  a2  de   la* 
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deuxième  barre;  puis  en  prenant  les  excès  de  aK  -+-  a2  sur  les  produits 
de  ces  temps  par  &2,  ce  qui  donne  pour  les  valeurs  successives  de  la 
variable  de  F' 


k^t  =  flr,,      rit  —  2 


*, 


li2nz  —  ?. i,    -  «,,. 


a-,— 4y-«u     fl|— 2tfs,..., 

En  effet,  ainsi  qu'on  l'a  dit  au  numéro  précédent,  analogiquement 
à  ce  qui  avait  été  remarqué  au  n°  4,  ces  deux  suites  donnent  les  va- 
leurs des  variables  x  +  ktt,  x  —  £22  de^j  ,  F'2,  entre  lesquelles  ces 
fonctions  conservent  les  mêmes  grandeurs  constantes,  et  au  delà  ou  en 
deçà  desquelles  les  grandeurs  dey!  ■>  F'2  changent  brusquement  [*]. 

(*)  La  figure  ci-dessous,  dont  je  me  suis  servi  lors  de  la  présentation  de  ce  Mé- 
moire, achèvera  au  besoin  de  faire  comprendre  ce  qui  vient  d'être  dit. 


ax+ia^Cl^ék}^ 


ai+202+2A2T, 


5a 


x— frj<=— «,  '*s. 


aj— ïflj  \  ^-v. 


A, V:::-v.     ^v-_ 

"'•■>■.  x 

Elle  est  relative  au  cas  où  2t,  <C  ?.t,<C  3t,.  Les  lignes  pleines  inclinées  sont  ton- 
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Voici  un  tableau  qui  donne,  pour  les  diverses  relations  de  grandeur 
de  T2=-àT,=  7)  l'ordre  dans  lequel  on  doit  ainsi  prendre  les  di- 
verses  limites  de  scission  des  accroissements  successifs  des  variables 

'Ç  =  oc  -t-  k{  t,     'Ç  =  oc  —  ka  t 

des  fonctions/;  ,  F'2  occupant  les  premiers  membres  des  deux  formules 
promotrices  (82). 

On  y  a  ajouté  comme  première  ligne,  pour  le  compléter,  les  limites 
inférieures  des  mêmes  variables  dans  les  expressions  (92)  : 


jours  celles  dont  les  ordonnées  donnent  les  x  des  emplacements  actuels  des  deux  points 
d'ébranlement  pour  chaque  instant,  ou  pour  chaque  abscisse  t  comptée  sur  OT;  et  les 
quatre  lignes  ponctuées  en  zigzag,  dont  chaque  système  est  contenu  entre  deux  paral- 
lèles ponctuées  de  même,  donnent,  par  leurs  ordonnées,  les  x±A,t  (points  ronds),  et 
les  .rdb/.,/  (points  longs)  qui  y  correspondent.  On  aperçoit  bien  que  ces  ordonnées 
ont  pour  limites  successives,  savoir,  les  x  -+-  /-,/,  celles 


/ 


et  les  x  —  h -J,  celles 


2/,Tj  —  a,  —  2  —  a} 


des  parties  horizontales  de  deux  des  lignes  brisées  ponctuées  répondant  aux  deux  par- 
ties des  lignes  brisées  pleines  qui  représentent  la  marche  des  points  d'ébranlement,  et 
nous  savons  (n°  3)  qu'entre  ces  points  les  fonctions/',,  F\  ont  à  chaque  instant  des 
valeurs  constantes. 


(94) 
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3o3 


TEMPS   t. 


LIMITES   DE   SCISSION 


de 
variable  de 


/; 


3-, 

5t, 

9", 
ii-, 
.3- 
i5t, 

•7", 
'9', 

r,  +  2T2 
r>r,  +  2T2 

7*1+»*. 

9t,  +  2t2 


3«, 
5a, 

7«i 

9", 
i  i  a[ 
13  c/, 

•7«i 


*,+4t, 

3t,  +  4t, 

5t,-}-4t:j 

t.H-6t„ 


3ff,H-  iyV/., 

-  2 

5  <7,  ~\-  2  -~  (t., 


<lc 
x  —  A.,t, 
variable  île 


F',. 


3rr,H  4*1^ 


5  a,  i  4-rfla 


a,  4-  ", 


"i-   2^", 


a,—  4^ff, 


<*—  lofai 


<7,  —  I  G  -~  (7, 


(7,  —  1 8  -y  "\ 


a\  ~  2  ffj  -îr  tf( 


«,  — a«2— 4^2a, 

<7,  —  '2  ff,  —  6  y^  <7, 


a.-a^-S-^a, 


ORDRE   DE   LEURS   GRANDEURS   DANS  LES   CAS 


/,  -/, 


!".. 


<7,  —  ;j  a,        2  —  «, 


",  —  î  "j  -  4  f  ", 


<7,-r-6-jr  flt,     ",  — ■  Cul, 


V 


V 


V 

M 

V 


V 


V 


V 

v 


11 


i3 
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En  considérant,  par  exemple,  la  sixième  colonne  de  chiffres,  inti- 
tulée 2T,  <  2T2  <  3t,,  l'ordre  i,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10  qu'elle  indi- 
que est  bien,  quand  r,  et  t2  ont  cette  relation,  celui  des  grandeurs  des 
temps  t  =  o,T,,  3t,,  t,  4-  ixK,  5t,,  3r,  -h  2j2,  ..  inscrits  dans  la  pre- 
mière colonne  du  tableau,  et,  par  suite,  des  x  -+-  k{  t,  oc  —  k.2t  corres- 
pondants, dont  les  valeurs  sont  inscrites  dans  les  deux  colonnes  de 
limites  de  scission. 

Dans  chaque  colonne  de  chiffres,  il  ne  peut  pas  y  en  avoir  plus 
qu'on  n'en  a  mis,  et  les  suites  sont  essentiellement  bornées  tant  que 
le  rapport  de  grandeur  de  t,  à  ra  n'est  pas  plus  déterminé  que  par 
les  relations  telles  que  21,  <  2t2  <  3t,,  etc.;  car,  en  prenant  encore 
pour  exemple  la  sixième  colonne  qui  porte  ce  titre,  il  est  évident 
qu'après  le  temps  t  =  3t,  h-  4t2,  qui  répond  au  chiffre  10,  on  aurait, 
si  l'on  continuait  par  grandeur  croissante,  l'un  ou  Vautre  des  temps 
1  =  9T<  et  *  =Tf  -+-  6t2  qui  répondent  aux  guillemets  mis  à  la  même 
colonne.  Or  on  ne  sait  pas,  d'après  une  pareille  relation  de  grandeur, 
donnée  entre  z,  et  t2,  si  l'on  a  91,  >  ou  <-,  +  6t2,  car  c'est  la  même 

chose  que  t2  <  ou  >  |  t,,  et  l'on  ignore  lequel  des  deux  a  lieu,  puisque 

4  2  3 

^t,   est  compris  entre  ^t,  et  -  t,  ,  limites  entre  lesquelles  peut  varier 

t2  par  hypothèse.  La  suite  des  rangements  par  ordre  de  grandeur  a 
donc  dû  être  arrêtée  au  chiffre  10. 

De  même,  dans  les  autres  colonnes  de  chiffres,  les  guillemets 
répondent  à  deux  valeurs  de  t  de  la  colonne  des  temps,  dont  l'ordre 
de  grandeur  mutuelle  est  incertain,  ce  que  l'on  reconnaît  si,  en  les 
retranchant  l'une  de  l'autre  et  divisant  par  le  coefficient  de  t2,  la  frac- 
tion qui  affecte  alors  t,  est  comprise  entre  celles  dans  les  limites  des- 
quelles- peut  varier.  Gomme  on  ne  sait,  ainsi,  lequel  de  ces  deux 
temps  est  le  plus  grand,  on  doit  les  retrancher  l'un  et  l'autre  de  la 
série  ainsi  que  tous  les  temps  plus  considérables. 

On  voit  que  pour  avoir  les  valeurs  des  fonctions  f\  ,  F'  /'  ,  F'  . 
quand  le  temps  croît,  il  faut  faire  de  plus  en  plus  de  ces  distinctions 
de  grandeurs  relatives  de  t,  et  ra  dont  Cauchy  a  donné  le  premier 
exemple  par  sa  distinction  (n°  4)  des  cas  a,  >  ia,  et  a,  <  ia,  quand 
A",  =  k3. 


PURES  ET  APPLIQUÉES  3o5 

En  scindant,  suivant  ces  séries,  les  accroissements  iat  et  —  a  -rcix 

"t 

que  les  formules  promotrices  (82)  apportent  aux  variables  des  fonc- 
tions j [  ,  F\,  occupant  leurs  premiers  membres,  les  variables  des 
fonctions  ¥'nJ!1  qui  se  trouvent  dans  les  troisièmes  membres  reste- 
ront dans  les  limites  pour  lesquelles  ou  a  précédemment  ob'enu  les 
expressions  de  ces  dernières  fonctions. 

On  trouve  ainsi,  en  faisant,  pour  abréger, 

V,  — V2  =  W, 

V'~V2— W        I  ~  r  IV       V  \  —  VJ'     '''"^'iV       V)  —  W"     ^-^—  (V— V)  — W" 
(95){vi-V2_  i-r     _  (i-^(y      vn_W"    L'JZrr^-V^-W'" 

■wm,  ,-^  (v.-v.)  =w' ,  ^4^  (v,-v2)  =w;v, 


[H-r}»  w'(i  +  r)jV    '         •  '"'  (i  +  r)< 

les  formules  ci-après  (98)  à  (in),  que  nous  faisons  précéder,  sous  les 
désignations  (96)  et  (97),  de  celles  (92),  (93)  précédemment  trouvées, 
afin  de  rendre  le  tableau  complet  (voir  aussi  après). 


Cas  généeal  -^<-^  (ou  t,  <  t,  )  sans  autre  détermination 

A,  iï2 


(9«) 


aj;  \":\  =-»*, r,  »-;;;.  =v„ 


2/  |  =  —  2A2FS  |  =  V,  , 

J  2     I  a.  \  \  ns  -+-  a. 


(97) 
ikj'   !  3"'  !  =  -9J,F'    i  ~3"'  |=V,+  — ^(V,-V,)  =  Vl-2rW,=Vï  +  W;  . 

2*,/;  )^  +  2^+2r/'L-,/2F;lrtl-?Trt|Lv2+2^=v,+vv;  =  v2+,w,; 

f  /7.  -4-  on...  \  I  rt,  / 


I  (7,  -f-  2/Zj 

l'orne  XII  (o.K  série  .  —   Volt   1867.  ^9 
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(98)      Cas  2  -^  <.  -r  (ou  2T>  00.  fomme  (96  j,  (97);  et,  de  plus  : 


i  r  **      \  l  r  **       \ 

2*s/;  '    1='— a*,rJ         .'    >=v2-t-2w;,; 

[  «1  -4-  2«j  H-  2  —a,   1  f  «,  —  2  —  <7,  1 

1  Ai/  n i  ' 


(99)      Cas  3-^<<-A   t0mme  (9^)>  (97)»  (9^   '  et'  déplus: 


\la<  =_2ft|F',  j     la'  =v2+w;;;, 

a,  -+-  2«2  -+-  O  —  «,  i  {a, —  D  —  «1 

j  =  -2X,F'2  '       # 

a,  -i-  2«2+  4  "r  a'  1  /«i—  4t-'7i' 


(100)      Cas  4t<"T'  comme   (96),  (97)?  (98),  (99);  et>  de  P,us 

2A,/'   |7«,S~  '    '  |-7«.i  "' 

*«       )  o  *' 


2*,//  {  x  =  -2*2F'2  ^       ;=V,-f-2W^; 

«, -f- 2/72H- 6-j^a,  j  |a,—  6-^a, 


(101)       Cas  5^<  J,  comme  (96),    97),  ^)8),  (99),  (100);  et,  de  plus 


1   9fl>  S  i  -9a-    » 


«1  -+-  2«2  -+-  10  —  a,  i  la,  —  10  — o, 

|o,  -j-  2«2  -4-8  —  a,     }  \a,  -    «—  a,    } 
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102)    Cas  y<  -~  <  2  -p   comme  (96),  (97);  et,  de  plus 

\ôa,~h2Tia'i  \~6(lt~'1T2a'\     /v24-4rw,/  +  w;;;  =  v1-2rw'; 


2*./,  ,  =  -2*,  F,  }=(VÎ-+-W  =  V, 

i       ,  '        I  1  "1 

I  «,  -+-  2  —  «,    1  1  —  «,  —  2  —  a2 

/       ,       *5      1  /  *»     \ 

«1  -+•  l\a2-\-  2  —  «,  1  la, —  ia2  —  2  —  a,  \ 

I  l  I     j  v2—  2w;+îW*=v,-  4^-w;, 


<?i  -<-  4<3' 

tf,  -j-  2«,  4-  2— -  a,}  \  a, —  2— -rt, 

(io3)      Cas  2-^<l-^<C  3  -^  comme  (96),  (9"),  (9#)j   et,  de  plus  : 

i7"1    /„  j  i-7"1    /    )    (v24-4''W,/+v:=v1-2/-w:, 

2 *i/,'  {  «1  4-  2  -r  "2  >  =  —  2  / ,  F',  |  —  «,  —  2  ~at  \  =  ] 

1  ]  l     (v2+w;;;, 


5c/,  |  '  —  5<v, 

5«,  +  2^«2i  |-^-*T-.j 


\9a>  U-a^F'/-^' 


3  «!  -+-  2  —  «o  1  i  —  3  «,  —  2  — -  a2  L 

7«,  !  >  —  7*7,  / 

a,  4-  2«..  -+-  o  —  a,  I  I  <7,  —  0  —  «i 

,  v2  —  ?.  w;,  +  2 w;;, = v,  —  4  r  w;„ 

2/ •■./,    •  «i  +  4<?i  >  =  —  2/  .  F,  (  <i,  —  2«2       )  =  l 

1       l  "  /.       1       fV.+  aWl, 


a,  4-  2<7,  4-  4  ~  a\    ]  [  ai  —  4r"' 
«,4-  4fl24-  4  T  °i  I  rt> — 2<,/2 — 4t»i 

'    j  l  i  v2+8/-w;//— H/ u; 

8   ""2         I  o      - 

—  <7,  J  1(7,  O  —  <7, 

2  /'2  /,'  {  '      ,  =  -  2  /-2  F',  j  }  =  <  V,  4-  8r  ww  -  4  r  w?, 

/  "2  I  "- 

a,  -i-  4^'j       2  —  a,  L  je/,  —  2/7,  —  2  —  «, 
"il  "  1 

1  I  1        l  v, KrW     • 

f    "  2  1  »  ■        - 

a,  -f-  2fl2H-  <>  7-  "1  |  "y  —  D7  a( 

«"i        y  *'i 


i,,. 
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lo4)      Cas3^<^<4^,   comme  (96 J,  (97),  (98),  (99);   et,  de  plus: 

*,  ,,  ivî  +  4-w,/  +  w;;;=v,-4rwlï 

2*1/1        «1  "+-  2  7"  °i  !  =  ~  2  h  '  F  1       —  «1  —  2  —  fl2      = 

2  2  (v2  +  w;v% 


I  —Ha.  i       (  Vï-+-8rW'  +WJ 

l  — n  i  v  )  a-         —  ; 


2*i/i'    ''2         ,         *'        /=  — 2^,F'   /         ,  a", 


9«,                       /  1  —  9«r, 

«,  -+-  2«2  -4-  b  —  ai  I  I  «,  —  O  -  «, 

"il  1                 "il                                   / 

(  V2  — 8rWir 

1                     x .      i  j           /:■      t       '    2  +  a    ,v  ' 

f  a,  -f-  ?.«2-f-  6  —^  a,  I  [  «,  —  (i  — -o,  1 

\                             «1        I  \                «1        / 


*a  X-, 

a,  +  2«, +  IO-//,  j  l  «, —  10-  a, 

'  V2  +  32^WV 


2/,/;  {  .  h      \—  aXaF,  a-2 

]«.+  4««+aï;«.  |  '    M«,-2«2-2-«,(       (Vî_2W;  +  2Wjr, 

«,  4-  2«2  +  8-'rt|  a,  —  8  —  at 

A,  '  \  A", 

io5)      Cas  4  "r  <"r  <  5 -^   comme  (96),  (97),  (98),  (99),  l  I  00);  et,  de  plus 


I  1  (7, 


2  A,/'  ,  A',  =   —    2A-,  F',    /  A',  \  — 

9«  /  —  t)«, 


v,  —  w;;  +  w;  =  v,  4-  4  /•  w„  +  w; 


*.       J 

1 

*, 

«1    -f-  2*7., 

+  io-«J 

—  IO-«i 

«,  4-  4«2 

=  —  2a-2f; 

r 

—  2nr5 

c/,  4-  2rtj 

-1-  8  —  «,     1 

[«, 

—  8  — '  ", 

A| 

! ■  /    /  /  /  =  —  2  *j  F,  t  t  =  \ 

|*i+  f«  [  ■  |«i  — a«i      [     |  v,-i-  ?.w;v  : 
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(106)     Cas  2t-<C2t-<C3t"'  comme  (96),  (97),  (102)  ;  et,  de  plus  : 


*s 


a*./; 


3a, +  4  —  a2 

5  a,  -+-  2  —  a2 
A  2 

a,  +4-  a2 

Ja,  -f-  2  —  a2 


=  —  2  *,  F',  * 


—  3  a,  —  4  7~  ^2 

"s 

£-  A", 

—  5rt,  —  1  —  flj 

—  7*. 


a,  —  4r« 


*5  "2 


3a,  —  2  — fi. 


v2  +  w;;-4rw;-t-8/-w;'v 

Vî-t-W;  —  2rW"v 

v,,  -4-  w; 

v2  +  2\v;  —  w;;;, 


a,  -4-  6a,  -+-  n—  a, 
a,  H-  4^2-1-  4  7-  "1 

2 /,/;  |  ./!', 

a,  -t-  2«j  -4-  b—  a, 

a,  -+-*6a2 

a,  -4-  4«2-t-  2—  a, 
Ai 


a,  —  4rt2  —  2  —  a, 

l  a,  —  2«2  —  4  T~  fll 


2  A,  F'.,  <  .  /  2 

a,  —  b  —  a, 
ni 

a,—  4"2 


/,, 


v2+2w;;/-i-i6rw'IV 

Vj  +  îW,-  4rW'^ 
V2  +  2W,-  2W*W; 


a,  —  2«2 —  2—  a, 

A", 


(107)      Cas  3  j-<C  3-^<<4-r'   comme  (96),  (97),  (102),  (i  06)  ;   et,  de  plus  : 


/, 


/, 


\ 


\9a>  1  |— 9fl> 

#1/,'  <  «1  +  6  "T  «2      ,  =  —  2  #,  F',  (  —  a,  —  6  -^  a2 

1  "2  I  I  "2 


3a,  -4-  4  7-^2 

A"  2 


ia,  —  47-fl2 


v2  +  4/-w//-+-  w;;=  v,— 4^w"v 


2*,/; 


O    "2 

a,-(-  2a2H-o  —  a, 
a,-f-  8a2 
a,-4-ba2-f-  2  —a, 


2/-,  F',  , 

4  'a, —  ba2 


)  v2  -+-  2  w; 


a, —  4a2 —  2  —  a, 


3io 
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(108)      Cas  3 -^<<  2-^-<4tL'   comme    :q6),  (97),  (102);   et,  de  plus 

fi \  ri;  ri  \  '  *  * 


9«, 
5a, 


2*2/,'  (        .    /  *i         )=  —  2/5-,  F' 
«,  -4-  4  7- «2 

3«,  -4-  2  —  «2 


-9«, 


*■ 


5  «7,  —  2  •—  «2 

A2 

,*, 

—  «,  —  4 —  «2 

—  7«, 

-  5at  —  2  —  ax 

"2 


V2-f- W"  —  4rW„  -4-  8rW* 

v2-t-w;  —  2rW* 
v2  +  8>-w;;;  +  w;;: 
v,+  2w;-w;;;, 


«,  -4-  2«2+  8  —  a, 


2  /  if' 

2y  *    \al-hba-2 


«,  -I-  2«,4-  6  —  <?, 
a,  +  4«2  -4-  2  —  a, 


=  —  2/2  f; 


A\ 


a,  —  2«2 —  4  7~  a\ 


a{—  4  «2 


b  — «, 

"1 


<7,  —   2<72  —    1  —  ûi 
A", 


va  -4-  4  w;,  -+-  4  rw",  —  ?  wT, 

|V2  +  îW,-  4rWÎ, 

V2-+-8rW„,-4r\v;T 
V-,  4-  2ÏÏ,-  aTVl. 


On  voit  que  dans  chacun  des  cas  particuliers  à  partir  de  (98),  l'on  ren- 
voie, pour  les  premiers  et  plus  petits  intervalles  non  mentionnés  des 
valeurs  des  variables,  à  des  formules  déjà  établies,  relatives  à  des  cas 
précédemment  traités.  C'est  que  ceux-ci  comprennent  implicitement 
ceux-là.  Ainsi  : 


le  cas 
général 


°9, 


2T,«<T2 

qui  comprend 


.  ( 

■oiii|.i.-n.i   '  qui  comprend 


3t,<^Tj 

qni  comprend 

2t  2t,o2<;3ti 

qui  comprend 

2T,<^2T2<3l 

qui  comprend 

i\     3t,<12t2<^4'1 
qui  comprend 


4*".02 

qui  comprend 

et     3ti  <^t2<^:|  t, 
qui  comprend 

|       4t1<>t,<;5t1, 

(et    5t,  <2t,<^6t,. 

3t,<;3t2<4t1, 

et     4t><3t2<5t,. 

6t,<^4t2<C7t^ 

et     7T,<l4Tj<<8'r1. 


5t,<t„ 
e1     4T'  <CTa<C.5T,. 

(>t,<;2t,<;7t1 

Cl       "T,  <^2Tj  <^8t, 
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Réciproquement,  chacune  des  relations  d'inégalité  qui  sont  écrites 
vers  la  droite  de  ce  tableau  (109)  entraîne  celles  qui  sont  à  sa  gauche. 
Par  exemple,  3t,  <t2<4t1  entraîne  évidemment  3t1<t2  qui  en- 
traîne à  fortiori  2T,  <  t2  qui  entraîne  t,  <  t2.  Toutes  les  expressions 
(96  ou  97),  (98),  (99)  de/J  ,  F',,  /;  ,  F'2,  déjà  obtenues  pour  ces 
trois  derniers  cas  plus  généraux,  conviennent  donc  pour  le  cas  plus 
déterminé  3t<  <  t2  <  [\x{  ou  3  ~  <  ~  <  4  j\  en  conséquence  elles 
ont  pu  servir  par  substitution,  dans  les  troisièmes  membres  des  pro- 
motrices (82),  à  calculer,  pour  ce  dernier  cas  (108),  les  nouvelles  va- 
leurs àef[  ,  F2,  et,  par  suite,  de  F\,f'2  qui  y  sont  rapportées,  et  rela- 
tives à  des  valeurs  plus  considérables  de  leurs  variables,  ou  dont  les 
limites  sont  plus  grandes,  positivement  ou  négativement. 

Les  expressions  (97),  (98),  (99),  (100),  (101),  et  les  expressions  (102), 
(io3),  (104),  (io5),  peuvent  au  reste  être  déduites,  comme  cas  parti- 
culiers, des  formules  générales  suivantes,  démontrables  directement, 
et  où 

i 

représente  un  quelconque  des  nombres  1,  2,  3,  4»  5, 

(l  IO)      Quand  iz  <,  T2,   ou   1  —  <_  —, 

A'i  n5 


;ar-+-i)a,  1  ,  j  —  (a/'  +  ija, 

11  —  i)«,  S  \  —  (11  — 1}«, 

"2  A*  9 


„,  1     2(  -t-  1  1  a,  1  ,       .  i  —  rj.t  -\r  i\  ax  1  t;\ 


a,  +  2fl,+  2i-a,  1  «1  —  2/— «, 

a,  -t-  2o2  -4-  (2  /  —  2j  —  a,  »  r  a,  —  (2?  —  2)  — 

/•,       !  1  /-, 

(il  l)     Quand  /t,  <  T2  <  (l  +  l)xn   ou  i-l  <  —  <  (/  4-  l)jp 

(2/  H-  3)  a,  \  l  —  [21  -I-  3)o, 

*.  .  -'  *i      (       (vî  +  4',W/7  +  WÎ!:î)); 

2*,/,   {«,  +2  — «,}=—   2/-.F,   \  —  fl,—  2— «!,>  = 


(  2 1  4-  1  )  a,  ;  [  —  (  2  î  -4-  J  )  a, 

«  _i_  o/»._t_  (ai-+-  ^)~a A  [a,  —  (2/  -t-  2)7^0,  . 


2  Â^/,'  ^  «,  -+-  4  a*  )  ==  —  2  A-2  Fj     «,  —  2  fl 


*,  .*,  (V,+  2W^ 


2(I24-2(-fl,  fl,  —  21 

/"  I  A'  1 


(«  +  D  ' 
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i  et  V  étant  un  autre  nom-  l  <^  i  pour  les  intervalles  supérieurs, 

(l  12)    Quand,  idem,  \  ^  ■  ,      •  .        ,,      ■   <■    • 

v  /     ^  *  ^        bre  entier  J>  o,  et         (  <^  /  -|-  i   pour  les  intervalles  inférieurs, 

[ai  H-  ai'  4-  3)«i 

*■      F 

2/",/,'    {  (2/'  -t-  l)«i  -H  2  ■— «2  >  = 
A,         1 

2i  -f-  ai'  4-  ï)  a,        l 

2/  +  ai'  -+-  3)  »,       \ 

....  *,  V,  —  4   i'  4-  i)  rW  f+1  4-  W  i+I-+1   , 

-a*,  F,    -    2/' 4-i)  ",-2 -«2  >  =  J 

2/4-  2./'  -H  i)  «i  / 

I  «,4-  aflï  4-  (az4-  a/'4-  a)  — «i  ] 

J  X2 

2/2/2'  {  «.  4-  4"v  4-  ai'  —  «■  }  = 

,    ■  -\*>  ) 

ax  4-  2«24-  (n  4-  ?./')  —  «, 

\  *i 

la,—  [ii  -h  2i'-h2)  —  a,  j 

I  I  /    17  117(«'-t-l)  O    •>        1171''-    ',         ,  1I7('-^' 

=—'■'•  «.——  ï;*        -(Tl_,w|a.,  +  8(i'-.)n»JÎ3î  +  .wRa, 

U,-(2i  +  2i')-a, 

En  effet,  la  première  des  formules  (uo)  se  démontre  au  moyen  de 
la  première  promotrice  (82),  donnant 

j(2/4-,)^|=._^ZZ2,|F/ 


l3/ï'^i  |(ai  —  r)a,  j  1  4-  r  l}  —  {21  —  3)  a,  I 

Il  3)    {  (<7,4-2J-irt1    qui  est    <^a,  4-2rt2    vu  que    2  /  —  <  2  j- 

ir         ,     ,,  1  *i  ' 

F  a,  4-  (ii  —  l)-r-ax     qui  est    ;>«, 

l  «  i 


Moyennant  la  substitution  ainsi   faite,  aux  limites  trouvées  pour  les 

i  '  l  «1-4-2*1 

variables  des/2  "il  second  membre,  des  limites  plus  étendues  g  1 

nous  pouvons  y  remplacer  le  zk%j\  par  Y2,  d'après  la  formule  (96). 
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Remplaçant  aussi 


F 


j  —  {zi—  i)a,  )  ,,  (  (2/  —  i)at  ) 

M-(2/-3)«,  j      par  J*  i(2/-3)a,r 


qui  lui  est  égal,  d'après  (80),  et  faisant  successivement  i  =  t,  1,  3,..., 
nous  avons,  vu  (96)  1 kKj\  J  "'  '  =V,, 

Pour      T)<î„2i,/;{^j=l^y1  +  ^.Vs; 

y  '  (  (21  —  l)a,  \         i  +  r  J  i  I  (2/  —  3)fl,  I         H-  r 


V.,. 


Ajoutant  entre  elles  toutes  ces  équations,  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par 


1  —  r 


'—'  t  —  »A  '— »  /1  —  »-\  '— < 


,...,  ___  —  ! 


I  -4-  r]  \\-\-  r]  \\  +  /• 

tous  les^j  disparaîtront,  hors  celui  qui  est  dans  le  premier  membre 
de  la  dernière,  car  comme 

it\  <C  *2     entraîne     (/  —  1)7,  <  T2,.  •  •,       2x,  <<  T2,      T,  <  T2, 

le^j  du  premier  membre  de  chaque  équation  a  la  même  valeur  que 
ley,'  de  même  nom  du  second  membre  de  la  suivante.  Et  comme  on  a 

1  —  r\  « 


1+/-        \H-'"/  \I+/-/  1  —  r  2/-    L  V  +  'V   J 

1  _  i  4-  r 
il  en  résulte 

»*./;  !i2;+'!',,!  =  (— Y  v, + fi-  (-i-Y~k, 

,-/1  ((21  — 1)«,  )      Vu-'/  L        \I  +  r/J 

ou  précisément  la  première  formule  (110). 
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La  deuxième  formule  (no)   s'obtiendra  de  la  deuxième  promo- 
trice (82),  en  mettant,  pour  le  2k  t  ¥\   J^Z  3 !*' !  (\uon  aiira  dails  ,e 

dernier  membre,  ce  que  donne  la  première  (no)  avec  i  —  1  mis  au 
lieu  de  z,  ce  qui  est  permis,  puisque  it,  <  t2  entraîne  (1  —  1)  t,  <  t,. 
La  première  expression  (111)  se  tirera  de  la  première  promotrice  (82) 


fournissant 


I  /(ï/  +  3)a,\  /  —  (2i-f-i)fl,\ 

I  ^2      !  >  —  r     ,  —   1  *.  ( 

2  /,/j  <  a,  4-  2  —  «2  >  = -—  2/,F,     a,-2-rtJ      >  -+- 


(2/  4- 1)«,  ;  \  —  (2/  —  1)  «,/ 

l  «, -4- (21  •+•  2)~  û|      qui  est      <^<7É  4-  2rt2  -f    2 -^fl, 
2  r  I 

1  +  r  M 

fl,  +  2(-  «1  qui  est      ^>  ", 

ni 


car  on  peut  remplacer  le  2A,F't  du  second  membre  par  sa  valeur  que 
donne  la  première  formule  (1 10),  sans  avoir  besoin  d'y  considérer  la 

limite  intermédiaire  a,  —  2  -^  a2  et,  moyennant  la  substitution  qu'on 

voit  que  nous  avons  pu  faire,  dans  le  2k2J'2  ,  de  limites  plus  larges  et 
qui  sont  celles  de  sa  variable  dans  (96)  et  dans  (97),  on  a,  pour  ses 
valeurs,  V2  dans  l'intervalle  inférieur,  et  V2  +  2W,  dans  l'intervalle 
supérieur.  Ces  substitutions  donnent  précisément  la  première  expres- 
sion (1 1 1).  La  deuxième  se  déduit  d'une  manière  toute  semblable  de 
la  deuxième  promotrice  (82),  dont  le  dernier  membre  contient  les 
mêmes  F,  ety.2  • 

La  première  expression  (1 12)  se  déduit  de  la  première  promotrice, 
donnant 
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il  4-  2i'~h  3)<7,         \  |  —  (21  4-  11'  4-  l)«7, 

,    .,         .  k,       I  1  —  r     ,     .  1        ,  ,  ^1 

2  a,/       21   -f-  1)  «,  +  2  —  «2  >  =-• 2X,F,  <  —  (2i/-f-  1)  rt,  —  2  — 

*v2      l  1  4-  r  1  2 

21  -h  ii'  -h  i)at  I  [  —  (21-4-21' — l)<z, 

1  I  5  )  <  a,  +  (2/ 4-  2i'-h  2)^(7,      qui  est     <^  a,  4-  2a,  H-  (21'  H-  2)  -p a, 

2r        /    /•'  )  ■/  *2 

— ■ —  2Aj/    \  «,  -+-  2a7  4-  2*'  —  a, 

I  ^  ». 

«j4-  (2ï  4-  2/')~«,  qui  est     >>  a,  4- 2a» -4- (2»"  — -  2)TÎ«, 

Moyennant  la  substitution  de  limites,  ainsi  faite  comme  conséquence 

de  ii  —  <  2  -^  et  de  2  (1  H-  1)  7^  >  2  ~>  la  partie  inférieure  et  la  partie 

supérieure  du  2k2f2  seront  données  par  la  deuxième  formule  (r  10)  en 
y  faisant  successivement  i  =  V  et  i  =  V  -+-  1,  ce  qui  est  ici  permis,  puis- 
que, pour  ces  deux  parties,  i'  est  respectivement  supposé  au  plus  égal 
à  i  et  au  plus  égal  à  i  —  1  ;  en  sorte  que  zt,  <  t2  entraîne  respective- 
ment z't,  <  t2  et  («'  -t-  1)  t,  •<  T2. 

Quant  au  F't,  supposons  un  instant  que  la  première  formule  (1 12) 
que  nous  voulons  démontrer  le  soit  déjà  pour  une  valeur  de  i'  infé- 
rieure d'une  unité  à  la  valeur  indéterminée  qu'on  lui  attribue  ici;  on 
aura  les  deux  parties  du  —  ikK  F\  en  remplaçant  V  par  i*  —  1  dans  le 
dernier  membre  de  cette  formule  (112).  On  trouvera  précisément,  en 
réduisant,  cette  même  formule  posée. 

Or  cette  première  formule  (112)  est  vraie  quand  on  suppose  i'  =  1, 

car  on  l'établit  alors  en  remplaçant  i'  par  1  dans  ce  qui  multiplie  — —  ■> 
et  en  mettant,  au  lieu  de  ce  qui  multiplie  •>  l'expression  démon- 

/_  (2/  +  3)  a,  \ 

trée  (1 1 1)  de  —  ikK  F\  <  —  at  —  2  y*»\.  La  formule  (1 12)  donnant yj  , 

\  —  (2/4-1)  a,    S 
et  aussi,  de  la  même  manière,  celle  qui  donne^  ,  sont  donc  prouvées 
pour  V  quelconque,  dans  les  limites  de  i  à  /pour  les  intervalles  infé- 
rieurs, et  de  1  à  *  —  1  inclusivement  pour  les  intervalles  supérieurs. 

Lo.. 
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Ces  formules  générales  (112)  ne  s'appliquent,  comme  on  voit,  que 
jusqu'à 


y; 


Il  -f-  1)  «,  +  2  —  a 


((4/  +  i)tf, 


et     F' 


a,  —  ia2  —  2t  —  <7, 

n'i 


(«,-4^*.  ) 


ou  jusqu'à  des  valeurs  des  variables  dey,'  et  F'2  qui  répondent,  dans 
le  tableau  (94).  à 

t  =  (2/  +  l)T,  -f-  2T2. 

C'est  là,  en  effet,  que  s'arrêteraient  les  chiffres  indicatifs  de  l'ordre 
de  grandeur  des  temps  dans  une  colonne  de  ce  tableau  intitulée 
ïTi  <C  T2  <C  [}  H-  0To  puisque,  tant  que  la  relation  de  t,  à  t2  n'est  pas 
plus  déterminée,  on  ne  sait  lequel  est  le  plus  grand  des  deux  temps 

(4/  -t-  3)  t,  et  t,  -(-  4t2,  qui  devraient  suivre. 
Pour  les  deux  cas 

27-<27-<37-'      3T<aT<47T' 


plus  particuliers  que  le  cas  (102)  -^  <  — '  <  2-^  qui  les  comprend,  on 

a,  clans  (106)  et   (108),  poussé  plus  loin  que  les  limites  supérieures 

3rt,  4-2-7-^2   et  a,  —  ia2 —  i-^aK    relatives  à  ce  cas  plus  général, 

celles  des  variables  dey,'  et  F'2,  en  appliquant,  à  partir  de  là,  les  pro- 
motrices (82),  qui  offrent,  pour  le  premier  cas,  dans  leurs  derniers 
membres, 


*-4t 


<7,  -f-  |  a 


K 


3*, 

5a, 


/,., 


/   et  y2 


*, 


4°. 


i" 


/m 


*. 


a,  -\-  ?a     u  2  —  a,  ; 

/•  1  ; 
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En  effaçant  comme  inutiles  les  limites  intermédiaires  <7,  —  f\  j-  a2 

k 
dans  F'n  et  at  -h  6  -^  a{  dans^  ,  les  valeurs  successives  à  mettre  pour 

ces  deux  fonctions,  en  commençant  par  les  intervalles  du  bas,  seront 

fournies  par  les  expressions  (102)  relatives  à  -^  <  j-  <<  2  j-î  et,  dans  le 

haut,  pour  le  dernier  intervalle  de  la  variable  de  F', ,  la  valeur  de  cette 
fonction  sera  celle  qu'on  aura  déjà  calculée  pour  un  intervalle  du  bas 
de  la  formule  (  1 06)  à  établir.  On  fera  de  même  pour  les  formules  (108), 
et  d'une  manière  analogue  pour  celles  (107). 

Les  limites  intermédiaires  qu'on  supprime  ainsi  dans  les  derniers 
membres,  et  les  limites  extrêmes  qu'on  remplace,  comme  on  a  vu,  par 
d'autres  plus  larges,  seraient  des  valeurs  de  x  -h  kK  t  et  x  —  ktt,  qui 
dans  la^zg.  89  du  n°  8,  répondraient  à  des  lignes  de  même  inclinaison 
ne  présentant  pas  de  marches  d'ébranlement  parties  du  point  de  jonc- 
tion A,. 

En  ayant  égard  aux  observations  qu'on  vient  de  faire,  et  en  ayant 
toujours  soin,  lorsqu'on  opère  des  substitutions  dans  les  derniers  mem- 
bres des  formules  (82)  que  nous  appelons  promotrices,  de  n'employer, 
parmi  les  formules  déjà  établies,  que  celles  qui  sont  relatives  au  cas 
où  l'on  se  trouve,  ou  à  ceux  dans  lesquels  il  est  compris  d'après  le 
tableau  (109),  on  évitera  toute  erreur  dans  ces  recherches  naturelle- 
ment compliquées,  et  l'on  pourra  obtenir,  aussi  loin  qu'on  voudra,  les 
valeurs  des  quatre  fonctions  F', y,  pour  des  relations  de  grandeur  dé 

plus  en  plus  déterminées  entre  r,  =  -^  et  t2  =  -r- 

ft'i  «a 

10.  Suite  de  la  solution  pour  deux  barres  de  grosseurs  et  de  ma- 
tières différentes.  —  Calcul  des  vitesses  et  des  compressions  aux  instants 
successijs.  —  Ayant,  par  les  formules  (96)  à  (108),  et  autres  analo- 
gues, les  valeurs  des  quatre  fonctions^  ,J'2  ,  F'13  F'2  pour  les  grandeurs 
diverses  de  leurs  variables,  on  peut  immédiatement  en  déduire  celles 
des  vitesses  v  et  des  compressions  j  : 

I  <>,  =  *,/;  (x  +  /-,  t)  -  *,  f',  (.r  -  #,  t),  y,  =  -/;  (x  -+-  k,  t)  -  r,  {x  - 1.  ,*), 

*  '  ï    '  [  v2  =  *,/,'  [x  +  *,*)—  *i  F'2  (■''  -  *«  f)>    h  =  —A  (*  +  *i  0  —  F'2  (.'  —ht), 
pour  des  valeurs  déterminées  de  x  et  de  t,  en  ayant  seulement  l'atten- 
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tion,  lorsque  ces  valeurs  rendent  x  ±  k,  t  ou  x  ±  k2  t  justement  égales 
aux  limites  où  la  grandeur  d'une  des  fonctions  change  brusquement, 
de  faire  cesser  l'ambiguïté  en  prenant  successivement  des  valeurs  de  x 
ou  de  t  infiniment  peu  au-dessous  ou  infiniment  peu  au-dessus  de  celles 
qu'on  voulait  leur  assigner. 

Mais  comme  il  s'agit  ici  de  déterminer  complètement  dans  quelles 
limites  successives  de  temps  écoulé,  et  de  situation  sur  les  deux  barres, 
les  vitesses  et  les  compressions  prennent  telles  ou  telles  valeurs,  nous 
construirons  des  tableaux  ou  diagrammes  semblables  à  ceux  qui  ont 
été  donnés  ci-dessus,  et  principalement  au  (89)  du  n°  8,  en  retran- 
chant les  lignes  inclinées  ponctuées  qui  sont  inutiles,  avons-nous  dit, 
quand  les  deux  barres  n'avaient  pas  de  compressions  au  moment  de 
leur  jonction;  et  nous  inscrirons  dans  leurs  cases,  comme  nous  avons 
fait  au  n°  5,  pour  le  cas  où  les  deux  barres  étaient  de  même  section 
et  de  même  matière,  les  expressions  de 

ikKj\{x  -t-  k,  t),     zktfl  (x  4-  k3t), 

ikK  F\(x  —  k,  t),     2k2¥'.2  [x  —  k2 1)\ 

tirées  des  formules  (96)  à  (1  1 1),  et  relatives  aux  valeurs  de  leurs  varia- 
bles, limitées  respectivement  par  celles  qui  sont  cotées  sur  les  deux  li- 
gnes descendantes  parallèles,  et  sur  celles  qui  sont  cotées  sur  les  deux 
lignes  ascendantes  parallèles  intérieures  ou  extérieures,  entre  lesquelles 
la  case  est  comprise. 

Voici  l'un  de  ces  diagrammes.  Dans  chacune  des  cases  on  a  inscrit 
l'expression  du  ik{j[  ou  ik2j'i  relatif  à  tous  ses  points,  et,  au-des- 
sous, celle  du  2A,  F',  ou  2Â:2F'2. 

Par  exemple  :  i°  Dans  le  triangle,  dans  les  trois  parallélogrammes 
et  dans  le  petit  trapèze  ainsi  que  dans  le  petit  triangle  compris  entre 
les  lignes  descendantes 

x  -h  k2t  =  at  -h  ia%     et     x  -+■  k2 1  =  a,  -+-  ia2  4-  a  -f  a,, 

on  a,  pour  valeurde  ik2j[,  ,  écrit  V2  -f-  2W,  parce  que  la  formule(97) 
relative  au  cas  t,  <  Ta,  qui  comprend  le  cas  3?,  <  t3  <  [\x{,  donne 


bien  cette  valeur  à 
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2h2J2    <  /, 

'  «,  -+-  la-. 


3ig 


(i'7) 


Cas  3t,  <^t2  <Z,  4^,. 


2°  Dans  le  troisième  de  ces  parallélogrammes,  ainsi  que  dans  le  petit 
triangle  et  dans  l'autre  parallélogramme,  qui  sont  compris  entre  les 
lignes  ascendantes 

x  —  k2 t  =  aA  —  6  T  at     et     x  —  k2 t  =  aK  —  2  rt2, 
on  a  écrit,  pour  ik2  F'2,  la  valeur  tirée  de  la  formule  (io5)  relative  au 
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cas  3t,  <t2</|T),  qui  donne 


a,  —  b  —  a,  l 

C'était  bien  en  effet  de  celte  formule  (io5)  qu'il  fallait  la  tirer,  et  non 
pas  de  la  formule  (101)  qui  est  relative  à  2;,  <t2<^  3t,,  et  qui  eût 
donné 

(         a  *■      ) 

2#2FJ  *,        =- V2H-4rWw. 

(  o,  —  ia2        J 

3°  Dans  le    trapèze,  les  deux  parallélogrammes  et  le  triangle  com- 
pris entre  les  lignes  montantes  a{  —  (\~  a{   et  aK  —  6^â„on  a  tiré 

/",  A", 

le  2Â-2  F'2  de  la  formule  (100),  car  elle  est  relative  à  3t,  <<  t2  qui  com- 
prend 3t,  <  t2  <  /|T,,  et  cette  formule  donne 

l  «,  —  b  —  «,  J 

art,  F.  i'        =~V2-2W" 


(«.-4r«.J 


Et  ainsi  des  autres. 

En  formant,  comme  on  a  dû  le  faire,  des  diagrammes  semblables 
relatifs  aux  autres  cas 

2T(   <  T2  <  3t,,       3t,    <  2T2  <  l\Xn        2T,   <  2Ta  <  3t,, 

il  a  fallu  de  même  : 

Pour  2T,  <  t2  <C  3t2,  entre  les  lignes  ascendantes 

xK  —  k2 t  =  a{  —  4  y  a,     et     # ,  —  2^2, 

et  aussi,  entre  les  lignes  descendantes 

x  -l-  A,  <  =  5rt,     et     rt,  +  2p  «2, 
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tirer  les 

(       ^      *«       ) 
(  5tf, 

de  la  formule  (ioi),  et  non  de  la  formule  (99)  relative  à  t,  <  t2  <  2t,, 
qui  eût  donné  —  V2  et  Y,. 

Et,  au  contraire,  pour  les  cas  3t,  <  2t2  <  l\x{  et  21,  <  2t2<  3t,, 
il  a  fallu  prendre 

2*2F;p~4r'L:-v2 

(<7,  —  in,        ) 
et 

ik,j\  /-,     !  =  VM 

\  />2  / 

tirés  de  la  formule  (99)  relative  au  cas  rt  <  t2  <  2t,,  vu  qu'il  com- 
prend ces  deux-ci,  et  non  pas  —  V2  —  2W"m  et  V2  -h  W]"  qu'eût  donnés 
la  formule  (101)  relative  à  2T,  <  t2  <  3t,. 

Retranchant  les  2 A- F'  des  ikj'  des  diverses  cases,  puis  divisant  par  2 
pour  avoir  les  vitesses  v,  et  en  les  ajoutant  après  les  avoir  pris  en  signe 
contraire,  puis  divisant  par  2 k  pour  avoir  les  compressions^',  confor- 
mément aux  expressions  (116)  de  vnjt.,  v2,i2,  nous  avons  obtenu, 
après  diverses  réductions  fondées  sur  la  définition  (95)  des  fonctions  W, 
les  quatre  diagrammes  ci-dessous  (1 18),  (1 19),  (120),  (12  i)  des  valeurs 
de  vitesses  et  de  compressions. 
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A  t^o 
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Cas  3t,  <^  t2  <^  4ti* 


6    %v 

/ 

\      /  *\-fr^$/ 

^     Jl  I  *\J  VJ-\        /  / 


fc=-V 


Qt=:0        fat, 


te*  St;  fr,  ?*!  teT-ÛTt,     v^fr, 


Dans  ces  diagrammes,  on  voit  que  pour  les  cases  du  haut  et  du 
bas,  qui  ne  sont  séparées  que  par  l'horizontale  tirée  du  point  de  jonc- 
lion  An  les  vitesses  vn  v2  sont  égales,  ce  qui  doit  être  à  cause  de  la 
contiguïté  des  deux  barres;  et),  ne  diffère  dey2  que  par  le  facteur  /•  r\ 
ce  qui  doit  être  aussi,  d'après  la  deuxième  condition  définie  (65) 
E,  oj,  -~  —  E2w2  —•  Cette  double  concordance  offre  un  moyen  de 
vérification. 

On  voit  aussi  que  l'état  des  deux  barres  supposées  rester  unies  ne 
redevient  pas  le  même  au  bout  du  temps 

/  —  27,  -h   2T2, 
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/  » 


1/      \  $ 


r*v 


o  f=« 


fc=Y 


3t 


ftl 


«•,1-2^ 


7î;   f=3ri-îr3T 


et  ne  recommence  pas  périodiquement  comme  on  a  vu  qu'elles  fai- 
saient quand  elles  sont  de  même  section,  à  moins  qu'on  n'ait 


(>22) 


cest-a-dire     — AJr 


M, 


*, 


ou  égalité  des  masses  des  portions  des  deux  barres  ébranlées  ou 
comprimées  pendant  un  même  temps.  C'est  seulement,  en  effet,  lors- 
que cette  condition  est  remplie,  que  tous  les  W  avec  accents  supé- 
rieurs s'évanouissent,  et  que,  pour  /  —  ut,  h-  2t2,  les  vitesses  t>,,  v2 
redeviennent  uniformément  V4  et  V2,  avec  des  compressions  /,,  ja 
nulles. 

4i.. 


3a4 

(120; 
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Cas   3t,  <^  t2  <^  4Ti« 


li 


"Ç+^. 
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Ces  diagrammes  présentent  la  solution  complète,  jusqu'aux  instants 
marqués,  du  problème  du  mouvement  longitudinal  d'une  barre  com- 
posée de  deux  parties  prismatiques  homogènes  de  sections  et  de  ma- 
tières différentes. 

Les  divers  résultats  de  cette  solution  en  termes  finis  satisfont,  au 
reste,  aux  formules  générales  (69)  de  la  solution  en  série  transcen- 
dante. 

Par  exemple  : 

i°  Pour  l'instant  t  —  t,,  où  les  deux  diagrammes  (1 18),  (1 19)  rela- 
tifs au  cas  général  ixs  <  t2  donnent,  eu  égard  àr=  — — '  : 

ÏîV.  +  ^'V, 

=  — -  =  Vj-h  W,  =  - = — de      x  =  on.r  =  al, 

dt  '  r  +  i  M,        M, 


123) 


t,  Ta 

d'il  T, 

— —  --  la  même  chose  de  x  =  a,   à   x  =  «,  -+-  /•■, t,  =  <7,  -f  —  nit 

dt  t2 

llu*         v        1  .     T| 

— —  :=  Vi      de      ,ï  =  a,  H «.,      a      x  =  fl,  +  <72, 


et  où  les  formules  transcendantes  (69)  donnent 

(124)  r-~\  _   =2mA-x'C0S'7*T" 


(ia5)  l-~)  _    =2/72AX2cos,"Ti 


si  l'on  opère  de  la  même  manière  qu'on  a  fait  pour  déterminer  le 
coefficient  A  par  élimination  ou  disparition  de  tous  les  termes  de  cha- 
que JV  hors  un,  c'est-à-dire  si  l'on  égale  l'expression  (124)  de—4  à 

celle  (i23)  de  i>,,  et  l'expression  (ia5)  de  -j1  successivement  à  la  pre- 
mière et  à  la  seconde  de  celles  (ia3)  de  i>2l  et  si  l'on  ajoute  entre  elles 
les  trois  équations  qui  en  résultent,  multipliées  respectivement  par 

M,  Y     .         M,  M2 

a,  a,  a-. 
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et  intégrées  dans  les  limites  de  (ia3),  on   a  une  équation  nouvelle 
qui,  en  égard  à  (71)  ou  à 

fli  ■' — '  at 

—  X,  H'.dx  +  —    /  X2  X'2  dx  +  —    !  Xs  X'2  r/.r  =  O, 


faisant  disparaître  tous  les  termes  des  séries  hors  un  de  chaque,  se  ré- 
duit à 


m  A  cos  m 


X  :  «., 


M, 

M,      ,/„  o,       M,  j_  M,      J„ 


M,    T, 


<7,  M, 


Ëiv+Mfv       .,  +  *.. 


+ 


c// 


Xj  r/.r, 


et  devient  une  identité,  si  l'on  met  pour  A  sa  valeur  (69)  et  si  on  ef- 
fectue les  intégrations. 

20  On  trouve  la  même  identité  pour 


M: 

^^VJ,-W;=V,----1JM-(V1-VÎ)      de     x=0      a     .=  «u 


>         2T,      cl 


f/«2 

</«2 

7/r 


*v.-3v, 


hK 


— - fie  x  —  a,  à  .z  =  a ,  -f  2  —  <7,  =  a,  -I-  2  —  «„ 

M,        M,  /•,  7. 


V,     de     .r  =r  a,  -+-  2  —  n,     à     x  =  <7,  -+-  <72, 


et  généralement  pour  toutes  les  valeurs  contemporaines,  soit  des  vi- 
tesses i',,  P2,  soit  des  compressions  /, ,  /2  des  diagrammes  ci-dessus, 
comparées  aux  expressions  transcendantes  (69)  particularisées  en  don- 
nant à  t  les  valeurs  qui  y  répondent. 
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11.  Conséquences y  en  ce  qui  regarde  le  mouvement  des  deux  barres 
après  l'instant  de  leur  choc ,  leur  séparation,  et  les  vitesses  à  l'instant 
où  elle  s'opère.  —  Rappelons-nous  les  notations  (5g) 

m1rt,  =  M,     m,rt,  =  M,,     /  •  =  — V- 

m,  *, 

On  voit  tout  d'abord,  par  les  parties  de  gauche  des  quatre  dia- 
grammes (118)  à  (121),  qu'à  dater  de  l'instant  t  =  o  où  deux  barres 
de  longueurs  rt,,  a2  se  heurtent  sans  compression  initiale,  l'ébranle- 
ment se  propage  graduellement  dans  chacune,  en  sorte  que,  de  part 
et  d'autre  du  point  x  =  a{  de  leur  jonction,  deux  portions  k{  t,  k.2t 
de  longueurs  croissantes  prennent  une  vitesse 

(126)  Vt  =  V2=  V2-hW   =  ■ = -. : > 

au  lieu  des  vitesses  "V,,  V2  qu'elles  possédaient,  et  en  même  temps  des 
compressions 

[  •    _  t^L.  —  /,(V|~  v^  —  _    '"» At    _  v>  ~  Va 

^27/)  j    .  W,  V,  —  V2  m,/-,  V,  —  V,, 

\  ' 2  ~       kl  { 1  +  r)  /<,         m,  /-,  h-  m,  /.-.,         /.2 

Mais,  après  le  temps 

rt  =  -ç    qui  esr.     <  -, 

la  portion  relative  à  la  deuxième  barre  continue  seule  de  croître.  Celle 
de  la  première,  qui  en  a  embrassé  la  totalité,  décroit  de  A1,  par  unité 
de  temps  à  partir  de  l'extrémité  libre  x  =  o,  et  est  remplacée  par  une 
portion  ayant 


Une  vitesse     v,  =  V2  -f-  W,  =  V,  —  2  /'  W  , 

H-r  '         m.  A-,  -t-  m.  /, 


(128)  =  V,  -  ar- •  =  V, ,    '       .  (V,  —  VA 


1  Une  compression  y,  =  o, 
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en  sorte  qu'au  bout  d'un  second  temps  t,,  ou  pour 


a> 

t  =  2T,  =  2  —  ; 


toute  la  barre  aK  se  trouve  avoir  cette  vitesse  (128)  sans  aucune  com- 
pression, tandis  que  la  seconde  possède  encore  à  partir  de  leur  point 
de  contact 


Vx-hr\7 
Lue  vitesse      vt  = et  une  compression      j.t 

I  +  r 


(  I  2Q  )         (   sur  une  longueur 


/r,  «,  a  2 

2  —  a,       si       2  —  <  — j 

n  \  A  |  A  2 

|'£î_fl\      si     1i<-^<-2  — 


et,  sur  le  reste,  une  vitesse  V2  dans  le  premier  cas,  et  V,  dans  le  second, 
\         avec  y j  =  o. 

Pour  déterminer  ce  que  deviennent  les  barres  après  cet  instant 

l3o)  t  =   2T,  =   1  —  i 


où  le  son  a  parcouru  aller  et  retour  celle  des  deux  barres  qui  exige 
pour  cela  le  moins  de  temps  et  qui  est  supposée  at,  il  faut  distinguer 
trois  cas  : 

r  =  i,      />i,     r<i. 

i°  Cas  r  =  1  ou  m2  k2  =  m,  k{.  —  Alors,  comme  toutes  les  quan- 
tités désignées  par  (o,5)  W  avec  un  ou  plusieurs  accents  supérieurs  s'é- 
vanouissent, on  a 

A  l'instant  t  =  2",,      f,  =  Va  dans  toute  la  première  barre; 
ensuite,  à  l'endroit  du  choc  ou  pour  jc  =  air 

p,  —  V3,  ji  =  O  dans  toute  la  première  barre, 


De      £=2T,      à      /  =  2-, 

Vi  =  Vj,  Ji  ~  O  sur  une  portion  continue  de  la  deuxième  banc. 

Les  deux  barres,  pendant  ce  laps  de  temps  ata  —  2T,,  marchent  juxta- 
posées sans  aucune  action  l'une  sur  l'autre. 
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A  l'instant  t  =  2T2  où  le  son  a  parcouru  aller  et  retour  la  deuxième 
barre,  on  a  dans  les  deux,  au  point  de  jonction  x  =  a,, 

vK  =  V2,      i»,  =  V,-h  W,  =  V2  +  Y-^l- 

'  1  -+-  r 

La  seconde  vitesse  excède  la  première  et  tend  à  séparer  les  deux  barres. 
Et  si  cependant  elles  continuaient  à  être  unies,  on  aurait  après  cet 
instant 

rW,        .  W, 

Ces  compressions  sont  négatives,  et  par  conséquent  impossibles  à  un 
pareil  endroit. 

Les  deux  barres  se  sépareront  et  s'éloigneront  donc  l'une  de  l'autre 
à  partir  de  l'instant  t  =  2t2. 

Ainsi,  dans  ce  premier  cas, 

r  =  i      ou     m2A2  =  m,/c, , 

ou  lorsque  la  masse  comprimée  ou  ébranlée  pendant  un  temps,  quelcon- 
que est  la  même  dans  les  deux  barres  de  sections  et  de  matières  diffé- 
rentes, elles  se  comportent  absolument  comme  on  a  vu  que  faisaient 
deux  barres  de  même  matière  et  d'égale  section. 

Et  l'on  a  pont*  les  vitesses  de  translation  à  l'instant  t  =  ix2  de  la 
séparation,  et  même  dès  l'instant  t  =  2t,, 

(i3i)  U,  =  V2,     U2  =  V,-t-|i(V4-Va). 

20  Cas  r  ]>  1  ou  m2  À2  ]>  m,  kt.  --  Alors  les  quantités  (9.5)  W  avec  un 
nombre  impair  d'accents  supérieurs  .sont  négatives.  Les  deux  bancs  ne 
peuvent  plus  rester  unies  passé  l'instant 

t  =  ît,  =  2  — : 

car  ensuite  elles  auraient,  à  l'endroit  de  leur  jonction ,  des  compres- 

Tome  XII  (';.e  série).  — Septehdrr  1867.  /|^ 
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sions  négatives 

W        .        W 

ce  qui  est  impossible.  Elles  se  sépareront  donc  alors. 

Et  l'on  aura  pour  la  vitesse  de  toute  la  première  barre  ainsi  séparée 


102 


u,  =  V2  -  ~  (V,  -  V2)  =  V, —  (  V,  -  v5 


Mettant  pour  r  sa  valeur  — -r»  e*  déduisant  de  U,  la  vitesse  U2  du  cen- 
tre de  gravité  de  la  deuxième  barre  par  le  théorème 

M.U,  +  M2U2=  M,V,  -f-  M2V2, 

on  a  les  expressions  suivantes  : 

U,  =  V2  -  2  ■      "'/'    .  (V,  -  V2), 
U2=V2+  aJ-JîîfL-jv   _  v2). 

La  seconde  pouvait  être  obtenue  directement  au  moyen  des  vitesses 
des  deux  parties  de  la  seconde  barre  à  l'instant  t  =  2-,  de  la  sépara- 
tion, car  on  a,  ainsi,  les  deux  expressions  : 

c.        a,         «j 

Sl  2  r,  <  r: 


C"    "5     ^ 

Sl  T,  <  2  A 


"1 


*-i[(^-.^)(n+a=i-)  +  (,^-:,)(f.+,a=i-)} 

se  réduisant  l'une  comme  l'autre  à 


(i34)  Ua=  V2+  2"'-^  - 


a,*,  V,  — V, 

a 2  fy  1      M-f 


qui  est  la  même  chose  que  la  seconde  (  1 33). 
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On  reconnaît  tout  d'abord  que  ces  expressions  (i 33)  de  U,,  U2  ne 
sauraient  être  générales  ou  s'appliquer  à  tous  les  rapports  possibles  /' 
de  m2 k2  à  m,  k{.  En  effet,  en  les  prenant  sous  les  formes  (i3a),  (i  34), 
on  verra  que  la  seconde  est  plus  petite  que  la  première,  quand 

^  fis  k,  T, 

r<ri  —  2 — -•>     ou     r  <T  i  —  2—  ; 

en  sorte  que  la  barre  qui  va  derrière  marchera  plus  vite  que  le  centre  de 
gravité  de  celle  qui  va  devant;  et, en  supposant  même  qu'elles  se  fussent 
séparées,  elles  se  rejoindraient.  Mais  il  suffit,  comme  on  va  voir,  que  r 
soit  <<  r  pour  que  les  expressions  (î 33)  ne  soient  plus  celles  des  vi- 
tesses après  le  choc. 

3°  Cas  r  <  i  ou  m2A2  <m,Al.  —  Alors  tous  les  W  sont  positifs,  en 
sorte  que,  d'après  les  quatre  diagrammes  (î  1 8)  à  (121),  les/,  et y2  sont 
positifs  de  part  et.  d'autre  du  point  de  contact  x  =  a,,  et  les  barres, 
continuant  à  se  presser  l'une  l'autre,  restent  unies  jusqu'à  l'instant 

a , 

t  =  2T,  =  1  —  • 

Mais,  si  leur  union  continuait  passé  ce  dernier  instant,  on  voit  que 
les/,, /2  seraient  négatifs. 

Elles  se  sépareront  donc  à  cet  instant  t  =  2t,  . 

Nous  pouvons  à  cet  égard  généraliser,  par  les  formules  (  1  1  a)  et  (  1 1 4  ) 
relatives  à  des  rapports  indéfinis  de  grandeur  de  t2  à  t,,  les  résultats 
des  quatre  diagrammes. 

Soit   n  la   partie  entière  du  nombre  de  fois  que  t2  =  £  contient 

(i\ 
t,  =   -,  en  sorte  que 

(i3!>)  nxK  <Ta<(m-i)Tn 

ce  qu'on  peut  représenter  au  moyen  de  l'un  ou  de  l'autre  des  deux  pre- 
miers diagrammes  (1 18)  et  (1  19)  en  y  écrivant,  sur  les  horizontales  par- 
tant de  A,  et  de  O,  et  sur  quatre  des  lignes  inclinées  qu'elles  compren- 

42.. 
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lient 

036) 

t=2nr,  et  (?.«-»-  i)t,;  x-hftxt=.[zn-{-i)al  et(2«  -4-3)a,;  x —  k,t=  —  [in  —  i)«,  et  — (an  +  lja,; 

au  lieu  de 
/=6t,,  7t,;         a? -+-£,£=  70,,  g«,;  .r — /-,£=  —  5«,,     — 7a,    dans    (118); 

/fr,,  5t,;  5«,,  7^,;  — 3(7,,    — 5  «,     dans    (lit)). 

Dans  la  case  triangulaire  située  à  droite  et  au-dessous  du  point  t  =  2  ?2, 
et  qui  est  comprise  entre  l'horizontale  de  A,  et  les  lignes  inclinées 

r  +  kt  L  =  /7,  h-  2  -^  rt2  et  x  —  A-,  £  =  —  {in  -+-  i)rt,,  nous  aurons  d'a- 

près  les  formules  (î  \l\)  et  (i  12) 

[  (2/1  +  3)«i  J 

(n-M) 


2ktfi{x  +  klt)^2kj'i         /,     =  v24-4rw//  +  w((::;;, 

D'où,  pour  la  compression  y,, 

a*,;.  =  -  ikj]  -  2Â,  F',  =  -  4rWff  +  W&,,  (r  -  1  +  #•  +  1), 


ou 


(,37)  h- {l  +  ryAt     -l—r-[—r)       ]' 

Et  l'on  trouverait  la  même  chose,  comme  cela  doit  être  sauf  le  fac- 
teur r  j-i  pour  y2  dans  la  case  trapèze  à  droite  et  au-dessus  du  point 

A"  2 

t  =  2T2,  en  tirant,  pour  l'obtenir,  de  la  formule  (97)  et  de  la  for- 
mule (1 15),  les  valeurs  de 

1      /.,  \<*i  H-  2«a  -+-  2  ~  a\\  1     t?'    Ja.  —  (2/1  H- 2)  yî  rt,  / 

3Kj(/2  j  *i        j»        2/»2  F2  j  /,        [• 

f«7|4-2fl2  /  [a,  —  2tf2  ) 

Or  le  binôme  entre  crochets  de  cette  expression  (137)  de  j,  est  positif, 
puisque  r  est  positif  et  <  1 .  Il  s'ensuit  que  si  les  barres  restaient  unies 
après  l'instant  t  =  2t2,  leurs  compressions,  à  l'endroit  où  elles  se  joi- 
gnent, seraient  négatives. 
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Donc,  quel  que  soit  nou->i,  quand  les  deux  barres  ne  se  sont 
pas  séparées  à  l'instant  t  =  2Tt,  c'est-à-dire  quand  r  •<  i  ou 

m2/f2  <  rn{  k{, 
elles  se  sépareront  à  l'instant 

«2 

t  =  2T2  =  2  —  • 
k  2 

La  séparation  a  lieu  lorsque  l'ébranlement  ou  le  son  a  parcouru  aller 
et  retour  celle  des  deux  barres  où  la  portion  ébranlée  pendant  chaque 
instant  a  le  moins  de  masse. 

Si  c'est  at,  c'est-à-dire  celle  des  deux  dont  le  son  met  le  moins  de 
temps  à  parcourir  toute  la  longueur,  les  vitesses  de  translation  au  mo- 
ment de  la  séparation  sont  celles  (i33)  du  cas  /\>  i .  Si  c'est  l'autre, 
on  a  des  vitesses  différentes,  que  nous  allons  pouvoir  calculer  pour 
toute  valeur  de  n  au  moyen  des  formules  déjà  employées  (i  12  )  et  (i  t4) 
applicables  à  des  rapports  indéfinis  de  grandeur  de  t2  à  t,. 

En  effet,  la  supposition  (  1  35)  nx{  <  t2  •<  [n  -+-  1)7,  se  subdivise  en 
deux  autres  plus  particulières  : 

j     Ire       (2«  +  l)T,  <   2T2<  (3/1-1-2)7,, 
(2e  2/Z7,  •<  2  72  <  [in  H-   I  )  7,, 

figurées  respectivement  par  les  diagrammes  (1 18)  et(i  19)  avec  les  sub- 
stitutions (r36).  Or,  clans  la  première,  la  barre  a{  se  compose,  à  l'in- 
stant t  =  2  72  : 

i°  D'une  partie  inférieure,  de  longueur 

X  =  ktt  —  (2«+l)rt,  =  "2  j-  a2  —  (2//  -f-  l)rt, 

dont  la  ligne  figurative  (ponctuée)  est  comprise,  au  diagramme  (118), 
dans  une  case  triangulaire  pour  laquelle  on  a 


2ktft(x  +  ktt)=       2kJ'l\  *»         =V2H-W 


2  —  a. 


r('«+») 

(2«  ■+-  i)a,    ) 

2klFi(x-klt)=-2klF\]   "•  **,*  =vt  +  wc;ï. 

(  —  {in  -t-  i)*,  ) 
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d'où 

(.39)         p,  =  v24-  w::;;;=  v2  +  (i^B+,(v(  -  v2»; 

20  D'une  partie  supérieure,  de  longueur 

ax  —    2  j-  «2  —  (2"  -h  i)fl|  |=  (2/ï  +  2)^,  —  2  -^rt2 

dont  la  ligne  ponctuée  figurative  est  comprise,  toujours  au  diagramme 
(1 18),  dans  une  case  trapèze  pour  laquelle  on  a 


/ 


a,  •+-  2  — •  a, 


n+l 


2kJ'l(.T  +  kll)---       a*,/;  *.     (=V2  +  WJ„+1), 

(  (2/1  --h  l)«,    J  • 

-  »*,  f,  (x  -  *,  t)    -  »*,  r,  j  -  J;*;|*  j  =  v2  +  w,:;, 

d'où 

Dans  la  deuxième  supposition  (  1 38),  2«t,  <  2T2  ><  (2«  -+-  i):,,on  voit 
par  le  diagramme  (1  19)  que  la  barre  at  se  divise,  à  l'instant  /  =  o.~2  : 
i°  En  une  partie  inférieure,  de  longueur 

—  2  -1  a2  -+-  (in  -t-  i)a, 

comprise  dans  une  case  triangulaire  pour  laquelle  on  a 

J  '    /    (2«  —  l)  fl,    ^ 

U40  *.  -  v2  +  wg  =  v2  +  (■££)' (v,  -  va); 

20  En  une  partie  supérieure,  de  longueur 

2  —  a.2  —  2«<7, 

ni 
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comprise  dans  une  case  trapèze  pour  laquelle  on  trouve  comme  (i4o) 

l'4a)  ^.  =  Va+v-    (,;+Vr).+,       • 

Multipliant  la  longueur  de  chaque  partie  de  la  barre  a{  par  la  vi- 
tesse (139)  ou  (i4o)>  ('4')  ou  ('42)  qi,i  y  répond,  et  divisant  par  la 
longueur  totale  a,  l'on  obtient,  dans  l'une  comme  dans  l'autre  des 
deux  suppositions  (i38),  la  même  valeur  de  la  vitesse  du  centre  de 
gravité  de  la  barre  aK  ;  ce  qui  vient  de  ce  que  la  barre  a2  se  compose 
de  parties  en  même  nombre  n  -+-  1  ayant  leurs  longueurs  nécessaire- 
ment exprimées  de  même  ainsi  que  les  vitesses  qui  y  répondent.  On  a 
ainsi  l'expression  suivante  de  U,.  Celle  qui  est  écrite  à  la  suite  pour  la 
vitesse  U2  du  centre  de  gravité  de  la  barre  a2  n'est  que  ce  qui  résulte 
du  principe  de  la  conservation  de  la  quantité  totale  du  mouvement. 


(■43)  v       /..1,— . jA-r      __^?i^     fe _ ,yi(T  _  Y  , 

(u^v^^v.-u,). 

I. 

D'après  la  définition  (1 35)  de  rc,  le  binôme  -~  —  n,  ou  —  —  n,  qui 
entre  dans  l'expression  de  U,,est  toujours  positif  et  <  1;  et  comme  — 

est  aussi  <  f,  U,  est  toujours  égal  à  V2  plus  une  quantité  positive  qui, 
pour  des  valeurs  déterminées  de  /et  de  //,  est  à  son  maximum  quand 
le  même  binôme  est  nul,  ou  quand  le  temps  de  parcours  du  son  d'un 
bout  à  l'autre  de  a2  est  un  multiple  exact  de  son  parcours  d'un  bout  à 
l'autre  de  aK.  Alors  on  a  simplement 


(«44) 


1°.=^  £['-(£-;)>.-  -v,). 
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Lorsqu'on  a 


il  faut,  dans  les  formules  (i33)  des  vitesses  après  le  choc,  du  cas  r>  i, 
remplacer  ki%  kv  par  a»  «,,  et,  dans  celles  (.43)  du  cas  r<i,  faire 

_  .    2îli  —  i    r  =  ■—  ■  On  tire  ainsi  des  unes  comme  des  autres 
"  —  ' >  a,  *,  '  M, 

et  les  compressions  résidues  sont  nulles,  comme  on  peut  voir  par  le 
troisième  ou  le  quatrième  diagramme  (lao)  ou  (iai)  du  n°  10,  en  tai- 
sant confondre,  sur  la  ligne  x  «=  *„  les  points  t  =  2T,  et  t  -  it2. 

Ce  sont  les  formules  de  la  théorie  ordinaire,  qu'on  trouve  exposée 
dans  tous  les  livres  traitant  du  choc  des  corps  parfaitement  élastiques. 

Ces  formules  connues  (i45),  comme  on  voit,  ne  sont  vraies  que  lors- 
que le  son  met  le  même  temps  à  parcourir  les  deux  barres  dans  toute 
leur  longueur;  et  le  choc  ne  cesse  qu'après  deux  fois  ce  temps,  quand 
les  deux  barres,  graduellement  comprimées  d'un  bout  a  l'autre  a  par- 
tir du  point  de  rencontre  pendant  le  premier  temps,  ont  perdu  leur 
compression  pendant  un  second  temps  qui  lui  est  égal,  en  commen- 
çant par  leurs  extrémités  libres. 

'  Dans  tout  autre  cas  il  faut  recourir  aux  formules  nouvelles  .M), 
(,43)  applicables  pour  r>i,r<i,et  comprenant  celles  (.3.)  rein- 
tives  à  r  =  !• 

12  Preuve  que  les  deux  barres,  après  s'être  séparées  soit  à  Vin- 
Oaht  't  =  M,,'»*  à  Vinstant  t  =  »T„  ne  se  rejoindront  pas,  ou  que  la 
compression  quelles  conservent  ne  déterminera  pas,  par  détente  ou  pa, 
violations,  un  contre-coup  ou  une  nouvelle  rencontre  de  leurs  extre- 
„ùtés  -  Déterminons,  pour  nous  en  assurer,  ce  que  deviendront  les 
deux  barres  après  leur  séparation,  en  les  traitant  comme  barres  ,so 
lées,  au  moyen  de  diagrammes  tels  que  (a3)  ou  (»4)  du  n  3. 

Dans  le  cas  r  >  .  qui  est  celui  de  la  séparation  à  I  instant  t  =  »„ 
la  barre  fl,  possède  d'un  bout  à  l'autre  une  vitesse  (i  28) 
(.46)  e,=  V.i+-W: 
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qui  ne  changer;;  plus  puisque  la  barre  est  sans  compression.  Nous  n'a- 
vons donc  à  chercher  que  ce  que  deviendra  la  barre  a2,  en  mettant, 
dans  le  diagramme  (a3), 
A  la  place  des  vitesses  et  compressions  initiales  V,,  J,  ;      V2,      J2, 


Celles  île  ses  deux  parties. 


W. 


V2+W,,     ^5     V 


/. 


Ce  diagramme  se  réduira  à  l'un  des  deux  suivants,  ayant  moins  de  li- 
gnes d'ébranlement  et  de  cases,  ainsi  que  ceux  (40'  (42)  que  nous  en 
avons  déjà  déduits,  vu  que  plusieurs  cases  contiguè's  offrant  les  mêmes 
vitesses  et  les  mêmes  compressions  se  réunissent  en  une  seule.  Cela 
vient,  comme  on  a  dit  au  n°  6,  de  ce  que  les  ébranlements  suscités  se 
continuent,  sans  qu'il  en  surgisse  de  nouveaux,  partant,  dans  des  sens 
contraires,  des  points  séparatils  des  portions  où  les  vitesses  et  les  com- 
pressions sont  différentes;  en  sorte  que  les  lignes  inclinées  de  ces  deux 
diagrammes  sont  la  reproduction  de  celles  des  parties  supérieures,  ou 
relatives  à  rt2,  des  diagrammes  (ri8)  à  (120)  du  numéro  précédent, 
moins  celles  quifproviennent  des  refractions,  c'est-à-dire  des  passages, 
de  la  barre  ai  à  la  barre  #2,  des  ébranlements  de  réflexion  ultérieure 
dans  celle-là,  qui  n'est  plus  jointe  à  celle-ci. 


(146) 


Barre  aa,    Cas  2T|<^Ti. 


t  =?  r,*r 
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147; 


On  peut  y  voir,  pour  le  point  x  =  at  de  la  jonction  primitive  : 

Que  la  vitesse  (128)  V2  -h  W^  conservée  par  l'autre  barre,  an  est  in- 
férieure à  celles  que  possède  la  seconde,  savoir 


entre      <—  ît,      et      t 


2Xo. 


V,  -f-  2W       entre 


t  —    2T, 


et 


t  ■—  IX.  -+-  2T, 


et  que,  passé  l'instant  t  =  ixt  -h  ix2,  les  mêmes  vitesses  se  reprodui- 
sent périodiquement  dans  la  barre  isolée  a2. 

Elles  s'éloignera  donc  de  plus  en  plus  de  la  barre  rt,,  comme  on  a 
vu,  au  n°  6,  que  faisait  la  seconde  des  deux  barres  de  même  grosseur 
et  de  même  matière,  avec  cette  différence,  que  celles  dont  nous  nous 
occupons  ici  s'éloignent  Vune  de  Vautre  dès  V instant  t  =  2-,,  au  lieu 
de  marcher  contiguës  quoique  sans  action  mutuelle  pendant  un  temps 
2T2  —  2T,,  ainsi  qu'elles  feraient  encore  avec  des  grosseurs  et  des  ma- 
tières différentes  si"  l'on  avait  r  =  1. 

Examinons  maintenant,  quand  r<^i,  ce  qui  se  passe  après  la  sé- 
paration, qui  a  lieu  dans  ce  cas  à  l'instant  t  =  ix2. 

La  barre  at  se  compose  alors  de  deux  parties  ayant  des  vitesses  dif- 
férentes, et  dont  une  n'a  pas  de  compression;  et  ses  états  ultérieurs 
peuvent  être  déterminés  au  moyen  du  diagramme  (23).  La  barre  a2i  qui 
ne  se  compose  aussi  que  de  deux  parties  dans  le  cas  des  deux  derniers 
diagrammes  (120),  (121)  du  numéro  précédent,  pour  lesquels  on  a 
t2<  2T,,  en  a  trois  dans  le  cas  2T,<<  t2<3t,  du  (1 19),  et  quatre  dans 
le  cas  3t,-<T2<4")  du  (118). 

Mais  il  n'est  pas  nécessaire  de  déterminer  leurs  états  ultérieurs  coin- 
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plets,  ou  de  construire,  pour  ces  barres  en  totalité,  les  diagrammes  tels 
que  celui  (a3)  à  deux  parties,  celui  (24)  à  trois,  et  celui  qu'on  dres- 
serait de  même  avec  quatre.  Il  suffit  d'avoir  le  haut  des  diagrammes 
relatifs  à  a,  et  le  bas  des  diagrammes  qui  seront  relatifs  à  <72,  pour 
connaître  les  vitesses  successives,  dans  chacune  des  deux  barres,  des 
points  primitivement  joinlifs  x  =  aK ,  ce  qui  est  la  seule  chose  essentielle 
à  connaître  pour  être  certain  que  ces  points  ne  se  heurteront  plus. 

D'abord,  il  n'y  aura  aucune  nécessité  de  calculer  les  abscisses  des 
points  où  les  lignes  tant  supérieure  qu'inférieure  de  ces  diagrammes 
sont  rencontrées  par  les  lignes  obliques  d'ébranlement  conservées.  Ces 
abscisses  ne  diffèrent  en  rien,  d'après  l'observation  que  nous  avons 
faite  tout  à  l'heure  ainsi  qu'au  n°  6,  de  celles  qui  sont  cotées  sur 
l'horizontale  de  A,  aux  diagrammes  (118)  à  (121)  à  partir  du  point 
t  =  2:,;  et  l'on  doit  supprimer,  pour  chacune  des  deux  barres,  les 
abscisses  des  points  d'intersection  des  lignes  d'ébranlement  réfléchies 
dans  l'autre  barre  depuis  l'instant  t  =  2T2.  Il  ne  reste  ainsi  à  calculer, 
pour  la  barre  <72,  dans  le  cas  par  exemple  3t,<t2<[4ti  où  elle  est 
composée  de  quatre  parties  à  cet  instant,  que  les  quatre  vitesses  don- 
nées par  les  binômes  V'±  A2  J'  qu'on  lit  au  bas  au  diagramme  sui- 
vant? (i48),  où  V'j  et  J'j,  V2  et  J'2,  V'a  et  J'3,  V'4  et  J'4,  désignent  les 
vitesses  et  compressions  de  ces  parties  en  commençant  par  le  bas. 

tjlf— — 

«■ 

I  y 

TfwC 
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Les  binômes  que  nous  avons  marqués  comme  égaux  seront  en  effet 
trouvés  tels,  d'après  les  valeurs  des  V  et  des  J'  indiquées  à  gauche,  ce 
qui  réduit  à  quatre  cases  triangulaires  inférieures  un  diagramme  qui, 
complet,  ou  avec  des  vitesses  et  des  compressions  initiales  quelconques, 
en  eût  offert  huit. 

Nous  obtiendrons  ainsi  les  valeurs  suivantes,  au  point  de  jonction 
primitif  x  =  ak ,  des  vitesses  dans  les  deux  barres  se  mouvant  isolé- 
ment après  la  séparation  à  l'instant  t  =  2T2.  On  peut  voir  que  les  dis- 
tances horizontales  ou  les  temps  cotés  y  sont  bien  les  mêmes  qu'aux 
quatre  diagrammes  (i  18)  à  (12  1). 

(»49)  ~ 

Cas     3Tt<H3<ATt 

Cas    2t;<T1<3r/ 
**         ^sv,+gw.     \/      v3->-2w;         \/y^C\^/     V^2W'  \/ 

\    '  6a  ^r\  2T,-HT%  /Sr\  «ÎT.-t-îT,  /on  ÉTJ+aT, 


Cas   3^<"ît;<4'tJ 


W; 


6w  2TJ<2T1<3r 


x=a 


•\  "(=va+w;      /\  Vx+w;  A      v,+w;      /\v,fw;  A      vTTvv/       7 

=  rr\  ^   4T,\  2T,+arz  /6r\  iT.'+at;  /frr 

Sur  chacune  de  ces  quatre  lignes,  les  cotes  supérieures  de  temps  et 
de  vitesses  sont  relatives  à  la  barre  a2,  les  cotes  inférieures  le  sont  à  la 
barre  a,.  Les  vitesses  redeviennent  les  mêmes: 


Pour  la  barre 

a2, 

après 

*  =  4t,, 

6t2, 

8ts  ,..., 

Pour  la  barre 

<*,, 

après 

/  =  2T,+   2T2, 

4t,+  2T2, 

6r,-t-  2T2 
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Eu  multipliant  les  vitesses  successives  de  la  barre  a2  par  les  temps 
(différences  des  valeurs  consécutives  de  t)  pendant  lesquels  elles  ont 
régné,  et  en  ajoutant  les  produits,  on  a  pour  une  époque  quelconque 
le  chemin  qu'elle  a  fait,  au  point  inférieur  primitivement  contigu  à  la 
barre  at ,  depuis  l'époque  t  =  2T2.  En  retranchant  de  cette  somme 
une  somme  de  produits  analogues,  faite  de  même  pour  le  point  supé- 
rieur de  la  barre  a,,  et  arrêtée  à  la  même  époque,  on  obtient  l'avance 
prise  par  la  barre  <22,  ou  la  distance  à  laquelle  doivent  se  trouver  l'un 
de  l'autre  leurs  points  primitivement  en  contact. 

Si,  à  toutes  les  époques  cotées  sur  les  lignes  horizontales,  les  dis- 
tances ou  avances  ainsi  calculées  sont  positives  pour  les  deux  rap- 
ports extrêmes  correspondants  de  t2  à  t,  :  par  exemple,  dans  le  cas 
3t,<t2<C  4*1,  en  faisant  successivernen  t2  =  3t,  et  t.,  =  4*,,  on  sera 
certain  qu'elles  sont  positives  pour  tous  les  rapports  de  t2  à  t,  compris 
entre  les  limites,  telles  que  3  et  4>  relatives  à  chaque  cas  examiné. 

Nous  en  avons  fait  le  calcul  pour  les  quatre  cas  mentionnés,  jusques 
après  plusieurs  périodes  de  retour  des  mêmes  vitesses;  et  nous  avons 
constamment  trouvé,  pour  la  distance  ou  l'avance,  des  produits  de  W(()t, 
par  des  polynômes  en  r,  qui  restent  positifs  quand  on  donne  à  r  des 
valeurs  quelconques  >o  et  <i,  limites  actuelles  du  rapport  que  r 
représente. 

Par  exemple  : 

i°  Cas.  3t,<  t2  <C4t<  î  pour  t  =  i4t0  tes  cheminements  des  extré- 
mités primitivement  jointives  de  la  première  et  de  la  seconde  barre 
auront  été  respectivement 

(i4T,-2T2)v2-4-(-8oT1-h20T,)  w;;;-+-(-  36T,-f-i8T2)w:;, 

et 

(.4T,-2r2)V2  +  (4T)4-4T2)VV/  +  (-8r(-4T2)W;  +  (l2rl  |    \r3  W> 

+  (--64t,-m6t2)  w;;. 

L'excès  du  second  sur  le  premier  est  : 
Si  t2=  3T), 
>6W,-  2oU;,+  24 W"--  i6W7,+  20 w;;;-  i8WE)=W1vt,(2/-<  +  36/ j-  56/  -  Mo8r+  38); 
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Si   T2  =  4m, 

r,  (20 W,  -  ?4\v;  +  a8w;,—  36\v;;;)=  W1vt,(—  36r«  -+- i68h  —  208/^  +  Igor  ■+-  36; 

Le  premier  des  deux  quintinômes  en  r  entre  parenthèses  est  évidem- 
ment positif  pour  toute  valeur  de  r  ^>  o  et  <  i;  le  second  l'est  égale- 
ment, car  l'ensemble  des  deux  derniers  termes,  qui  est  226  pour  r  =  1, 
excède  toujours  la  valeur  numérique  du  précédent  —  208  r2. 

2°   Cas.    2t,<t2  <<  3t,  ;  pour  /  =  /jr,  H-  4??  le  même  excès  serait  : 

Si  r2—  27,, 

r,(8W,-  8W;  —  8WJ)  =  8Wwt,  (-  r2  -+-  2/'  +  1); 

Si  r2  =  3~,  , 

T<(8\Vf  -8W;  +  /»W;-  2W;  +  8W;;)  =  2W/)(-((3/'3-9'2+iyr+')  , 

tous  deux  positifs,  /étant   >o  et  <<  r . 

Et  de  même  pour  les  autres  époques  et  les  autres  cas. 

Or,  malgré  la  non-concordance  des  périodes,  si  deux  lignes  brisées 
périodiques,  ou  qui  ont  des  droites  pour  lignes  moyennes  en  partant 
du  même  point,  comme  sont  celles  qui  auraient  pour  abscisses  les 
temps  et  pour  ordonnées  les  distances  parcourues  par  les  points  pri- 
mitivement jointifs  des  deux  barres,  ne  se  rejoignent  pas  dans  les  pre- 
mières périodes,  elles  s'éloignent  et  divergent  nécessairement  déplus 
en  plus  l'une  de  l'autre. 

Nous  pouvons  donc  nous  tenir  assurés  que  les  barres,  séparées  à 
l'instant  l  =  'iz2  quand  elles  ne  l'ont  pas  été  à  l'instant  /  =  2-,,  ne 
feront  pas  contrecoup  en  vertu  de  leurs  vibrations,  et  que  leur  sépara- 
tion est  définitive,  ou  qu'elles  conserveront,  après  leur  choc,  les  vitesses 
de  translation  des  formules  (i3i),  (  1  33),  (  1  /| 8 ) ,  relatives  aux  trois  cas 
/■  =  1 ,  r  ]>  i ,   /'  <C  1 ,  c'est-à-dire  à 

in2  k2  =   ou   ^>   ou   <^  m.  A,. 

l«">.  Epures  représentant  les  mouvements  et  les  états  successifs  des 
deux  barres  depuis  un  instant  précédant  un  peu  leur  choc  jusqu'à  un 
temps  quelconque  après  qu'il  est  termine.  —  Ces  épures,  qui  peignent 
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aux  yeux  tout  ce  qui  se  passe,  donnent,  comme  celle  (42)  du  nu  (> 
(relative  à  &,=A2,  m,  =  m2,  mais  applicable  plus  généralement  à 
m2/L2  =  m<  kx  ou  r=  1),  les  traces  que  laisseraient  dans  l'espace  les 
points  des  deux  barres  transportées,  perpendiculairement  à  leur  lon- 
gueur, avec  une  vitesse  constante  prise  pour  unité,  se  composant  avec 
les  vitesses  longitudinales  de  ces  points. 

La  première  (i5o)  est  relative  à  la  supposition   r=  3  ou  à  un  cas 

(,5o) 


r^>\       (deuxième  du  n°  11), 

car,  avec  les  échelles  prises  pour  les  abscisses  t  et  pour  les  ordonnées  j:, 
on  a 


V,  =  1 ,     V2  =  -)     a 
9 


i5mm,     a,  =  20mu\     r,  =  ioullu,     Ta  =  i6m,u; 
d'où     A ,  —  1 , 5 ,     À'2  =  1 , 2  5  ; 


m, 


r>I,5  ib  '.'Il  I 

ce  qui  exige  que  —  =  o — —=  =  -p->  ou  que,  par  unité  de  longueur,  la 

masse  de  la  barre  a2  soit  3f  fois  celle  de  la  barre  a,.  On  voit  que  les 
deux  barres  se   séparent    à  l'instant   £=2T4;    que  la  première,  a,f 
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rebondit,o\\  prend,  an  moment  où  elle  achève  de  perdre  sa  compres- 
sion, une  vitesse  finale 

v.,  4-  w;  =  va  -  r~-  (v,  -  v2)  =  -  -, 

'  J  r  ■+-  i  v     '  12 

dont  le  signe  négatif  indique  un  sens  opposé  au  sens  suivant  lequel 
elle  a  heurté  la  seconde  barre.  Celle-ci  reprend  périodiquement,  savoir 
aux  instants  t  =  2T,  ■+-  2t2,  ut,  -h  [\x2,  etc.,  l'état  où  elle  était  à  l'in- 
stant t  =  2t,  de  la  séparation.  Les  proportions  de  leurs  compressions 
étaient,  pendant  leur  jonction,  et  de  part  et  d'autre  du  point  où  elles 
se  touchaient, 

W,  _       r      V,  — V,  _  3   8      i         4        .   __W,_i    8       i      _  S 
'  '  A-,   ~~  I  -4-  r        A,  ~/(    9     1,5         9'      ' 2  ~      k%         4    9     '  >2^        45  ' 

en  sorte  que  les  espacements  verticaux  entre  les  lignes  parallèles  primi- 
tivement distantes  l'une  de  l'autre  de  2mm,5  étaient  réduits  à 

a,5(i-£)  =  i»m,39     et     2,5(.-^)  =  2,o55. 

Comme  la  barre  a2  se  dilate  après  la  séparation,  et  possède,  à  l'in- 
stant t~  2T2,   sur  les  trois  quarts  de  sa   longueur,   la  compression 

négative 

B  W,  8_ 

/*  — 7  x2  -      45' 

les  espacements  sont   portés   alors  à  2,5  (i-f-  j=\  =  2wm,ç){\j,  me- 
surés toujours  verticalement  ou  dans  nn  sens  parallèle  à  OA. 
La  deuxième  épure  (  1  5 1)  est  relative  au  cas  (troisième  du  n°  11) 

car  elle  suppose 

/-=-,    V,  =  i,    Vo  =  —  >     at  =  i5,    <7o  =  2D,    t4  =  8,5,    t.  =  20; 

2  10 

r    >        /  3o         /  5. 

d  ou      A.  —  — ■>      A.>  =  -,-  ; 

17  4 

ITlj  I      3o     4  '  2 

ce  qui  exige  que  —  = 5  =  — • 
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(i5i) 


1 —  1 


(132) 


C=o 


l-V^W 


f=*C> ST.-KT;, 4S±ti_3t2 2T,-f-  î?z 3 

\  /       ;\  w<  XW»<  /      1  \  / 

„=V+W|  x  x+ v^kx  /     \  Xy^f'  X 

/   \       1/  V "V»+NV.+V''»  X  \       !/    r 
/        \      iC ,  / \  /  Ys+wW'  v-ax+w' 


/ 


\v3+w,n 
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La  séparation  se  fait  (n°ll)  à  l'instant  t  =  2T2 ,  après  que  la 
deuxième  barre,  fortement  comprimée  par  le  choc,  surtout  à  l'instant 
t  =  ïzt ,  dans  une  proportion 

•  .-  W'  —      '       v'~  v*  —  -   JL .  i  =  11 

I2         ^    "~  r+i  ki  3     10     5         25 

s'est  ensuite  fortement  dilatée,  comme  on  le  voit  par  sa  longueur  à  cet 
instant  t  =  2t2,  où  elle  a  (diagr.  119)  deux  compressions  négatives, 

-  w,  +  w;;,         32     .      -  w,+w„  _      8_ 
/»= — *;      -~75'   i>-       k    '-    25' 

portant  à  3,57  et  à  3,3  les  espacements  des  points  primitivement 
distants  de  2,5. 

De  pareilles  dilatations  et  compressions  ne  sauraient  être  prises 
sans  altérer  la  contexture  des  barres;  mais  il  est  entendu  que  les 
données  sont  choisies  de  manière  à  les  exagérer  pour  les  rendre  très- 
apparêntes. 

A  cette  deuxième  épure  (i5i)  on  a  joint  le  diagramme  (i52)  des 
vitesses  des  deux  barres  avant  et  après  l'instant  t  =  2T2  de  la  sépa- 
ration.  Il  est  composé,  quant  aux  premières  vitesses,  avec  celui  qui 

porte  le  chiffre  (119)  au  n°  10  (car  —  est  compris  entre  1  et  3  j»  et, 

quant  aux  secondes  vitesses,  comme  le  sont  les  diagrammes  (a3),  (24), 
(4o),  (i48)  c'u  mouvement  d'une  barre  unique. 
En  faisant 

r=-,     V,  =  i,     V2=- 
2  10 

dans  les  expressions  de  i>,  et  de  i>2,  écrites  à  l'intérieur  de  ses  diverses 
cases,  on  a  les  tangentes  des  angles  que  forment,  avec  l'axe  des  abscisses 
ou  des  temps,  les  diverses  parties  des  lignes  brisées  qui  représentent, 
dans  les  cases  correspondantes  de  l'épure,  les  trajectoires  de  sept  points 
de  la  barre  aK  et  de  onze  points  de  la  barre  a2. 

Les  barres  séparées  reviennent  périodiquement,  savoir  :  at  quand 
t  =  2T(-h  2T2,  4t,  ■+-  2Ta,...,  et  a2  quand  t  =  l\z2,  6t2....,  à  l'état  où 
elles  étaient  à  l'instant  t  —  2-2  de  leur  séparation. 
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Si  t2  contenait  un  très-ffrand  nombre  de  fois  t,  ,    r  = ——?■  étant 

°  ni,  *, 

encore  supposé  <<  r,    le  mouvement  des  diverses  parties  des  barres, 

de  la  deuxième  surtout,  serait  bien  plus  compliqué,  et  les  trajectoires 

de  leurs  points  approcheraient  d'être  des  lignes  courbes,  déterminables 

par  les  formules  en  série  trigonoméfrique  du  n°  8. 

14.  Condition  générale  de  séparation  des  barres  à  un  instant  donné 
quelconque,  exprimée  en  fonction  des  vitesses  et  des  compressioîis  de 
leurs  extrémités  jointwes  à  cet  instant.  —  Soient  ces  vitesses  et  ces 
proportions  de  compression,  de  part  et  d'autre  du  point  de  contact, 

V2,    J2      pour  la  barre  a2 ,  supposée  toujours  aller  devant,  ou  être  celle  vers 
laquelle  les  vitesses  positives  sont  dirigées; 

V4,    J'j       pour  la  barre  at . 

Nous  pouvons  établir  de  deux  manières  la  condition  pour  qu'elles 
se  séparent  aussitôt  après  l'instant  où  ces  vitesses  et  compressions  sont 
possédées  ou  survenues. 

Supposons  en  premier  lieu,  ce  qui  est  permis,  qu'elles  se  séparent 
pendant  un  temps  infiniment  petit.  Le  diagramme  (23)  du  n°  5  relatif 
aux  barres  se  mouvant  isolément,  ou  le  théorème  qu'on  en  déduit, 
énoncé  à  la  fin  de  ce  même  numéro,  montre  que  leurs  vitesses,  au 
point  de  leur  jonction,  deviendront  immédiatement  après  : 

,     V2  —  k2  J'2      pour     a2 , 
V'j  -t-  kK  J't      pour     a,. 

Cette  soustraction  —  /f23'2  et  cette  addition  k,  J'M  faites  à  leurs  vitesses 
positives,  viennent,  comme  on  a  dit  alors,  de  la  détente  des  compres- 
sions J'n  J'2.  Si  la  nouvelle  vitesse  de  a2  excède  la  nouvelle  vitesse  de  an 
elles  s'éloignent  alors  l'une  de  l'autre. 

La  condition  de  séparation  ou  d'éloignement  est  donc 

(i  53)  y2  -  /f,  j'2  -  y;  -  /t,  J',  >  o. 

En  second  heu,  nous  allons  chercher  à  quelle  condition,  les  barres 

44- 
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restant  unies,  leurs  compressions  à  l'endroit  de  la  jonction  devien- 
draient négatives.  Pour  cela,  dans  la  deuxième  et  dans  la  troisième 
formule  (79),  et  dans  les  parties  inférieures  des  formules  (84)  et  (85) 
du  n°  8,  dressées  pour  des  vitesses  ty  et  pour  des  compressions  o'  ini- 
tiales quelconques,  nous  ferons 

11  en  résultera  les  expressions  suivantes,  plus  générales  et  aussi  plus 
scindées  quant  aux  limites  que  celles  (92)  et  (93)  qui  ont  été  obtenues 
au  n°  9  pour  deux  barres  qui  se  heurtent  avec  des  vitesses  V,,  V2  sans 
compression  : 

,54)  ;  .^irJ-^(-r1-*l^  +  r^(ri->i'ri), 
2/t2F'2r'~^a'  =  — (-v;-M',)-  ^^(v'^-Aoj;), 


|        r-f- 1 


formules  qu'on  pourrait  tirer  aussi,  directement  et  simplement,  des 
conditions  définies  (y3)  à  (76)  du  n°  8,  et  des  deux  formules  promo- 
trices (82)  particularisées. 

Or  il  en  résultera,  en  supposant  construit  un  diagramme  tel  que' (89) 
relatif  aux  deux  barres  unies,  que  pour  la  barre  a,,  dans  la  case  triangu- 
laire qui  est  comprise  tout  entière  au-dessous  de  A,  B,,  d'une  part  entre 
le  point  de  jonction  A,  ou  la  ligne  extérieure  montante  x  —  /»,  t  =  a,, 
et  la  ligne  intérieure  aussi  montante  x  —  ktt  =  o,  et  d'autre  part 
entre  les  lignes  descendantes  x  -+-  kK  t  =  a,  et  x  -h  A,  t  =  iaK ,  on 
aurait 

t,^\     ni  ,W'latf,l        oX   F'*°   i-2,'V     -  /■,.!'     -2r(V2- *,,.) 

(.55)    *AtJl  =  -**Jl  ]r/i    j-ai.ï^j---  _,_— 

Et  de  même,  pour  la  barre  <?2>  dans  la  case  trapèze  comprise  tout 
«ntière,  d'une  part  entre  les  lignes  descendantes  x  +■  kat  =  <7,  (exté- 
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rieure)   et  x  -f-  k2t  =  at  -h  a2,  et  d'autre  part  entre  les  lignes  mon- 


tantes  x  —  A2£  =  a,  et  x  —  A2  ?  =  «,  —  A2t,  =  a,  —  -^  #,,  on  aurait 


(tS6)  ^*,y,=-^./;  tg-+^'Ua^irja'~^^l=a^^*l^)7'a(v''"*,J,,)- 

U,  ; 

Pour  que  ces  expressions  soient  négatives  il  faut  qu'on  ait 

V2  —  k2  J'2  —  V,  —  kai\  >o, 
ce  qui  redonne  d'une  autre  manière  l'inégalité  (i  53). 

On  voit  que  la  condition  pour  que  les  deux  barres  se  séparent  à  un 
instant  donné  quelconque,  exprimée  en  fonction  des  vitesses  et  des 
compressions  qu'elles  possèdent  à  cet  instant  et  à  leur  point  de  jonc- 
tion, est  que  la  vitesse  de  celle  qui  va  devant  [ou  vers  laquelle  et  non 
pas  à  partir  de  laquelle  les  vitesses  sont  comptées  positivement)  dimi- 
nuée du  produit  de  sa  compression  par  la  vitesse  du  son  qui  s'y  propage, 
soit  plus  grande  que  la  vitesse  de  celle  qui  va  derrière,  augmentée  du 
produit  semblable  qui  lui  est  relatif. 

Cette  condition  nécessaire  et  suffisante  doit  être  substituée  à  celle 
V2  >>  V'j  que  Cauchy  semblait  adopter  à  priori,  et  à  celle  V'2  >  V, 
avec  J't  =  o,  J0  —  o  que  Poisson  exigeait  et  qui,  comme  on  voit,  est 
surabondante. 

Il  était  essentiel  d'en  faire  la  remarque,  et  d'observer  qu'il  faut  com- 
biner chaque  vitesse  en  avant  V2,  Yt,  actuellement  possédée,  avec  les 
vitesses  tant  en  arrière  qu'en  avant  —  k2ï2,  kti't  engendrées  par  les 
compressions  J'2,  J',  qui  font  détente. 

Mais  l'usage  que  nous  avons  fait  des  diagrammes  (i  18)  à  (iar)  du 
n°  10  nous  a  dispensés  de  faire  usage  de  cette  condition  de  sépara- 
tion (i  53  ),  car  ils  donnent  toutes  calculées  les  compressions  j, ,  j2 
qu'auraient  fournies  les  formules  (i 55),  (i 56),  et  qui  sciaient  prises, 
immédiatement  après  les  instants  considérés,  par  les  deux  barres  si 
elles  restaient  unies,  en  sorte  que  nous  n'avons  eu,  au  n°  1 1,  qu'à  exa- 
miner simplement  si  elles  étaient  négatives. 

On  peut,  au  reste,  comme  moyen  de  vérification,  reconnaître  que 
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toutes  ces  compressions,  après  les  diversinstants  où  l'horizontale  jc=a, 
est  rencontrée  par  les  diverses  lignes  d'ébranlement,  sont  exactement 
celles  qu'on  déduirait  fie  («55),  (i  56). 

15.  Puissance  vive  [demi-force  vive)  perdue  pour  la  translation  ul- 
térieure, dans  le  choc  de  deux  barres  parfaitement  élastiques,  de  gros- 
seurs et  de  matières  différentes.  —  Soient,  en  général,  les  vitesses  des 
centres  de  gravité,  après  le  choc,  exprimées  ainsi  : 

M 

(i57)      U(  =  V,-a(V, -V2),     D,  =  Vt+s|aCVl-V,). 

On  trouvera  pour  la  perte  de  puissance  vive  transitoire  due  au  chan- 
gement des  vitesses  primitives  V,,  V2  en  ces  vitesses  de  translation 
ultérieures  Un  U2 

M.Vf        M2V>        M,U;        M,U*       „T  /        M,\    ^(V.-V,)' 


58)  Ml  +  ^Il-Ml-^p=  M,  [,.  -  (,  +  Jii)  «■]  tl 

Si,  pour  se  faire  une  idée  des  grandeurs  diverses  de  cette  perte,  on  la 
divise  par  celle  qui  aurait  lieu  si  les  deux  barres,  de  masses  M,,  M2, 
étaient  deux  corps  dénués  d'élasticité,  et  dont  l'expression  bien  con- 
nue (55)  est 

,    r    v  M,  M,      (V,  — V,)« 

(l59)  mT+m, * ' 

on  a  pour  la  perte  proportionnelle 

Pour  qu'elle  ne  soit  pas  négative  ou  nulle,  il  faut  qu'on  ait 
('6l)  *<ÏT—u      ou     < 


M  i  -h  M.  m,  ax  -+-  m3  a, 


ou  que  l'indéterminée  a  ait  tout  au  plus  la  valeur  qu'elle  possède  dans 
les  formules  (i45)  de  la  théorie  ordinaire.  Nous  verrons  que  cette 
condition  est  toujours  remplie. 
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i°  Dans  le  cas 

r  =  1      ou     m2k2  >>  m,  A, 

où  la  masse  ébranlée  à  chaque  instant  est  la  même  dans  les  deux  barres, 
on  a,  d'après  les  formules  (i3 1), 

a  —  i, 
qui    remplit   bien    la    condition     (  1 5  8  ) ,    car    m2A2  —  m,  A,    donne 

m,  a,         A^  a,         t,         ,  .  T  .  ,, 

=7 —  =  —■>  plus  petit  que  i .  La  perte  proportionnelle,  toujours 

positive,  mais  qui  peut  varier  entre  i  et  o,  est 

"^  -s 

Les  valeurs  numériques  de  cette  perte  sont  celles  qu'on  a  données 
pour  la  perte  (56)  qui  a  lieu  avec  deux  barres  de  même  grosseur  et  de 

même  matière, en  substituant  le  rapport  des  masses  totales  au  rapport  - 

des  longueurs, 
2°  Dans  le  cas 

r  >  i      ou     m2  k2  >  m,  A, 

où  la  masse  ébranlée  à  chaque  instant  est  plus  grande  dans  celle  des 
deux  barres  dont  l'ébranlement  met  le  plus  de  temps  à  parcourir  la 
longueur,  on  a 

0                                                           ir                  211)2  A, 
(I03  U  =  =  ; — ; y 

v         '  i  +  r        m,  a,  -f-  m2  A2 

remplissant  encore  la  condition  (i 58),  car  m2A2.m,rt,  <  m,  k{.m2a2 
est  la  même  chose  que  ^  <  ~  ou  :,  <  t2. 
La  perte  proportionnelle  (i 57)  devient 

t  (\f\  4m'  Ai.mAi    /        Mi\  /     _  ^itl 

quantité  positive  ou  nulle  puisque  —  =  -~  est   =  ou  <  1.   Le  cas 
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-  r    où  elle  est  nulle,  est  celui  où  les  formules  des  vitesses  après  le 
T«£  d^linU.  des  Traités  de  physique  qui  donnent  zéro  pour 

"  sT^rXltles  deux  barres  sont  de  mente  madère  ou,  plus 
gené^Cn"'  le  son  se  propage  avec  la  même  vitesse  dans  toutes 
deux,  en  sorte  que 

la  perte  proportionnelle  se  réduit  à 

(,65) 

donnant  : 

si  m2  =  ain,,      perte  proportionnelle  -  iy  4-  — J  y  ~  ~)  ' 

si  m2  =  3  m , ,     perte  proportionnelle  ^{l  +  |jj  (^ 


I 

a 


3 


3,..    ,      oo 


5       64 
9 


8i  9 

T6'      g'""       4 


3°  Dans  le  cas  , 

r  <  i     ou     m2/f2  <  »,)«:u 

où  .amasse  envahie  par  .'ébranlement  es,  plus  petite    F^  ™  «"£ 
,MM    dans  celle  des  deux  barres  qui  exige  le  plus  de  temps  pi 
"r—  Sa  longueur,  .1  faut,  dans  Pexpress.on  (,57),  fc.re  da- 
près  les  formules  (i43) 


S—- (îr-y('-"te)- 


(,66) 

m,  /-.  —  ni:  A" 
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Cette  expression  remplit  la  condition  (i58)  de  ne  pas  surpasser 


m,  a , 
i 


2M2  m,  at 


M, -t- M 2  m,  a,  t2 

H 1  -+-  r  — 

m,  «,  t, 


en  sorte  qu'on  a  toujours 

(167)        1-  (~\\  i-ar^— -J-        -^_<ou==o. 


Tj  \  T2 

—  —  n  \  2r  — 


1  +  r 


En  effet,  —  —  ri  reste  compris  entre  oet  1,  puisque  n  est  la  partie  en- 
tière du  quotient  de  t2  par  r, .  Supposons  d'abord  qu'il  soit  =  o,  ou 
que  t2  comprenne  t,  un  nombre  exact  de  fois.  Le  premier  membre 

de  (167)  sera,  en  mettant  n  pour —  et  multipliant  par  (1  4-  r)n  (1  -+-  nr), 

(1  —  nr){\  -+-  r)n  —  (i  +  nr){\  —  r)n 

n  —  in  —  1  n  —  \   n  —  in  —  3  n  —  A 

-■=  2  n  r  -+-  i  n  — ~ —  H  -+-  2  n  — - —   — - —   — - —  rs  -\-  ,  .  . 

i  S  2  4  3  i) 

/  n  —  i  n  —  \   n  —  in  —  3  \ 

—  nr  \i  -\-  m r1  -f-  m — ; —  r1  -+-.  .  .  ) 

\  2  2  3  4  / 

n  —  lin  —  2  \  n  —  in  —  in  —  3  //?  — -  4 

n     r3  H-  2  n  — - — -  -, —     — = — 


m — n  }  r1  +  in — -  — -. —     — n  )  rJ  -+- 

a     \     3  y  2i4\5  / 

expression  d'un  nombre  fini  de  termes  tous  négatifs. 

Si  nous  attribuons,  en  second  lieu,  à  —  —  n  sa  deuxième  valeur 

T, 

extrême,  qui  est  i ,  nous  aurons  la  même  chose  avec  n  -+-  i  au  lieu  de  ri, 
et  la  conclusion  sera  la  même. 

Enfin,  en  conservant  entier  ce  premier  membre  de  (167)  et  en  y  fai- 
sant Il  _  n  —  £>  nous  aurons,  si  nous  multiplions  par  le  produit  tou- 

jours  positif  des  dénominateurs,  une  expression  en  n  et  r  toujours  né- 
gative, plus  e  multiplié  par  un  polynôme  d'un  signe  incertain.  Quand 
ce  polynôme  sera  négatif,  l'ensemble  le  sera  également,  et  la  condi- 
tion (167)  sera  satisfaite.  Quand  il  sera  positif,  l'ensemble  aura  sa  pins 

Tome  XII  (1e  série).—  Octobre  1867.  '\D 


354 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 


grande  valeur  pour  e  =  i  ;  or  nous  venons  de  voir  que  si  e  =  —  —  n  =  1 , 

l'ensemble  est  encore  positif.  La  condition  (161)  pour  que  la  perte  de 
force  vive  soit  nulle  ou  positive  est  donc  satisfaite  parles  formules  de 
vitesses  finales  du  cas  r  <<  [  comme  par  celles  des  cas  r  =  i,  r  >  i . 

Soient,  par  exemple,  deux  barres  de  même  matière,  ou  plus  généra- 
lement soit  k2  =  k{  d'où  r=  —  • 


Et  soit  —  =  n  =  —  >  ou  a2  multiple  exact  de  a,. 


r, 

Alors  on  a 


«  —  I  — 


D'où  si 


M 


1 

9. 

3 

1 
2 

2 
5 

1 
3 

8 

3 

16 

5 

1    '2 

9 

4 

25 

V) 

a2 
a, 

3 

';           «  =  < 

26 

27 

7 

8 

95. 

125 

J9 

27 

•    1                    1 

80 

i5 

544 

65 

1                   1 

81 

.6 

625 

8r 

1 

242 

3i 

2882 

21  I 

5                      li 
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La  perte  proportionnelle  (i  57) 

prend  les 

valeurs 

suivantes 

/  1  \                           0 

0 

0 

0 

0 

l  2                       l  o,75 

0,395 

0,234 

0, 154 

0, 108 

s'         —  =  (    3    /;      I'erte  =  l   0,889 

0,634 

0,4375 

O  ,3l2 

0,232 

i  h  \                     1  0,9375 

0,768 

0,590 

o,45i 

o,35i 

5 

\ 

0,96 

0,845 

0,6975 

o,565 

0,457. 

Tels  sont  les  rapports  de  la  perte  de  force  vive  translatoire  à  celle 
qui  aurait  lieu  dans  le  choc  de  deux  corps  ayant  les  mêmes  masses, 
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et  dénués  d'élasticité.  Cette  perte  proportionnelle  est  d'autant  moindre, 
comme  on  voit,  que  la  masse  par  unité  de  longueur  est  plus  grande 
dans  la  barre  la  plus  courte  at,  relativement  à  ce  qu'elle  est  dans  la 
plus  longue;  et  elle  est  d'autant  plus  forte  que  le  rapport  des  lon- 
gueurs est  plus  considérable,  ou  que  les  réflexions  et  réfractions  de 
l'ébranlement  ont  été  plus  nombreuses  avant  l'instant  t  =  2t2  où  les 
deux  barres  se  sont  séparées. 

16.  Démonstration  élémentaire  'ou  analogue  à  celles  des  Cours  de 
physique)  des  formules  nouvelles  du  choc  longitudinal  des  barres  élas- 
tiques, et,  en  même  temps,  de  F  expression  connue  de  la  vitesse  de  pro- 
pagation du  son  dans  les  tiges  solides  ou  dans  les  colonnes  d'air  prisma- 
tiques. —  Si,  aux  deux  extrémités  d'un  prisme  élastique,  l'on  applique 
deux  pressions  P  égales  et  contraires,  et  uniformément  réparties  sur 
les  divers  éléments  superficiels  de  ses  bases,  deux  portions  de  ce  prisme, 
séparées  par  une  section  transversale  quelconque,  exerceront  l'une 
sur  l'autre,  dans  l'état  d'équilibre,  une  pression  nécessairement  de  la 
même  intensité  et  répartie  de  même.  Il  se  comprimera  uniformément; 
et  si  l'on  appelle  w  la  surface  de  sa  base,  E  un  coefficient  dit  module 
d'élasticité  longitudinale,  et  y  la  compression  ou  raccourcissement  par 
unité  de  longueur,  compression  qui  est  très-petite  si  les  forces  P  n'ex- 
cèdent pas  ce  que  la  matière  peut  porter  sans  que  sa  contexture  s'al- 
tère, on  a 
(a)  P  =  Eco/; 

égalité  qui  a  encore  lieu  lorsque  P  et  j  sont  supposées  négatives,  c'est-à- 
dire  lorsque  le  prisme  éprouve  une  traction  et  une  dilatation  au  lieu 
d'une  pression  et  d'une  compression  proprement  dites. 

Si,  la  barre  prismatique  étant  dans  son  état  naturel  et  en  repos,  l'on 
vient  à  appliquer  une  pareille  force  P  sur  une  de  ses  deux  bases,  cette 
barre  prendra  de  même  la  compression  y  donnée  par  (a)>  non  pas  de 
suite  sur  toute  sa  longueur,  mais  dans  une  partie  qui  sera  graduelle- 
ment croissante.  Et  si 

kt 

désigne  la  longueur  qu'avait  primitivement  la  partie  qui  se  trouve  ainsi 

45.. 
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comprimée  après  un  petit  temps  t,  comme  elle  s'est  accotircie  de 

kjt, 

son  origine,  ou  la  base  pressée,  aura  cheminé   d'autant,  c'est-à-dire 
aura  parcouru  un  petit  espace  kjt.  D'où  il  suit  qu'en  appelant 


la  vitesse  prise  par  cette  origine,  et,  aussi,  nécessairement  par  les  autres 
points  de  la  partie  comprimée  puisqu'ils  sont  restés  aux  mêmes  dis- 
tances les  uns  des  autres  depuis  la  compression  effectuée,  on  aura 

je  — _  ±  kj  selon  que  le  sens  de  la  force  exercée  on  de  la  propagation  de  la 
^     '  (  compression  est,  on  non,  celui  des  vitesses  comptées  positivement. 

Une  première  conséquence  est  que  si 

P 

désigne  la  densité  de  la  matière,  ou  si  poikt  est  la  masse  mue  et  com- 
primée au  bout  d'un  temps  t,  l'on  a,  pour  l'égalité  de  la  quantité  de 
mouvement  que  cette  masse  a  acquise,  à  celle  qui  lui  a  été  imprimée 

par  la  force  E  uj, 

pvkt .  kj  =  Ewy.  t', 

le  module  E  pouvant,  du  reste,  avoir  ici  une  valeur  un  peu  autre  que 
dans  l'état  statique,  vu  que  la  rapidité  de  la  compression  des  tranches 
successives  peut  susciter  des  vibrations  atomiques  ou  dégager  de  la 
chaleur. 

On  en  tire  pour  la  longueur  k  comprimée  dans  l'unité  de  temps,  ou 
pour  la  célérité  (mot  que  nous  emploierons  afin  d'éviter  la  confusion 
avec  les  vitesses  des  molécules)  de  la  pi  opagation  de  la  compression  : 


(')  k  =  s/j 


Et  cette  formule  représenterait  également  la  célérité  de  la  propagation 
de  la  dilatation  due,  soit  à  une  traction,  comme  on  a  dit,  soit  simple- 
ment à  la  soustraction  de  la  force  qui  a  comprimé.  Par  conséquent 
elle  représente,  aussi,  ce  qu'on  appelle  la  vitesse  de  transmission  dit 
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son,  car  le  son  est  produit  par  un  ou  plusieurs  petits  ébranlements  se 
composant  d'une  compression  suivie  d'une  dilatation  [*]. 

Si,  au  lieu  d'être  en  repos,  la  barre  qu'une  force  est  venue  com- 


[*]  Je  ne  connais  pas  d'antre  démonstration  élémentaire  qui  ait  été  donnée  de  cette 
expression  (c),  due  à  Newton,  car  celle  cju'il  en  a  présentée  lui-même,  et  que  son  génie 
seul  a  comprise,  n'a  pas  été  regardée  comme  acceptable,  et  aucun  auteur  de  Cours  de 
physique  n'a  cru  pouvoir  la  faire  passer  dansson  enseignement,  même  en  en  modifiant 
les  termes. 

Je  suis  convaincu  que  ia  théorie  de  la  propagation  du  son  gagnerait  en  clarté  si  l'on 
considérait  d'abord,  comme  je  fais  ici,  la  propagation  d'une  simple  compression,  pro- 
duite par  une  force  qui  continue  d'agir;  en  ne  parlant  qu'ensuite  des  vibrations  ou  des 
alternatives  périodiques  de  compression  et  de  dilatation  qui  compliquent  ia  question  fort 
simple  de  propagation. 

En  général  une  force  constante  qui  agit  sur  une  masse  constante  lui  donne,  comme 
on  sait,  un  mouvement  uniformément  accéléré;  mais  si  elle  agit  sur  une  masse  qui 
croît  proportionnellement  au  temps,  telle  que  la  masse  pw/Y  ci-dessus,  elle  lui  donne  une 
vitesse  constante,  comme  celle  qui  se  trouve  ici  désignée  par  cou  ±  kj. 

Dans  un  cabinet  de  physique,  on  pourrait  faire  distinguer  d'une  manière  très-osten- 
sible cette  vitesse  des  tranches  d'une  tige  de  la  célérité  du  son  qui  s'y  propage,  par  celle 
de  la  propagation  de  la  jonction  successive  d'un  certain  nombre  de  rondelles  enfilées 
sur  une  même  tige  horizontale  qui  les  traverserait  à  frottement  doux  au  milieu.  On 
leur  donnerait,  par  exemple,  10  millimètres  d'épaisseur,  et  on  les  espacerait  préala- 
blement de  un  millimètre.  En  poussant  de  1 ,  de  1  centimètres  celle  de  gauche  , 
elles  se  joindraient  les  unes  après  les  autres,  et  la  jonction  avancerait  de  10,  de  9.0  cen- 
timètres vers  la  droite;  on  verrait  ainsi  que  la  célérité  de  propagation  de  la  jonction 
est  dix  fois  plus  grande  que  la  vitesse  constante  des  rondelles  mises  en  mouvement  et 

dont  l'ensemble  a  été  comprimé  d'un  dixième  Ij  =  — 1  A  =  10c,  v=  kj\  • 

La  propagation  des  ondes  planes  par  glissement  transversal ,  dont  il  est  tout  aussi 

facile  de  démontrer  élémentaiiement  que  la  célérité  est  exprimée  par  i  /  —  (G  étant  le 

coefficient  d'élasticité  de  glissement  du  milieu  où  elles  se  forment),  pourrait  être  figu- 
rée de  même,  au  moyen  de  plaques  polies  et  superposées,  dont  on  limiterait  le  glisse- 
ment relatif  au  dixième,  par  exemple,  de  leur  épaisseur  commune.  On  peut  ainsi  espén  1 
un  jour  de  traduire  élémentaiiement  et  d'une  manière  claire  les  beaux  résultats  des  re- 
cherches par  lesquelles  Cauchy  a  donne  à  la  théorie  deFresnel  une  rigueur  qui  lui  man- 
quait (t.  VIII  de  ce  Journal,  1 863,  p.  3b!  1  à  4'3).  Il  est  à  peine  besoin  de  dire  que  le 
même  genre  de  démonstration  s'applique  à  la  formule  théorique  de  la  propagation 
d'une  intumescence  liquide  ou  d'une  onde  solitaire  dans  le  cas  du  canal  rectangulaire 
peu  profond  traité  par  Lagrange  [Méc.  anal.,  2e  Partie,  sect.  XI,  art.  36). 
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primer  ou  dilater  avait  auparavant,  dans  toutes  ses  parties,  une  vitesse 

la  nouvelle  vitesse  v  des  portions  éprouvant  ou  perdant  la  compression 
ou  la  dilatation  j  sera 

{d)  v  =  vQ±kj, 

car  le  cheminement  de  l'extrémité  pressée  a  été  v0t±  kjt.  Je  dis  ou 
perdant,  parce  que  cette  formule  est  également  applicable,  en  choi- 
sissant d'une  manière  toujours  facile  le  signe  de  kj,  lorsque  la  dila- 
tation ou  compression  résulte  d'une  soustraction  de  force,  ou  lors- 
qu'elle n'est  autre  que  la  cessation  naturelle,  en  commençant  par  une 
extrémité,  d'une  compression  ou  d'une  dilatation  antérieure.  C'est  ce 
que  j'exprimerai  quelquefois  en  disant  que 

±*y 
est  la  vitesse  de  détente. 

Soient  maintenant  deux  barres  prismatiques  qui  viennent  à  se  presser 
ou  à  se  heurter  mutuellement  dans  le  sens  longitudinal.  Soient  respec- 
tivement : 

a,,  a2  leurs  longueurs; 

V,,  V2  les  vitesses,  comptées  positivement  de  a,  vers  a2}  qui  ani- 
ment uniformément  leurs  molécules  à  l'instant  t  =  o  où  elles  se  ren- 
contrent, ce  qui  exige 

(«)  V(-V2>o. 

Soient  encore 

v{  et  y',,  v2  et  j2  les  vitesses  et  les  compressions  prises  plus  tard  par 
diverses  de  leurs  parties; 

U,,  U,  les  vitesses  de  leurs  centres  de  gravité; 

m,,  m2  leurs  masses  par  unité  de  longueur; 

kn  k.2  les  célérités  de  propagation  des  compressions  et  dilatations 
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dans  leurs  matières.  Appelons  aussi 

le  rapport  des  masses  qui  se  sont  ébranlées  ou  comprimées  pendant 
un  même  temps  dans  la  seconde  et  dans  la  première  de  ces  barres. 
Et  supposons 

{*>  -,<r 

ou  que  celle  des  deux  barres  qui  va  derrière  soit  parcourue  dans  un 
temps  moindre  par  le  son  que  celle  qui  va  devant  :  supposition  permise, 
puisqu'on  peut  choisir  à  volonté  le  sens  des  vitesses  regardées  comme 
positives. 

Au  bout  d'un  temps  quelconque  t  égal  ou  inférieur  :d  —,  les  parties 

comprimées  dans  les  deux  barres  auront  une  nouvelle  vitesse  uniforme, 
la  même  pour  tontes  deux  puisqu'elles  ont  un  point  commun.  Soit 

u 

cette  vitesse.  Elle  a  remplacé  les  vitesses  V,,  V2  dans  ces  parties,  de 
longueurs  ktt,  k2t,  dont  les  masses  sont  entre  elles  comme  i  est  a  /•. 
On  devra  avoir,  pour  la  conservation  de  la  quantité  totale  du  mouve- 
ment, 

(i+r)w  =  V,  +  rV2. 

On  a  aussi,  pour  ces  parties,  conformément  à  l'expression  générale 
[d)  vQ  ±  kj  de  la  vitesse  nouvelle  qui  vient  d'une  vitesse  antérieure  v>0 
et  d'une  compression  effectuée  j 

u  =  V ,  —  A,/,,     u  =  V2  -+-  A2/2, 

eu  égard,  quant  aux  signes,  à  ce  que  les  compressions  se  font  suivant  le 
sens  positif  des  vitesses  dans  la  deuxième  barre  et  suivant  un  sens  op- 
posé dans  la  première.  On  tire  de  là  : 

De  t  =  O  a  t  =  —  : 
I 

{h)  J  u  -  t>«  =  v2  =      i  +  r     =  V,  + 

.    _  v, -  u  v,  —  v,       .    _  u  —  v,       \,  —  v, 


v, -v 

1  -+-  r 
—  V, 
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expressions  dont  les  deux  dernières,  relatives  aux  compressions,  seraient 
trouvées  directement  par  le  même  raisonnement  qui  a  fourni  l'expres- 
sion [d)  vu  ±  kj,  en  remarquant  simplement  que  l'extrémité  commune 
aux  deux  parties  A,  t,  k2t  a  cheminé  de  ut,  et,  leurs  autres  extrémités, 
de  "VV,V2£,  en  sorte  qu'elles  se  sont  accourcies  de  (V,  —  u)  t,  [u  —  V2)£, 
qui,  divisés  par  les  longueurs  kt  t,  kit,  donnent  les  proportions/,,  j., 
des  accroissements. 
Au  bout  du  temps 

la  barre  an  ainsi  comprimée  jusqu'à  son  extrémité  libre  ou  non  join- 
tive,  se  dilate  à  partir  de  cette  extrémité,  ce  qui  ajoute  à  sa  vitesse  m, 
toujours  en  vertu  de  [d),  une  vitesse  de  détente 

—  kiji  =  -  (V,  -  u), 

en  sorte  qu'on  a,  dans  toute  cette  barre  «,, 


(0 


quand  i  =  -— 


2r     ,IT  ,T   ,  „  r  —  i 


9t  -  in  -  V,  =  V,  -  —  (V,  -  V2)  =  V2  -  -+-  (V,  -  V2), 


Cette  vitesse  111  —  V,  de  toute  la  barre  qui  va  derrière  est  inoindre 
que  la  vitesse  u  encore  possédée  par  une  portion  de  la  barre  qui  va 
devant,  contiguë  au  point  de  leur  contact.  Mais  pour  savoir,  par  la 
comparaison  des  vitesses,  si  elles  se  sépareront  ou  non,  il  faut  préala- 
blement diminuer  la  vitesse  m,  possédée  par  cette  dernière  barre,  de 
la  vitesse  de  détente 

due  à  la  compression  (h)  ia  =  — : — •  qu'elle  a.  Cela  réduit  la  vitesse 
de  la  seconde  barre  à 
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Elles  se  sépareront  donc  à  l'instant 


où  le  son  a  parcouru  aller  et  retour  la  longueur  de  la  première,  si  Va 
est  plus  grand  que  (/)  vt  =  V2-  ~{Yt  -  V2),  c'est-à-dire  si  l'on  a 

())  f\>i,     on      w2k2  >  m,  /,-,  ; 

ou  si  la  barre  que  le  son  met  le  plus  de  temps  à  parcourir  d'un  bout  à 
l'autre  est  aussi  celle  où  la  masse  ébranlée  dans  un  temps  donné  est 
la  plus  grande. 

Si  cette  condition  (/)  est  remplie,  l'on  aura  pour  la  vitesse  U,  de 
toute  la  première  barre,  et,  par  suite,  vu  la  condition  de  la  conserva- 
tion de  quantité  du  mouvement 

M  m^U,  4-  m2rt2U2  =  mta,  V,  +  m2k2V2, 

pour  la  vitesse  U2  du  centre  de  gravité  de  la  seconde  barre  après  leur 
séparation,  les  expressions 

(  U,  =  Vt  =  V,  -  ■    »";*■      (V,  -  V2), 

l      2  2^  m2«,  m.UiihV     '  2)' 

qui,  clans  le  cas  particulier 

r  =  r,      c'est-à-dire      m2/r2  =  m,  A,, 
se  réduisent  à 

(  U,  =  V2, 


[*]  Ce  cas  r  =  i  comprend  celui  où  les  deux  barres  sont  de  même  matière  et  d'égale 
section.  MM.  William  Thompson  et  Tait,  aux  nos  302  à  50!î  d'un   Cours  de  Natural 
Tome  XII  (îe  série).  —  Octobue  1867.  4^ 
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Mais  si  l'on  a 

(«)  '' «O»     ou     m2A"2<mlA, , 


Philosophy  actuellement  sous  presse  (janvier  1867),  démontrent  simplement  le  ré- 
sultat (/«)  U,  =  V,  en  remarquant  :  i°  que  si  les  deux  barres  ont  la  même  longueur, 
elles  prendront  et  ensuite  perdront  leurs  compressions  dans  le  même  temps  d'un  bout  à 
l'autre,  en  sorte  qu'elles  se  sépareront  avec  les  mêmes  vitesses  relatives  qu'au  moment 
où  elles  se  sont  rencontrées,  ou  en  échangeant  leurs  vitesses  absolues;  i°  que  si  elles 
sont  d'inégale  longueur,  la  plus  courte,  après  le  choc,  sera  exactement  dans  le  même 
état  que  si  elle  en  avait  frappé  une  autre  ayant  sa  longueur. 

l,e  savant  M.  Rankine,  qui  cite  ce  passage  de  ses  illustres  compatriotes  à  la  suite  d'un 
extrait  démon  Mémoire  du  24  décembre  1866,  publié  par  lui  au  nn58(i5  février  1867) 
du  Journal  The  Engincer,  p.  i33,  y  a  ajouté  une  démonstration  simple  et  ingénieuse 
de  mes  formules  plus  générales  (/).  Elle  consiste  à  observer  que  le  raisonnement  de  tous 
les  Traités  de  Physique,  fournissant  les  formules  connues 

U,  =  Y,-        '-*       (T.-T.JL 

m,fl,  +  m3a2 

2  m,  a. 

U,=  U,+  - — V,  -V2  , 

m,  «1  -(-  m,*!, 

est  parfaitement  légitime  si  le  son,  et  par  conséquent  la  compression  et  ensuite  la  dé- 
tente, se  propagent  pendant  le  même  temps  d'un  bout  à  l'autre  des  deux   barres,  ou 

si  —  =  —  ;  mais  que  si  le  son  parcourt  en  un  moindre  temps  la  longueur  de  la  pu  - 

mière  barre,  ou  si  7-<C"T>  e'ie  se  trouve  affectée  comme  si  elle  n'avait  heurte,  au 

lieu  de  la  masse  entière  m2a2  de  la  seconde  barre,  qu'une  masse  égale  à  la  sienne  ni,  a, 

multipliée  par  le  rapport         /  de  celles  qui  s'ébranlent  dans  la  deuxième  et  dans  la 
m,  /-,  * 

première  pendant  un  même  temps  quelconque;  en  sorte  que,  pour  avoir  I  ,,   il  faut, 

1  -    -  1  .....  ni ,  a,    , 

dans  son  expression  précédente,  mettre  ce  rapporta  la  place  de  celui  — —  des  deux  ni.is- 

111,  a, 

ses.  Or  cela  donne  précisément  la  première  de  mes  formules  nouvelles  (/),  dont  la  se- 
conde se  déduit  par  le  principe  de  conservation  de  la  quantité  totale  de  mouvement. 

Si  je  conserve  ma  démonstration  élémentaire  sans  y  substituer  celle-ci,  c'est  qu'elle 
donne  le  détail  de  ce  qui  se  passe,  et  permet  d'apprécier  dans  quel  cas  les  formules  (/) 
cessent  d'être  applicables,  en  fournissant  le  moyen  d'en  établir  alors  d'autres  ;>). 
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les  deux  barres  ne  peuvent  pas  se  séparer,  comme  nous  venons  de  voir, 
à  l'instant  t  =  2  ~t  et  elles  restent  unies  après  cet  instant. 

Or  je  dis  que  si 

n 

est  la  partie  entière  du  nombre  de  fois  que  Ç  contient  ~,  ou  si 

(o)  „-<-<(„.+.,)_, 

l'on  a,  ri  étant  tout  nombre  entier  n'excédant  pas  rt, 


a  i  instant  t  =  2  /2  — 

ni 


(l») 


j   dans  toute  la  barre  a„      V,  =  Va  +    '  +  ^,  (V(  -  V2),      /',  =  o; 
I   et,  dans  une  partie  de  la  barre  a2  contiguë  au  point  de  jonction, 

L1==v  +  ('-^-'  fv  -  V  1     i  -  (I - r '"'"  V|~v'- 


Pour  le  démontrer,  remarquons  d'abord  en  général  que  si  les  deux 
barres  agissant  l'une  sur  l'autre  avec  des  vitesses  V,,  V2,  avaient,  en 
même  temps,  et  respectivement,  au  moment  de  leur  rencontre  ,  des 
compressions 

J , ,   J2, 

au  lieu  de  se  trouver  dans  l'état  naturel  ou  sans  compression  comme 
nous  l'avons  précédemment  supposé,  elles  auraient  ensuite,  de  part  et 
d'autre  de  leur  point  de  contact,  une  vitesse  u'  et  des  compressions^,, 
j2  données  par  les  expressions  [h]  où  l'on  ajouterait,  aux  vitesses 
acquises  V,,  V2,  les  vitesses  de  détente  A,  J,,  —  k.2  J2  dues  aux  compres- 
sions J,,  J2,  c'est-à-dire  où  l'on  mettrait 

j  V.  +  A-.J,,     V2-A2J2, 

(   à  la  place  de  V,,  V2; 

46.. 
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c'est-à-dire  qu'elles  auraient  ensuite  une  vitesse  et  des  compressions 

IV,  +  M,  4-  r(V,—  *, J,) 
1  J  i  +  r 

V, +  /■,■!,- (V,-/2J.2)        .    _  V.h-A.J,  -(Va— *,JQ 
><  ~~  r  (i  +  r)*,  '     ^2~  (i +  »•)*.   . 

En  effet  :  i°  la  réaction  élastique  due  à  la  compression  J,  de  la  pre- 
mière barre  est  capable  d'imprimer,  pendant  le  temps  /,  une  vitesse 
k,  J,  à  la  partie  de  cette  barre  dont  kt  t  est  la  longueur  et  m,  k{  t  la 
masse,  puisqu'elle  l'allonge  de  kt  tJt  par  détente,  et  fait  cheminer 
d'autant  son  extrémité  supposée  libre;  elle  imprime  donc  au  système, 
dans  le  même  temps  t,  une  quantité  de  mouvement  mtktt.ktJt.  De 
même  la  réaction  élastique  due  à  la  compression  J2  de  la  seconde 
barre  en  imprime  une  — m2k2t.k2 J2.  Ajoutant  ces  deux  quantités 
de  mouvement  à  la  quantité  de  mouvement  primitive 

///,  k,  t  .V,  -f-  m2  k2 1.  V2 

des  deux  mêmes  parties  de  barre,  et  égalant  la  somme  à  celle 

(m,  k,  t  -h  m2k2t)u' 

que  ces  parties  possèdent  au   bout  du   même  temps  t,   l'on  obtient 
bien  la  première  expression  (q). 

i°  Comme  l'extrémité  commune  à  ces  deux  portions  des  barres  a 
cheminé  de  u't,  et  comme  les  autres  extrémités  des  mêmes  portions 
ont  cheminé  respectivement  de  V,  £,  V2£,  leurs  accourcissements  sont 
de  (V,  —  u')  /,  {u'  —  V2)t;  d'où,  en  divisant  par  les  longueurs,  et  en 
ajoutant,  aux  quotients,  les  compressions  primitives,  on  déduit  poul- 
ies proportions  nouvelles  de  leurs  compressions 

V,  —  u'         .  u'  —  V, 

identiques  aux  deux  dernières  expressions  (</). 

Or,  supposons  un  instant  que  les  formules  à  démontrer  (p)  l'aient 
déjà  été  pour  une  certaine  valeur  de  n'  au-dessous  de  n. 

Les  deux  barres  prendront  après  l'instant  considéré  l  =  2/1'  -  de 
part  et  d'autre  de  leur  jonction,  une  vitesse  et  des  compressions  non- 
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velles,  que  l'on  obtiendra  par  les  formules  (q)  écrites  tout  à  l'heure,  ou 
en  mettant  comme  nous  disons,  dans  [h),  la  vitesse  actuelle  (p)  v,  de 
a,  à  la  place  de  V,,  et,  à  la  place  de  V2,  la  vitesse  (p)  v2  de  n2,  dimi- 
nuée de  k2j2  qui  serait  due  à  la  détente  de  la  compression  [p)  j2  de 
cette  deuxième  barre.  Il  résultera  de  cette  substitution  : 

qu'après  l'instant  t  =  iii  ~,  on  aura,  au  point  de  jonction, 

_    r(i  —  r)»'    V,  —  V2  .    _  _     (i  —  r)"'     V,  —  V, 

'  ~  (I4_  /•)»'+>         T,       '      J'2  ~  (i  -+-  /-)«'+'        JT~' 

Ces  valeurs  de  v2  et  de/2  subsisteront,  pour  une  portion  de  la  barre  a2 
contiguë  à  la  barre  «,,  au  delà  du  temps  2  y  pendant  lequel  celle-ci 

acquerra  sur  toute  sa  longueur,  puis  perdra,  la  compression  (r)j,; 
c'est-à-dire  subsisteront  jusqu'après  l'instant 

t  =  (  1  n  -h  2  )  —  \ 

mais  celles  qui  sont  relatives  à  la  barre  aK  devront  alors  être  rempla- 
cées par 

/,  =0,      V,  =  la  valeur  (r)  en  en  soustrayant  A',  /,, 

vu  la  détente  qu'elle  a  éprouvée  en  commençant  par  son  extrémité  libre, 
depuis  un  premier  temps  écoulé  j>  ou  depuis  l'instant  t  —  (2n'-+-  i)-~ 
où  la  vitesse  y,  et  la  compression  y,  données  par  [r)  ont  embrassé  la 
totalité  de  cette  barre.  On  trouvera,  au  moyen  de  cette  soustraction, 
précisément  : 

!A  l'instant  t  —  1  (îï  -\-  l)  j-i 
vi    et   V2,      i,    et  j2  =  les  expressions  (/;)  avec  ri  -\-  I  au  lieu  de   // 

Or  ces  expressions  [p)  sont  prouvées  pour 

n'  =  1 , 
puisqu'elles  ne  sont  autre  chose,  alors,  que  les  expressions  {h    poui 
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t>2  ety2,  et  les  expressions  (/)  pour  p,  et/,.  Elles  sont  donc  prouvées, 
ainsi  que  les  formules  (r)  qui  s'en  déduisent,  pour  tontes  les  valeurs 
//  =  2,  3,...  jusqu'à  /i  inclusivement. 

Pour  déduire  de  là  les  vitesses  à  l'instant 

2  a-, 

supposons  d'abord 

i  —     compris  entre     in  —     et     f  2M  -H  IJ  —  » 

A  j  /'  (  fl| 

ce  qui  est  une  des  deux  hypothèses  qu'on  peut  faire  quand  on  a  (o) 
w-r  <!  t  C  (n  ■+■  0  t-  La  barre  <7,  qui,  à  l'instant  £  =  2n  —t  avait  tout 
entière  la  vitesse  p,  dotinée  par  l'expression  (/?)  avec  w  an  lien  de  n', 
n'aura  plus,  à  l'instant  t  =  i  — -i  cette  vitesse  que  sur  ce  qui  restera  de 

sa  longueur  at,  du  côté  de  l'extrémité  libre  non  jointive,  quand  on  en 
aura  retranché,  du  côté  du  point  de  jonction,  une  partie  égale  à  la 

célérité  A,  multipliée  par  le  temps  écoulé  2--  —  in-j--  La  vitesse  de 
cette  partie  sera  devenue  celle  qui  est  donnée  par  (/■)  avec  n  au  lieu 
de  n'.  La  barre  a{  se  composera  donc,  à  l'instant 

t  =  X' 

l  D'une  partie  (in  -+■  \)d{  —  2  j-  a2  ayant  une  vitesse  V2  -f-  (  ■  )    (V,  —  V2), 

[  D'une  partie        1  -j-  a2  —  inaK       ayant  une  vitesse  V2  -h  ,nHr,  (V,  —  V2). 


Multipliant  les  longueurs  par  les  vitesses,  et  divisant  par  la  longueur 
totale  an  l'on  a  la  première  des  deux  expressions  suivantes,  dont  la 
seconde  n'est  que  ce  qui  résulte  du  principe  (A)  m,«,U,  -h  m2fl2L:2 
=  m,tf,  V,  H-  matfaVa  : 


M 


m2  <v2 


V... 
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Nous  n'avons  pas  besoin  de  faire  un  calcul  analogue  pour  le  cas 

où  2j  est  compris  entre  (an+i)jet  {211  -+-  2)  ~,  ce  qui  est  la  se- 

conde  des  deux  suppositions  possibles  quand  «r<7<(n  +  i)-' 

On  trouverait  la  même  chose,  car,  dans  ces  deux  suppositions,  la 
barre  a2  se  compose  toujours  de  n  4-  1  parties  ayant  nécessairement 
des  longueurs  et  des  vitesses  partielles  exprimées  de  même,  ce  qui 
donnerait,  pour  la  vitesse  du  centre  de  gravité  de  cette  barre,  et  par 
conséquent  pour  celle  du  centre  de  gravité  de  la  barre  ai7  des  ex- 
pressions aussi  les  mêmes. 

Prouvons  maintenant  que  les  deux  barres,  quand  r<  1,  ou  quand 
elles  ne  se  sont  pas  séparées  à  l'instant  t  =  i~i  se  séparent  nécessaire- 
ment à  l'instant  t  =  — -  pour  lequel  nous  venons  de  calculer  les  vites- 
ses  [s)  de  leurs  centres  de  gravité. 

Nous  le  ferons  d'une  manière  claire  au  moyen  d'une  construction 
peignant  la  manière  dont  les  barres,  aux  instants  successifs,  se  divisent 
en  plusieurs  parties  quant  aux  compressions  et  aux  vitesses. 

Prenons  pour  abscisses,  comptées  à  partir  d'un  point  d'origine  O 
sur  une  droite  OM,  les  temps  t  depuis  l'instant  t  =  o  de  la  rencontre 
des  deux  barres,  et,  pour  ordonnées,  portées  parallèlement  à  une  ortho- 
gonale Oaia2,  les  distances  de  leurs  divers  points  à  l'extrémité  libre 
de  la  première  an  ces  distances  étant  conservées  dans  leurs  grandeurs 
primitives,  ou  en  abstrayant  les  petits  accourcissements  et  allonge- 
ments éprouvés.  SiOrt,,  a{  a2sont  les  longueurs  a,,<72  des  deux  barres, 
et  si,  après  avoir  porté  sur  la  ligne  d'abscisses  OM  et  sur  les  deux  pa- 
rallèles n{  A,  a2B  les  abscisses  qui  y  sont  cotées,  savoir  : 

«,        „  a,  at        ,  «,  a,  a7  a,  <i , 

t  =  v  3â'",;  t  =  2v  ^"••'  2£'*"î  t=V  *T^ ■'£'■■■' 

l'on  joint,  par  les  lignes  obliques  de  la  figure,  les  points  ainsi  déter- 
minés, toute  droite  verticale  ou  parallèle  à  Oa,  a2,  comprise  entre  les 
horizontales  OM  et  #2B,  donnera,  pour  l'instant  marqué  par  son  ab- 
scisse, et  entre  les  points  où  elle  coupe  ces  diverses  lignes  ainsi  que  a,  A  , 
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les  longueurs  des  parties  des  barres  dont  les  compressions  ainsi  que  les 
vitesses  auront  des  grandeurs  différentes;  en  sorte  que  les  intersec- 
tions marqueront  les  endroits  où  ces  vitesses  et  ces  compressions  pas- 
sent brusquement  d'une  grandeur  à  une  autre.  Ainsi  la  verticale  0'a\d2, 


a,  a 


dont  l'abscisse  t  =  aia'l  indique  un  instant  compris  entre  ceux  t  =-o 

et  t  =  -p  donne,  par  ses  intersections  d,,  d2  avec  les  obliques  a,ct, 

a,  c2,  les  longueurs  kt  t  =  a\  dt,  k2t  =  a\  d2  des  deux  barres  où  les  vi- 
tesses et  les  compressions  sont  vt  ety,,  p2  etj2  représentées  par  les  for- 
mules (h);  tandis  que  les  parties  0'dn  d2a\  ont  encore  les  vitesses  pri- 
mitives V,,  V2  avec  des  compressions  nulles. 

Et  la  verticale  O" '  d\d\,  dont  l'abscisse  est  celle  de  l'instant 


/  = 
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fournit,  entrer/",  et  son  intersection  avec  a,  c2,  la  longueur 

h 

de  la  partie  de  la  barre  a2  contiguë  au  point  de  jonction;  partie  qui  à 
cet  instant  possède  la  vitesse  et  la  compression  données  encore  par  (A), 
tandis  que  toute  la  barre  at  =  0"a"s ,  dont  la  compression  se  trouve  re- 
devenue nulle,  est  animée  de  la  vitesse  donnée  par  (/). 

Plus  tard  (si  les  barres  ne  se  séparent  pas  alors),  quand  arrive  l'in- 
stant 

.   «2    

la  ligne  verticale  fc2  montre  qu'une  portion  de  la  barre  a2,  de  même 
longueur  i  —  a,  que  celle  dont  il  vient  d'être  question,  possède  encore 
cette  même  vitesse  et  cette  même  compression  [h) 

XT    ,   v,-v,       .        «-V, 

v2  —  u  =  V2  H 9      72  =  — : 

Mais  comme  cette  portion  comprimée  arrive  à  être  contiguë  à. l'extré- 
mité libre  c2,  la  barre  a2  commence  alors  à  se  détendre  à  partir  de  cette 
extrémité;  elle  prend  en  conséquence,  conformément  à  l'expression  gé- 
nérale (d)  v  =  t><;  -h  kj,  et  sur  une  portion  telle  que  c'g  ou  c"h,  qui  croît 
avec  une  célérité  k2  : 

,   .  \  une  vitesse  nouvelle  v»  =  u  -+-  k2  — ; —  =  V.  -f-  2 •> 

(X)         i  2  a       *i  *  H-r 

(  et  une  compression    J3  ==  O. 

Cette  détente  se  propage  vers  le  bas  ainsi  que  la  vitesse  v2  donnée 
par  (l),  jusqu'à  ce  qu'elle  se  croise,  en  h,  dans  la  même  barre  rt2,  avec 

la  compression  qui  est  partie,  à  l'instant  t  —  2  -p  de  son  extrémité  a\ 

joignant  la  barre  an  c'est-à-dire  jusqu'à  l'instant 


a,         «,  1      •         1  -7 

i  = [-  —5      abscisse  du  point  //. 

Ai  A  2 


Tome  XII  (2e  série). 
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A  ce  dernier  instant,  sur  une  longueur  ih,  aussi  égale  àfc2  =  2w/,, 

mais  comptée  en  deçà  du  point  h  où  le  croisement  s'opère,  la  barre  a  > 
possède  la  vitesse  et  la  compression  qu'elle  a  eues,  au  point  de  sa  jonc- 
tion avec  l'autre  barre,  entre  l'instant  t  =  i-^-  =  aid\,  et  l'instant 

instant  où  il  est  parti,  de  d"n  une  nouvelle  compression  qui  produira, 
en  y,  un  autre  croisement  lorsque  arrivera  l'instant  subséquent 

ax  a? 

A",  ki 

En  continuant  ce  raisonnement,  et  en  considérant  ce  qui  se  passe 
dans  la  même  barre  r/2  lors  du  croisement  de  sa  détente,  à  l'endroit 
et  à  l'instant  marqués  par  le  point  /,  avec  la  compression  qui  est  partie 
du  point  de  sa  jonction  avec  l'autre  barre  à  l'instant  antérieur 

il  nous  sera  facile  de  prouver  qu'on  a 

/        ,   i..  /   /        \  a\       ai  i 

I   Apres  1  instant  t  =  [n  —  i  )  - — f-  —  de  ce  croisement, 

l  V  '    *,  *j 

j       et  de  part  et  d'autre  de  l'endroit  /  où  il  s'opère 

(")  L  _ v-+  V|~Vî  +  (l-/-)"'"1  (V  -  V  ) 

V*—  V*  +     lH_r     +     (n-r)"'    ^'  Vaj' 

V,  —  V2  (i  —  /■)"'-'   V,  —  V, 

j2~  ~~  [i  +  r)A2  ~+~    (H-r)»'     ~~k% 

Supposons  en  effet  ces  expressions  prouvées  pour  une  certaine  valeur 
de  n',  au  plus  égale  à  n  —  i .  Elles  continueront  de  représenter  la  vi- 
tesse et  la  compression  de  la  barre  a2  dans  une  portion  croissante, 
telle  que  mp,  qr,  jusqu'à  l'instant 
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d'un  croisement  subséquent,  s'opérant  en  r  par  la  rencontre  de  la  dé- 
tente, qui  continue  sa  marche  descendante,  avec  la  compression  qui 
est  partie,  en  sens  contraire,  du  point  de  jonction  avec  la  barre  aK  à 

l'instant  t  —  111'  —-  Alors,  c'est-à-dire  à  l'instant  t  =  rf -^  +  -A  si  qrs 

est  une  verticale  ou  une  portion  d'ordonnée,  l'on  a  deux  parties  rq, 
rs  de  la  barre  a2  qui  sont  contiguës  et  qui  ont,  savoir,  la  partie  rq,  al- 
lant devant,  les  vitesses  ('2,72  données  par  les  formules  («),  et,  la  par- 
tie rs,   allant  derrière,  la  vitesse  et  la  compression  que  possédait  la 

barre  a2  au  point  de  sa  jonction  avec  a,  entre  les  instants  t  ==  2//  — 

et  t  =■  (27/  H-  2)  —i  c'est-à-dire  la  vitesse  v2  et  la  compression^,  don- 

"'1 

nées  par  les  formules  (r),  qui  ont  été  démontrées  tout  à  l'heure.  Met- 
tant celles-ci  à  la  place  de  V, ,  J< ,  et  celles-là  à  la  place  de  V2,  J2  dans 
les  formules  générales  (q)  comme  s'il  s'agissait  de  deux  barres,  mais  en 
y  remplaçant  le  rapport  /■  par  1,  et  kt  par#2>  1  on  obtient,  pour  la  vi- 
tesse et  la  compression  de  la  barre  a2, 

Apres  1  instant  t  =  71   —  -+•  — :  et  de  part  et  d  autre  de 

l'endroit  /'  où  le  croisement  s'y  opère  à  cet  instant, 
w2-  v2-h    i  +  /.     1   (l  +  r),^v,        V2J, 

V,  —  V,_  (1  —  r)"'     V,  —  V2  _ 

\   '2  ~  (i  +  r)  k,    "    (i  h-  r)"'-*-'         /!-, 

c'est-à-dire  précisément  les  formules  (m)  avec  n'  -t-  1  mis  au  lieu  de  //'. 

Or  ces  formules  (u)  sont  prouvées  pour  ri  ==  1,  puisqu'elles  ne  son  t 
autre  chose  alors  que  les  formules  (/.).  Elles  sont  donc  vraies  pour 
toute  valeur  de  //'  pouvant  aller  jusqu'à  71. 

Il  en  résulte,  en  mettant  maintenant  71  à  la  place  de  71',  qu'à  l'instant 

/  =  2  j-  =  a*  A 

qui  est  entre  ceux  t  =  2/1^  et  *  =  (2»  -t-  a)  -p  et  pour  deux  par- 
ties AN,.  AN2  alors  contiguës  au  point  de  jonction  A  des  deux  bai  res, 

47.. 
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les  vitesses  et  les  compressions  ont  les  valeurs 


Dans  la  barre  a, 


Dans  la  barre  a 


".  =  v2  +  i^^  (V,  -  V2), 

[ï  —  rY    V, -V2 
i    =  r  — - • 


P2-    V^-^^y     +    (l  +  ,.)„+,   lV«  V»J» 

•    _  V.-V»  (i-r)"    V,  —  V, 


Or  on  trouve,  avec  ces  valeurs, 

v2  —  k2j2  >e,  +  A: ,  7 ,  ; 
en  effet  la  substitution  donne 

*  -  *J.  -  ".  -  *.;.  =  [7^7.  -  (^:)"J  (v,  -  v,), 

quantité  toujours  positive;  car  puisque  n  est  entre  o  et  i,  le  premier 
terme  du  binôme  entre  crochets  est  plus  grand  que  i,  et  le  second  est 
plus  petit  que  i . 

La  vitesse  v2  possédée  à  l'instant  t—  — -  par  la  barre  qui  va  devant, 

«] 

diminuée  de  la  vitesse  de  détente  due  à  sa  compression  /2,  excède  donc 
la  vitesse  e,  possédée  par  l'autre  barre,  augmentée  de  la  vitesse  de  dé- 
tente due  à  sa  compression  jt.  Elles  se  sépareront  donc. 

C'est  ce  qu'on  voit  également,  au  reste,  par  les  expressions  géné- 
rales (q)  des  compressions  y,,  j2  après  l'action  mutuelle  de  deux  barris, 
car  elles  sont  négatives  lorsque  V2  —  k2  J2  —  Y,  —  k{  J,  est  positif;  or 
ces  compressions  négatives  à  l'endroit  du  contact  sont  impossibles  entre 
deux  barres  sans  adhérence  mutuelle. 

Donc  les  formules  nouvelles  (s)  représentent  bien  les  vitesses  de  trans- 
lation des  deux  barres  après  leur  choc  dans  le  cas 

r<  i,     c'est-a-dire     m2k2  <  m,  A, 

où  la  barre  le  plus  tôt  parcourue  d'un  bout  à  l'autre  par  le  son  est  celle 
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dont  la  masse  ébranlée  à  chaque  instant  est  la  plus  considérable;  de 
même  que  les  formules  (/)  représentent  ces  vitesses  dans  l'autre  cas  r  >  i 
d'abord  examiné. 

Ce  sont  les  formules  (i/|3),  (i 33)  du  n°  11,  mais  démontrées  ici 
d'une  manière  élémentaire,  ou  sans  établissement  ni  intégration  d'é- 
quation différentielle. 

17.  Conclusion.  —  J'ai  cru  devoir  donner  quelque  étendue  au  dé- 
veloppement de  cette  théorie  nouvelle  du  choc  de  corps  parfaitement 
élastiques,  dont  l'idée  première  est  due  aux  méditations  de  Coriolis  et 
aux  courtes  recherches  faites  sur  son  invitation  par  Cauchy  pour  un 
cas  particulier.  J'ai  fait  voir  que  l'illustre  analyste  avait  énoncé  une 
conclusion  juste  en  ce  qui  regarde  la  fin  de  l'action  mutuelle  de 
deux  barres  de  même  matière  et  de  même  section  qui  se  sont  heur- 
tées, et  la  vitesse  finale  prise  par  la  plus  courte  des  deux,  mais  qu'il 
fallait  évaluer  autrement  qu'il  n'a  fait  la  perte  de  force  vive  transi- 
toire résultant  de  ce  que  l'autre  barre  conserve  ensuite  une  compres- 
sion qui  la  fait  vibrer;  et,  aussi,  qu'il  ne  suffisait  pas  en  général,  pour 
que  le  corps  heurté  se  sépare  du  corps  heurtant,  que  celui-là  ait  à  un 
certain  instant  une  vitesse  plus  grande  que  celui-ci  à  leur  point  de  jonc- 
tion, comme  M.  Cauchy  paraît  l'avoir  cru.  J'ai  montré  que  M.  Poisson, 
en  jugeant  avec  raison  qu'il  fallait  tenir  compte  des  compressions  dont 
les  deux  corps  se  trouvent  affectés  au  même  instant  et  au  même  point, 
exigeait  trop  en  ajoutant,  à  la  condition  de  l'excès  de  vitesse,  celle  que 
.ces  compressions  fussent  nulles  dans  l'un  comme  dans  l'autre  corps, 
et,  aussi,  que  c'est  faute  d'avoir  aperçu  qu'elles  pouvaient  devenir  né- 
gatives, qu'il  a  tiré  de  ses  formules  la  fausse  et  singulière  conclusion  que 
les  barres  resteront  indéfiniment  unies,  pour  peu  que  leurs  longueurs 
soient  inégales.  Elles  se  séparent  toujours  à  l'instant  où  leurs  compres- 
sions à  l'endroit  du  contact  prendraient  ce  signe  négatif  si  elles  restaient 
unies;  condition  qui  revient,  en  général,  à  ce  que  la  vitesse  actuelle 
de  la  barre  heurtée,  diminuée  de  celle  de  détente  due  à  sa  compres- 
sion, surpasse  la  vitesse  actuelle  de  la  barre  heurtante  augmentée  de 
la  vitesse  de  détente  que  sa  compression  engendrerait  quand  elle  en 
a  une. 

J'ai  appliqué  le  même  genre  de  recherches,  au  moyen  de  formules 
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intégrales  en  termes  finis,  au  cas  plus  général  du  choc  de  deux  barres 
prismatiques  de  grosseurs  et  même  de  matières  différentes,  en  ren- 
voyant à  un  autre  temps  le  calcul  long  et  compliqué,  fait  sur  une  suite 
d'exemples  numériquement  définis,  des  conséquences  de  formules  en 
série  transcendante  applicables  au  choc  de  deux  ou  plusieurs  corps 
des  formes  les  plus  variées,  susceptibles  d  être  approximativement  assi- 
milés à  un  ensemble  de  troncs  de  cône  ou  de  pyramide  vibrant  par 
tranches  parallèles.  La  séparation  des  deux  barres  prismatiques  se  fait 
lorsque  le  son  a  parcouru  aller  et  retour  celle  des  deux  qui  exige  pour 
cela  le  moins  de  temps,  si  c'est  en  même  temps  celle  dont  la  masse 
ébranlée  ou  comprimée  à  chaque  instant  est  la  plus  petite;  dans  le  cas 
contraire  la  séparation  s'opère  lorsque  le  son  a  parcouru  aller  et  re- 
tour celle  des  deux  qui  exige  pour  cela  le  temps  le  plus  long.  J'ai  mon- 
tré, en  examinant  ce  que  deviennent  ensuite  les  deux  barres,  que  leurs 
vibrations  ne  les  feront  pas  se  rejoindre,  ou  que  leur  séparation  est 
définitive  dans  les  deux  cas  énoncés. 

Les  formules  de  vitesses  finales,  dans  ces  deux  cas,  sont  différentes. 
Celles  du  second  cas,  sans  avoir  rien  de  compliqué,  contiennent  en 
exposant  le  nombre  variable  des  réflexions  éprouvées  par  le  son  dans 
la  première  barre. 

Je  donne  de  ces  formules,  comme  des  premières,  une  démonstration 
élémentaire  susceptible  de  passer  généralement  dans  l'enseignement; 
et,  à  cette  occasion,  je  démontre,  aussi  élémentairement  et  d'une  ma- 
nière extrêmement  simple.,  l'expression  de  la  vitesse  de  propagation  du 
son,  ce  qui  n'a  pas  été  fait  à  ma  connaissance  depuis  la  démonstration 
de  Newton,  qu'aucun  auteur  moderne  de  Cours  de  physique  n'a  re- 
gardée comme  acceptable  et  susceptible  d'être  introduite  dans  ses  le- 
çons. 

J'aurais  pu  borner  mon  travail  a  ces  sortes  de  démonstrations.  Mais 
les  solutions  analytiques,  telles  que  celles  qui  m'ont  conduit  aux  ré- 
sultats présentés,  portent  leur  genre  de  conviction  comme  les  solu- 
tions synthétiques,  et  ce  n'est  pas  trop  du  concours  de  deux  genres  de 
recherches  et  de  raisonnements  pour  établir  complètement  des  résultats 
tout  nouveaux  et  controversés.  Et  puis,  il  eût  manqué  quelque  chose, 
savoir  la  preuve  que  les  deux  barres,  après  s'être  séparées  pendant  un 
temps  fini,  ne  se  rejoindront  pas  en  vibrant. 
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Mon  analyse  d'ailleurs,  aidée  de  ces  tableaux  raisonnes  (94)  de  scis- 
sions de  limites,  ainsi  que  de  ces  diagrammes  dont  chacun  remplace 
un  grand  nombre  de  pages  de  formules  (et  qui  me  paraissent  offrir  gé- 
néralement le  seul  moyen  d'éviter  d'innombrables  confusions  dans  la 
détermination  des  valeurs  diverses  de  fonctions  discontinues  de  deux  va- 
riables telles  que  x  et  *)[*],  dorme  d'une  manière  complète  ce  que 
devient  jusqu'à  une  époque  quelconque,  et  dans  toutes  ses  parties, 
l'ensemble  de  deux  ou  plusieurs  barres  restant  unies  :  problème  d'au- 
tant plus  intéressant  par  lui-même  qu'il  suffit  d'en  modifier  légèrement 
la  solution  pour  la  rendre  applicable  non-seulement  au  cas  où  la  barre 
heurtée  est  fixe  à  un  bout,  mais  même  au  problème  des  vibrations 
transversales  d'une  corde  flexible  se  composant  de  plusieurs  parties  de 
grosseurs  et  de  matières  différentes.  Je  pense  donc  que  les  développe- 
ments analytiques  où  je  suis  entré  pourront  être  jugés  utiles  indépen- 
damment du  but  principal  dont  la  poursuite  m'a  fait  entreprendre 
ces  longues  et  délicates  recherches. 


ERRATA. 

Page  258,  au  bas  du  diagramme  (24),  au  point  T.  La  formule  ke  =  2al  -t-  7.au-\-  ia, 
aurait  dû  être  écrite  horizontalement. 
258,  même  diagramme,  à  droite,  deux  lignes  au-dessus  du  point  T,  nu  lieu  de 

—  k  J3  -t-  V3,  lisez  —  X  J,  -+-  V,. 
25g,  ligne  3,  au  lieu  de  voyez  le  n°  j5,  lisez  voyez  le  n1  16. 

260,  au  bas  et  à  droite  de  chacun  des  deux  diagrammes   (27)  (28),  au  lieu  de 
x. —  kt  =  —  a,  —  «,,   lisez  x  —  kt  =  —  a{  —  2<a?j. 

260  et  272,  sur  la  ligne  ponctuée  horizontale  du  diagramme  (28),  au  lieu  de 
x  =  a,  lisez  x  =  at. 

261,  ligne  4  en  remontant,  au  lieu  de  a{  —  (2«,  —  <z,),  lisez  a2  —  [iax  —  a7). 
283,  ligne  10  en  remontant,  au  lieu  de  (5i),  lisez  (5o). 

[*]  Ils  ont  été  gravés  par  le  procédé  paniconographique  de  M.  Gillot,  qui  trans- 
forme à  peu  de  frais  un  dessin  lithographique  en  un  cliché-relief.  Le  peu  de  netteté 
des  nos  (89),  (1 18),  (119),  ('4^)>  (I^°)>  (!5i),  ('$2),  ne  doit  être  attribué  qu'à  ce 
que  j'en  ai  fait  moi-même  le  dessin  et  la  lettre  sur  papier  à  autographier,  le  temps 
m'ayant  manqué  pour  recourir  à  la  plume  exercée  d'un  calligraphe  ou  au  burin  d'un 
graveur  sur  pierre. 
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m,  / ,      ,.        «M: 
Page  287,  formule  (61),  au  lieu  de  ■—-. -,  Usez  —. — 

290,  Iigne8,  au  lieu  de  [^) ^  *»*  [dlj^' 

295,  dernière  ligne,  au  lieu  de  —  2  j  at)  —  -  a,,    Usez  —*Ja»       J° 

3oo,  ligne  12,  ««  fte«  de  t  =  2r,  Usez  t  —  2T,. 

3o5,  ligne  1  . ,  au  lieu  de  -L_j  =  W,„ ,  to«  (-L—  ==  W„, . 

307,  ligne  9  [ou  dernière  ligne  de  (102)],  au  lieu  de  a,  4-  aa„  Ww?  *.  +  a*»- 

3i5,  ligne  2  du  premier  F',  j     j,  au  lieu  de  -  (2/'  +  i)  «.,  W«*  -  (2'"  ~  ')  a> 

3 18,  ligne  2  en  remontant,  au  lieu  de  aW„  Jmw  2  W,  . 

319,  avant-dernière  ligne,  au  lieu  de  —  6  —  «„  fo«  —  b  —  o,, 

325,  ligne  5  en  remontant,  au  lieu  de  —,  Usez  —  • 

326,  ligne  6  en  remontant,  an  fc'ea  de  fl,  +  2^  «2,  *««  «,  ■+-  2  —  a,. 

327,  ligne  4,  «w  //cw  rfc  m,  a,  =  M,  //«>z  m,  «,  ==  M,. 

327,  ligne  3  en  remontant,  au  lieu  de  W',,  W„  lisez  W' ,  W, . 
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i>»»nv»mv>%miw>«n,vv.»vm,>,>ll».,u>H>,««nv.nv»*.nvx<m1»«»»M,mi«vmnu»v>u«»»n»«. 

'  MÉMOIR  E 

SUR 

LA    THÉORIE    DES    RÉSIDUS   BIQUADRATIQUES  ; 
Par   M.    Emile  MATHIEU. 


INTRODUCTION. 


Je  vais  indiquer  les  résultats  auxquels  je  suis  arrivé  dans  ce  Mémoire  ; 
mais  auparavant  il  est  utile  de  rappeler  les  premières  recherches  qui 
ont  été  faites  sur  la  théorie  des  résidus  biquadratiques  fondée  par 
Gauss. 

D'abord,  soit  N  un  nombre  quelconque;  il  est  résidu  quadratique 
du  nombre  premier  p  si  on  peut  poser 

N  =  a-  -+-  M  p     ou     N  ==  a-     (mod.  p)  ; 

si  de  plus  on  peut  poser 

N  =  ft4  -\-Mp     ou     N .--://     (mod./?), 

N  est  dit  résidu  biquadratique  de  p,  et  il  est  évident  que  tout  résidu 
biquadratique  est  aussi  résidu  quadratique. 

Mais  l'inverse  a  lieu  aussi,  comme  il  est  très-aisé  de  le  voir,  lorsque 
le  module  est  de  la  forme  l\n  H-  3,  de  sorte  que  tout  résidu  quadra- 
tique d'un  nombre  premier  de  la  forme  4  n  H-  3  est  également  un  résidu 
biquadratique;  et  il  en  résulte  qu'il  suffit  d'étudier  le  caractère  biqua- 
dratique des  nombres  par  rapport  aux  nombres  premiers  p  de  la 
forme  l\n  H-  \\  nous  supposerons  donc  désormais  que  le  module  ait 
cette  forme. 

Tome  XII  '?•  série}.  —  .Novembre  1867.  4^ 
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Désignons  par  g  une  racine  primitive  quelconque  du  nombre  pre- 
mier p  =  [\n  H-  i ,  et  formons  les  résidus  des  nombres 


p-0       <r       o2  ctP    - 


puis  partageons-les   en    quatre   groupes   correspondant   aux    quatre 
groupes  des  puissances  de  g-  : 


a"       cr*       o° 


P«2 


or         a5,     p9  <>  '  * 

&'      &   >    &    »      &      '•••' 

p3        p-7        o,(         o,s 


et  désignons  ces  groupes  respectivement  par  les  lettres  A,  B,  C,  D. 
Les  nombres  du  groupe  A  sont  les  résidus  biquadratiques  de  p\  ceux 
du  groupe  C  sont  les  résidus  quadratiques  qui  ne  sont  pas  en  même 
temps  biquadratiques;  enfin  les  nombres  des  groupes  B  et  D  sont  des 
non-résidus  quadratiques,  et  à  plus  forte  raison  des  non-résidus 
biquadratiques. 

Les  deux  groupes  A  et  C  ne  dépendent  en  aucune  façon  de  la  racine 
primitive  que  l'on  a  choisie;  mais  les  deux  groupes  B  et  D  peuvent 
s'échanger  l'un  dans  l'autre  par  un  changement  de  cette  racine,  et, 
pour  qu'ils  soient  parfaitement  déterminés,  il  faut  donc  spécifier  la 
racine  primitive  que  l'on  choisit;  pour  cet  effet,  nous  supposerons  que 
l'on  adopte  toujours  pour  g  la  plus  petite  racine  primitive. 

/>,  étant  de  la  forme  4  n  -H  l  -,  est  décomposable  en  la  somme  de  deux 
carrés  a2  -h  b2  et  d'une  seule  manière;  mais  comme  il  faut  que  a  et  b 
soient  parfaitement  déterminés,  on  désigne  par  a  le  nombre  impair  et 
par  /;  celui  qui  est  pair;  enfin  il  convient  de  choisir  les  signes  de  a 
et  b  de  manière  que  le  nombre  impair 

a  soit  =  r      (mod.  4) 
et 

p—t 

b~ag  '        (mod./?), 
g  étant,  comme  nous  l'avons  dit,  la  plus  petite  racine  primitive  de  p. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  ^79 

Cela  posé,  pour  déterminer  le  caractère  biquadratique  d'un  nombre 
quelconque  N  par  rapport  au  nombre  premier  p,  on  peut  suivre  une 
méthode  analogue  à  celle  qui  permet  de  trouver  son  caractère  quadra- 
tique. On  décompose  encore  le  nombre  donné  en  ses  facteurs  pre- 
miers ;  mais  on  ne  regarde  plus  comme  premiers  tous  ceux  qui  sont 
ainsi  désignés  ordinairement  dans  l'arithmétique  ;  car  les  nombres 
premiers  réels  de  la  forme  4"  -M  sont  considérés  comme  décompo- 
sables  en  deux  nombres  c  -+-  di,  c  —  di,  qui  sont  dits  nombres  premiers 
complexes.  Enfin,  décomposant  le  module  en  les  deux  facteurs  a  +  bi, 
a  —  bi,  il  suffît  de  chercher  le  caractère  du  nombre  TS  par  rapport  au 
nombre  premier  complexe  a  -+■  bi. 
Parmi  les  quatre  nombres 

c  H-  di,      —  d  -h  c/,      —  c  —  di,      d  —  ci, 

qui  sont  dits  associés  et  qui  ne  différent  que  par  le  facteur  i,  —  1  ou  —  /, 
il  y  en  a  un  qui  est  =  1  (mod.  2-1-2/)  et  qui  est  appelé  nombre  pri- 
maire. Or  on  a  à  chercher  le  caractère  biquadratique  de  chaque  facteur 
de  N  par  rapport  h  a  -h  bi-,  il  sera  aisé  de  ramener  cette  recherche  à 
ne  s'effectuer  que  sur  des  nombres  premiers  primaires,  et  chacune  de 
ces  déterminations  s'opérera  par  l'application  à  ces  nombres  du  théo- 
rème fondamental  (  Theoria  residuorum  biquaclraticorum ,  §  67),  théo- 
rème tout  à  fait  analogue  à  la  loi  de  réciprocité  de  la  théorie  des 
résidus  quadratiques. 

Toutefois  l'application  du  théorème  fondamental  peut  être  facilitée 
par  la  remarque  suivante,  due  à  Jacobi  : 

Soit  /  un  nombre  complexe  quelconque  et  m  un  autre  nombre  sem- 
blable, mais  premier.  On  désigne  par  —  les  quantités  1,  i,  —  \  ou  — /, 
suivant  que 


/    4      est  congru  à  1,  i,  — 1  ou  —i     (mod.  m), 
ix  étant  la  norme  de  m,  et  si  l'on  pose 


VA  -  - 


X  désigne  le  caractère  du  nombre  /  par  rapport  au  nombre  premier  m. 

48.. 
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Si  de  plus,  lorsque  n  est  un  nombre  composé  tt't"...,  où  /,  t' ,  t",.  . 
sont  premiers,  on  convient  que     -     représente  le  produit 

mm- 

alors  on  a  le  théorème  suivant  :  «  Si  A-t-B/  et  C-t-D*'  sont  deux 
entiers  complexes  premiers  entre  eux  =  r  (mod.  i  -h  2/),  on  n 


["a  -+-  nn      rc  -i  on 


A  —  1  C 


ce  qui  se  réduit  au  théorème  fondamental,  lorsque  A  +  B/  et  C  +  D/ 
sont  deux  nombres  premiers. 

Quant  an  théorème  fondamental,  Eisenstein  en  a  donné  deux  dé- 
monstrations différentes  dans  le  tome  XXVIII  du  Journal  de  Crelle. 

Mais  Gauss  indique  une  autre  méthode  pour  déterminer  le  carac- 
tère biqnadratique  d'un  nombre  N  par  rapport  à  un  nombre  pre- 
mier p  =  [[n  -h  1  ;  supposons  encore  p  décomposé  en  la  somme  de 
deux  carrés  a2  -+-  b2,  les  signes  de  a  et  b  étant  déterminés  comme  nous 
avons  dit  ci-dessus.  Gauss  a  reconnu  par  induction  que  le  caractère 
biqnadratique  d'un  nombre  premier  ±  q,  le  signe  ±  ayant  lieu  suivant 

que  <2  =  4"=ti,  dépend  uniquement   de  la  valeur  de  -  (mod.  q). 

Ainsi  soient   deux    nombres  premiers    p  =  a%  -+-  A3,    p'=a'2~h 

b  // 

a'  et  b'  étant  déterminés  comme  a  et  b;  si  -  ci  -,  sont  congrus  suivant 

a         a  D 

le  module  9,  ±  q  a  le  même  caractère  par  rapport  à  p  et  à  p'.  Mais  il 
ne  nous  apprend  rien  sur  la  possibilité  de  reconnaître  quels  sont  ceux 

1  b  .  . 

des  rapports  -  qui  appartiennent  aux  quatre  classes  correspondant 

respectivement  aux  groupes  A,  C  ou  B  et  D,  et  qui  sont  propres  à  in- 
diquer si  ±  q  est  résidu  biqnadratique,  résidu  simplement  quadra- 
tique ou  non-résidu. 

Dans  les  Comptes  rendus  de  V  Académie  des  Sciences  du  18  mars 
1867,  j'ai  donné  la  loi  qui  distingue  les  quatre  classes,  et  de  laquelle 
Gauss  avait  dit  :  At  lex  hujus  distributions  abstrusior  videtur,  etiamsi 
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quœdani  generalia  prompte  animadvertantur  [*].  Je  donnerai  dans  ce 
Mémoire  la  démonstration  de  la  solution  de  cette  question.  Mais  voici 
d'abord  de  cette  solution  une  forme  géométrique  qui  en  facilite  le 
souvenir  et  qui  me  semble  fort  curieuse,  encore  que  cette  forme  ne 
soit  pas  celle  qui  convient  à  l'application  du  calcul. 

Considérons  séparément  les  cas  de  q  =  [\n  H-  i   et  de  q  =  f^n  -+-  3. 

i°  Si  q  est  de  la  forme  l\n  -h  i,  divisons  la  demi-circonférence  n  en 
q  —  i  parties  égales  et  considérons  les  tangentes  des  arcs 

!T  77  ,y  ;:  T 

O .       i       2  5        5 .  •  •  •  ,       [  Q  —  a  J  — 

<l  ~  i  7  —  '  7  —  «  v  '  7  —  1 

On  sait  que  ces  tangentes  sont  exprimables  par  radicaux;  et  de  plus  il 
esl  remarquable  que  ces  radicaux,  pris  suivant  le  module  <y,  sont  tou- 
jours des  nombres  entiers  réels,  de  sorte  que  les  expressions  de  ces 
tangentes,  prises  suivant  le  module  q,  représentent  elles-mêmes  des 
nombre  entiers  réels.  Or  q  appartiendra  au  groupe  A,  B,  C  ou  D,  selon 
que  -  sera  congru  suivant  le  module  q  à  la  tangente  d'un  des  arcs 
commençant  à  l'origine  de  la  demi-circonférence  et  terminés  aux 
points  de  division  o,  4»  8,...,  ou  i,  5,  9,...,  ou  2,  6,  10,...,  ou 
3,  7,  11,.... 

i°  Si  q  est  de  la  forme  l\n  -+-  3,  divisons  la  demi-circonférence  —  n 
en  q  -h  1   parties  égales  et  considérons  les  tangentes  des  arcs 


o, •>      —  2 


</  -hi  1  <,  -+-  i 


^ 


qui  commencent  à  l'origine  de  la  circonférence  et  se  terminent  à  des 
points  de  division  que  nous  marquerons  o,  —  1,  —  2, Non-seule- 
ment les  tangentes  de  ces  arcs  sont  exprimables  par  radicaux,  mais 
leurs  expressions  prises  suivant  le  module  q  sont  des  nombres  entiers 
réels.  Et  le  nombre  —  q  appartient  au  groupe  A,  B,  C  ou  D,  selon 
que  -  est  congru  suivant  le  module  q  à  la  tangente  d'un  arc  terminé 
aux  points  de  division  o,  —4,  —8,...,  ou  —  1,  —  5,  —9,...,  ou 
—  2,   -6,   —10,...,  ou    —3,    —7,  —ri,.... 


[*]  Ilôlicre  Arithmctik,  j)    ioo. 
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On  peut  encore  donner  à  ce  théorème  une  forme  plus  concise  en 

réunissant  les  cas  de  q  =  4»  +  '   et  de  q  =  4"  +  3    En  effet,  si  l'on 

pose  ±q  =  r,  on  a  le  théorème  suivant  : 
Considérons  les  tangentes  des  arcs 


elles  sont  exprimables  par  radicaux,  et  leurs  expressions  prises  suivant 
le  module  q  sont  des  nombres  entiers.  Posons 


T I 


a  =  tango,  tang4  7zr7'     tan§8 

^tang^-,        tangS^,     taugg^^V" 

Y  =  tang27ZT7'    tang6r=V     tangIO:T=T'"' 
^=tang3r^T,     «ang77=V    tangJI  7=7'"  ": 

suivant  que  b-  sera  congru  suivant  le  module  q  à  l'un  des  nombres 
a,  j3,  y  ou  â,  x  appartiendra  respectivement  à  A,  B,  G  ou  D. 

Par  exemple,  s'agira-t-il  du  caractère  biquadratique  de  q  =  5,  divi- 
sant la  demi-circonférence  en  q-  i  =  4  parties  égales,  on  voit  que 
l'on  a 
tango  =  o,    tang|  =  i,    tang^  =  oo,    tang^=-i^4    (mod.5). 

On  en  conclut  que  5  appartient  au  groupe  A,  B,  C  ou  D,  par  rapport 
àp,  selon  que  b-  est  congru  suivant  le  module  5  à  o,  i,  co  ou  4- 

Ces  théorèmes  de  la  théorie  des  résidus  biquadratiques  fournissent 
immédiatement  ceux-ci,  qui  sont  nouveaux  aussi,  quoiqu'ils  rentrent 
dans  le  domaine  de  la  théorie  des  résidus  quadratiques  : 

i°  Soient  p  et  q  deux  nombres  premiers  de  la  forme  l\n  •+- 1,  dont 
l'un  p  soit  égal  à  a'  -h  b\  et  ici  il  n'est  besoin  d'avoir  égard  aux  signes 
de  a  et  b,  ni  même  à  leur  ordre  de  parité.  Divisons  la  demi-circonfe- 
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rence  en  q  —  i  parties  égales  et  menons  les  tangentes  de  tous  les  arcs 
qui  commencent  à  l'origine  de  la  demi-circonférence  et  se  terminent 

aux  différents  points  de  division.  Si  la  valeur  de  -  est  congrue  suivant 

1  a  ° 

le  module  </  à  l'expression  de  la  tangente  d'un  des  arcs  terminés  à  un 
point  de  division  d'ordre  pair  o,  2,  4>  6...,  le  nombre  premier  p  est 

résidu  quadratique  de  q  et  q  résidu  quadratique  de  p;  mais  si  -  cor- 
respond à  une  divison  impaire,  p  et  q  sont  non-résidus  l'un  de  l'autre. 

20  Si  p  et  q  sont  deux  nombres  premiers,  dont  l'un  q  est  de  la  forme 
4^-1-3,  tandis  que  l'autre  p  est  de  la  forme  [\n  -+- 1 ,  on  divisera  la  demi- 
circonférence  en  q  -+-  r  parties  égales  et  on  obtiendra  les  mêmes  consé- 
quences que  dans  le  cas  précédent. 

Ici  nous  devons  faire  une  réflexion  impoi  tante  sur  le  choix  que 
nous  avons  fait  de  la  racine  primitive  prise  pour  base.  Après  avoir  dis- 
tingué, par  rapport  au  module  p,  tous  les  nombres  non  divisibles  par  p 
en  les  quatre  groupes  A,  B,  C,  D,  nous  avons  dit  que,  afin  de  ne  laisser 
aucune  ambiguïté  sur  les  groupes  B  et  D,  nous  supposerons  que  l'on 
prenne  toujours  pour  base  la  plus  petite  racine  primitive  g  de  p 
Or  il  est  à  remarquer  que  ce  choix  n'a  pas  été  fait  au  hasard,  mais 
en  vue  de  simplifier  la  théorie,  et  que  par  exemple  on  aurait  des  résul- 
tats plus  compliqués  si  on  remplaçait  la  plus  petite  par  la  plus  grande 
racine  primitive. 

En  effet,  nous  avons  dit  comment  de  la  loi  de  réciprocité  des  résidus 
biquadratiques  donnée  par  Gauss  pour  les  nombres  complexes  on 
peut  tirer  le  caractère  biquadra tique  d'un  nombre  réel  N  par  rap- 
port à  un  nombre  premier  réel  p=  a2  -+-  b2,  et,  pour  que  cette  mé- 
thode soit  applicable,  il  faut  absolument  que  l'on  prenne  pour  base  la 
plus  petite  racine  primitive  g  de  /;.  Et  de  même  la  méthode  que  nous 
avons  donnée  pour  déterminer  le  caractère  biquadratique  de  p  par 

rapport  à  /;  =  a2  -h  b2  au  moyen  du  nombre  -  (mod.  q)  exige  encore 

ce  choix. 
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Considérations  des  quatre  périodes  de  v  7  '   racines  de  la  congruence 
~  f  — o  (mod.  q).  —  Démonstration  simple  et  nouvelle  de  la  loi 

de  réciprocité  de  la  théorie  des  résidus  quadratiques.  —  Théorème 
nouveau  de  cette  théorie. 

1.  Nos  recherches  sur  la  théorie  des  résidus  biquadratiques  seront 
entièrement  fondées  sur  l'étude  des  quatre  périodes  formées  des  racines 
de  la  congruence 

(0  ?=7  —  °     (moà'tf> 

dans  laquelle  p  est  un  nombre  premier  positif  de  la  forme  l\?i  +i; 
en  désignant  par  x  une  quelconque  de  ces  racines,  elles  sont  repré- 
sentées par 

W=2>A>     U'=2^,     W"==2*C'     W'"==2*D    (mod.jj), 

le  signe  sommatoire  V  se  rapportant  aux  différents  nombres  A,  B,  C,  D, 
et,  d'après  ce  qui  a  été  dit  dans  l'Introduction,  les  quatre  groupes 
A,  B,  C,  D  sont  les  résidus  des  nombres  des  quatres  lignes 

b   ">    b   '    b    '•    •'     b 

go5        o9  (>P~'' 

■>     b   »   &  i  •  •  •  »     o       ' 

&i&'b     '•••'b        ' 

pris  par  rapport  au  module  p,  g  désignant  la  plus  petite  racine  pri- 
mitive de  p. 

Désignons  par  m  le  plus  petit  nombre  pour  lequel  est  satisfaite  la 

congruence 

q'"  —  i  =  o     (mod.  p), 

les  racines  de  la  congruence  (i)  appartiennent  toutes  à  la  congruence 

xq-"-\  ==  ,   (mod.  ^), 
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dont  l'étude  des  racines  a  été  faite  rigoureusement  pour  la  première 
fois  par  M.  Serret  dans  son  algèbre  supérieure. 

Comme  l'examen  de  ces  quatre  périodes  demande  une  étude  longue 
et  attentive,  nous  commencerons,  pour  mieux  faire  comprendre  les 
principes  qui  nous  serviront,  à  les  appliquer  à  la  théorie  beaucoup 
plus  simple  des  résidus  quadratiques. 


2.  Nous  considérerons  alors  les  deux  périodes  de racines  de 

la  congruence 

— — ==o     (mod.ç), 
qui  ont  pour  valeurs 

0=2**'  ù'— 2X» 

x  désignant  une  quelconque  des  racines  et  le  signe  V  se  rapportant 

aux  lettres  a  et  b,  dont  la  première  désigne  un  résidu  quadratique 
de  p,  et  la  seconde  un  non-résidu.  On  suppose  ici  que  p  peut  être  indis- 
tinctement de  la  forme  l\n±  1,  et  on  sait  [Disquisitiones  arithme- 
ticœ,  356)  que  la  congruence  qui  donne  ces  deux  périodes  est 

x2  -+-  x  qp  n  =  o     (mod.f/). 

Si  on  élève  Q.  et  il'  à  la  puissance  a,  il  est  aisé  de  voir,  puisqu'on 
doit  négliger  les  multiples  de  qy  que  l'on  aura. 

Q?  ==_]£  xai,     Çl'i  =2  xbq     (  mod .  9  ). 

Tous  les  exposants  aq  et  tous  les  exposants  bq  sont  différents  entre 
eux  selon  le  module  />,  et  de  plus,  si  q  est  résidu  quadratique  de/?, 
tous  les  nombres  aq  sont  des  résidus  quadratiques,  et  les  nombres  bq 
des  non-résidus,  et,  au  contraire,  si  q  est  non-résidu  quadratique  de  p, 
tous  les  nombres  aq  sont  des  non-résidus,  et  les  nombres  bq  des  résidus 
quadratiques  de  p. 

On  en  conclut  que  si  q  est  résidu  quadratique  on  a 
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et  que  par  conséquent  les  deux  périodes  sont  réelles,  puisqu'elles 
satisfont  à  la  congruence 

xq^x    (mod.  q)\ 
mais  si  q  est  non-résidu  de  p,  on  a 

et  les  deux  périodes  sont  imaginaires;  car  si  il  était  réel,  on  aurait 
Q?={}  et  par  suite  Q  =  £}',  tandis  que  la  congruence  du  second  degré 
ci-dessus  ne  peut  avoir  ses  racines  égales. 

Or,  d'autre  part,  les  racines  de  cette  congruence  sont 


__-i±v/±;l 


mod. 


et  sont  par  conséquent  réelles  ou  imaginaires,  selon  que  ±  p  est  résidu 
ou  non-résidu  quadratique  de  q.  On  en  conclut  ce  théorème  (où  l'on 
adopte,  soit  tous  les  signes  supérieurs,  soit  tous  les  signes  inférieurs)  : 

Si  le  nombre  premier  q  est  résidu  quadratique  du  nombre  premier 
p  =  [\ii  ±  i,  ±  /?est  résidu  quadratique  de  q;  mais  si  q  est  non-résidu 
quadratique  de  p,  ±p  est  lui-même  non-résidu  de  q. 

Enfin,  en  s'appuyant  sur  ce  que  —  i  est  résidu  ou  non-résidu  qua- 
dratique de  q,  suivant  que  q=  I\n-hi  ou  l\n  —  i,  on  en  conclut  la 
loi  de  réciprocité  : 

Le  nombre  premier  p  est  résidu  ou  non-résidu  quadratique  du 
nombre  premier  q,  selon  que  q  est  lui-même  résidu  ou  non-résidu  de  p, 
toutes  les  fois  que  l'un  au  moins  de  ces  deux  nombres  est  de  la 
forme  l\n-\-\\  mais  si  tous  les  deux  sont  de  la  forme  l\n  -f-  '5,  l'un 
étant  résidu  quadratique  de  l'autre,  le  second  est  non-résidu  du 
premier. 

Ces  considérations  peuvent  également  servir  à  déterminer  le  carac- 
tère quadratique  du  nombre  2.  Nous  avons  vu  tout  à  l'heure  que, 
q  désignant  un  nombre  premier,  si  q  est  résidu  quadratique  de  p,  la 
congruence  qui  donne  les  deux   périodes  a  ses  racines  réelles,  mais 
que  si  q  est  non -résidu  de  p,  cette  congruence  a  ses  racines  im;igi- 
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naires,  et  le  raisonnement  qui  nous  a  servi  est  applicable  au  cas  où  q 
est  égal  à  i. 

Supposons  que  p  soit  de  la  forme  8/  ±  i,  nous  devons  faire  n  =  2/, 
et  la  congruence  qui  donne  les  deux  périodes  prises  suivant  le  mo- 
dule q  =  1  devient 

xa  4-  x  4=  1 1  =  o     (mod.a) 
ou 

x2  +  i,  =  o     (mod.  2), 

elle  a  ses  deux  racines  réelles  qui  sont  o  et  1  ;  donc  1  est  résidu 
quadratique  de  p. 

Mais  si  p  est  de  la  forme  8/4-5  ou  8/4-  3,  nous  devons  faire 
n  =  il  4-  1 ,  et  la  congruence  se  réduit  à 

X2  4- .%' 4- 1  =  o     (mod.  2); 

comme  o  et  1  ne  sont  pas  racines  de  cette  congruence,  elle  est  irré- 
ductible, et  ses  deux  racines  doivent  être  regardées  comme  imagi- 
naires; 1  est  donc  non-résidu  quadratique  de  p. 

5.  Revenons  à  l'expression  des  deux  périodes,  lorsque  p  est  de  la 
forme  [\n  4-  1  ;  il  faut  prendre  sous  le  radical  le  signe  4-,  et  elles  sont 
données  par  la  formule 

— ^     (mod.?); 

le  nombre  premier  p  est  décomposable  en  la  somme  de  deux  carrés 
a2  4-  b2  et  d'une  seule  manière,  et,  regardant  a2  comme  le  carré  impair 
et  b2  comme  le  carré  pair,  nous  pouvons  écrire,  au  lieu  de  la  formule 
précédente,  la  suivante 

—  i  ±  sja2  4-  b2 


OU 


-î±^V/^  +  '   (mod'7)' 


et,  suivant  que  ces  deux  expressions  sont  réelles  ou  imaginaires,  q  est 

49 
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résidu  quadratique  ou  non-résidu  de  p.  Donc  si  on  désigne  par  a  le 
nombre  entier  moindre  que  q  qui  est  représenté  par 

-     (mod.7), 
q  sera  résidu  quadratique  de  p  ou  non-résidu,  selon  que 


sera  résidu  quadratique  de  q  ou  en  sera  un  non-résidu. 

Ainsi  le  caractère  de  q  par  rapport  à  p  ne  dépend  que  de  la  valeur 

de  -  (mod.  <jr),  ou  plutôt  de  son  carré,  en  sorte  que  si  nous  désignons 

par  a  ce  nombre,  et  que  p'  soit  un  autre  nombre  premier  de  la  forme 
l\n  4-  i  décomposable  en  la  somme  de  deux  carrés  an  H-  b'2,  q  aura  le 
même  caractère  par  rapport  à  p'  que  par  rapport  à  /?,  si  on  a 

r7=±«     (mod.  9), 

et  il  en  sera  encore  de  même  si  on  a 

?  — ^     (mod.  ^); 

I  a}  -+-  I  i     i  i  » 

car  —  -h  i   ou   — —  a  par  rapport  au  module  q  le  même  caractère 

que  a2  -)-  i . 

Mais  nous  allons  montrer,  ce  qui  est  extrêmement  curieux,  comment 
on  peut  embrasser  tout  d'un  coup  par  une  même  formule  les  deux 
classes  de  l'expression 

-     (mod.7), 

la  première  renfermant  ceux  de  ces  nombres  pour  lesquels  q  est  résidu 
quadratique  de  p,  et  la  seconde  ceux  pour  lesquels  q  est  un  non-résidu, 
et  ces  deux  formules  nous  apprendront  que  chacune  des  deux  classes 
renferme  la  même  quantité  de  nombres  au-dessous  du  module  q. 
Il  faut  considérer  séparément  les  cas  de  q  =  4  M  -+-  »  c*  de  q  =  f\  n  -+-  3. 
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Supposons  d'abord  q  ~  ^n-i-i;  —  i  étant  résidu  quadratique  de  q, 
on  peut  satisfaire  à  la  congruence 


—  i 


(mod.<7), 


dont  nous  retenons  l'une  des  racines  ;  désignons  par  A  un  résidu  qua- 
dratique quelconque  de  q,  et  par  B  un  non-résidu  de  q  :  je  dis  que  toutes 
les  valeurs  de  -  (mod.  9)  pour  lesquelles  q  est  résidu  quadratique  de  />, 
et  qui  forment  la  première  classe,  sont  données  par  la  formule 

i  —  A 


i  ■+-  A 


(mod.  ry), 


et  que  toutes  les  valeurs  de  -  (mod.  q)  de  la   seconde  classe  sont 

données  par 

♦ 

En  effet,  posons 


a2  =  ?7^     (mod.?), 
i  — L 


a  = 


i+L 


et  nous  aurons 

,  (i—  L)J  4L  /in 

et  i  -h  a2  sera  résidu  quadratique  de  q  ou  non-résidu,  en  même  temps 
que  L. 

On  voit  aussi,  d'après  les  formules  précédentes,  que  les  deux  classes 
renferment  la  même  quantité  de  nombres. 

Supposons  ensuite  q  =  [\n  -+-  3;  les  formules  précédentes  ne  sont 
plus  admissibles,  car  <p  serait  imaginaire  et  par  suite  aussi  les  expres- 
sions de  a,  et  a2;  mais  on  peut  former  celles  qui  sont  applicables  à  ce 
cas  par  analogie  et  d'après  une  considération  semblable  à  celle  que 
M.  Serret  a  employée  (Comptes  rendus  de  l'académie  des  Sciences, 
1  7  janvier  1859). 

Posons  i  =  \j  —  1  et  divisons  les  racines  de  la  congruence 

(a)  z»+,==i      (mod.  7} 


3go  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

en  deux  classes  :  celles  qui  satisfont  à 


que  nous  désignerons  en  général  par  .1»,  et  celles  qui  satisfont  à 

que  nous  désignerons  par  ife.  Toutes  les  valeurs  de  -  (mod.ç)   qui 
appartiennent  à  la  première  classe,  sont  données  par  la  formule 

a4=/ —     (mod.r/1, 

et  toutes  celles  qui  appartiennent  à  la  seconde  classe  par 

«<>  =  / (mod.o). 

D'abord  il  faut  reconnaître  que  ces  expressions  sont  réelles,  quoi- 
qu'elles renferment  des  quantités  imaginaires.  Or  la  condition  pour 
qu'une  quantité  soit  réelle  suivant  le  module  q  est  qu'elle  satisfasse  à 
la  congruence 

X?  =  X     (mod.c/). 

Élevons  donc  à  la  puissance  q  la  quantité 

où  /  représente  une  racine  de  (a),  et  on  aura  en  effet 

i 
i 


a1  ==  [9  ! ^  ==  /  *"+*  S  ==  i  1 L  ==  « 

I  H %- 

ce  qui  prouve  que  les  expressions  précédentes  sont  réelles. 
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Formons  ensuite  la  quantité  i  +  a2  ;  elle  est 

4-C 


i  H-  or 


■O1 


Si  £  est  un  nombre  „l>  il  est  le  carré  d'un  des  nombres  complexes  n 
qui  satisfont  à  la  congruence  (a)',  donc  on  a 


i  -f-  n: 


et  par  la  méthode  qui  précède,  on  reconnaît  que  ;  est  réel;  donc 

i  -h  a2  est  un  résidu  quadratique.  Au  contraire,  si  £  est  un  des  nom- 
bres iA>,  il  est  évident  que  n-a2  est  un  non-résidu,  et  l'exactitude  de 
nos  formules  est  démontrée. 

4.   Revenons  maintenant  aux  quatre  périodes  de  la  congruence 
^7  =  °     (mod.g), 

dans  laquelle  on  suppose  que  p  est  un  nombre  premier  de  la  forme 
l\n  -h  i.  Les  valeurs  de  ces  périodes  sont 

0)  =  JCK'  -+-  Xk"  -+-  XV"  -f-  .  .  .  , 
to'EEBX*'  +  XB°  -h  X** -h  .  .  .  , 

co"=  .xc'  -f-  Xe"  -h  xc'"  -+-  .  .  .  , 
u's  .rD'  -f-  xD"  -h  xD'"  •+-..., 

A',  A",  A'",  .  .  .  étant  ce  que  nous  avons  appelé  les  nombres  A; 
B',  B",  B'", ...  les  nombres  B,  etc.  Si  nous  élevons  ces  quantités  à  la 
puissance  <y,  comme  nous  ne  considérons  que  leurs  valeurs  suivant  le 
module  q,  il  nous  suffit  d'élever  chacun  des  termes  à  la  puissance  q, 
de  sorte  que  nous  obtenons 

Or,  supposons  que  q  soit  résidu  biquadratique  de  p,  les  nombres  de 


392  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

chacune  des  quatre  lignes 

A'?,  A"q,  A"V/,..., 

B'q,  B"<7,   B"?,..., 

Cq,  C"q,   C"7y,..., 

D'q,  D"?,  D"ç,..., 

sont  tous  différents  entre  eux  selon  le  module  p,  et  les  nombres  de 
la  première  ligne  sont  congrus  dans  un  certain  ordre  aux  nombres  A', 
A",  A'",...,  ceux  de  la  seconde  aux  nombres  B\  B",  B'",...,  etc.;  donc, 
puisque  a:p  est  =  i ,  on  a 

2-rA?  =  >?.r\     £  r%=2-*B>---     (mod.ç), 
et 

c'est-à-dire  que  »,  m',  w",  w"'  sont  réels. 

Quand  un  nombre  q  est  donné,  on  sait  comment  on  peut  reconnaître 
s'il  est  résidu  quadratique  du  nombre  premier  p  =  l\n  +  i  ou  s'il  ne 
l'est  pas,  et  par  conséquent  si  q  appartient  aux  groupes  A  et  C  ou  aux 
groupes  B  et  D,  et  il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  au  cas  où  q  est 
résidu  quadratique  de  p,  on  pourra  reconnaître  si  q  appartient  à  A  ou 
à  C  en  examinant  si  les  quatre  périodes  w,  w',  o",  «"'  sont  toutes 
les  quatre  réelles  ou  ne  le  sont  pas. 

Nous  allons  donc  déterminer  la  congruence  qui  donne  les  quatre 
périodes  de  la  congruence 

— -==o     (mort.  9), 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'équation  du  quatrième  degré  qui  a  pour 
racines  les  quatre  périodes  de  l'équation 

xP  —   I 

=  o, 

X  I 

et  lorsque  nous  les  aurons  obtenues,  il  nous  sera  aisé  de  reconnaître  si 
q  est  résidu  biquadratique,  résidu  simplement  quadratique  ou  non- 
résidu,  et  nous  aurons  fait  un  premier  pas  vers  la  solution  de  la  re- 
cherche du  caractère  biquadratique  de  q.  Plus  tard,  nous  verrons 
comment  on  peut  discerner  si  q  appartient  à  B  ou  à  D  par  rapport  à  p. 
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Formation  des  périodes  de  p~  '    racines  de  V équation  **  ~  '  =  o. 

S.  Désignons  par  g  la  pins  petite  racine  primitive  du  nombre  pre- 
mier p  de  la  forme  [±m  4-  r  ;  les  quatre  périodes  de  ^j^-  racines  pour 
l'équation 

xP—  I 

X  I 

sont,  en  désignant  par  x  une  racine  quelconque, 

w  =  x    4-  xs*  4-  x°*  h- ...  -4-  jc*""&, 
w'  =  x8 •  -h  ^c°5 H-  x^!l  H-...-+-  .r»''"4, 

w*==  x^  4-  .r*'  -h  **" 4- . . .  4-  .r*"-2. 

Supposons  que  l'équation  qui  donne  ces  quatre  périodes  soit 

X*  —  Ax3  4-  Bx2  —  Cx  4-  D  =  o, 
on  aura 

A  =  û)+  w'4-  w"4-  w'",      B  =  uu'+  w  V'4-  w'V  4-  u"u  4-  û>«"  4-  u'w*, 
C=  ojco'co"4-  w '«"&>'"  4-  w(o'«'"+  uu"w*       D  =  ww'u"()j". 

On  obtient  sur-le-champ,  pour  le  premier  coefficient,   A  =  —  1. 

Désignons  par  (00)  la  quantité  des  nombres  1,  g\  g8,...,  gp~*%  ou 
plutôt  la  quantité  des  nombres  A,  leurs  résidus  minima  qui,  aug- 
mentés d'une  unité,  donnent  des  nombres  A;  puis  désignons  par  (01), 
(02),  (o3)  la  quantité  des  nombres  A  qui,  augmentés  d'une  unité, 
donnent  des  nombres  B,  C  ou  D.  Pareillement,  représentons  par 
(10),  (11),  (12),  (i3)  la  quantité  des  nombres  B  qui,  augmentés  d'une 
unité,  donnent  des  nombres  A,  B,  C  ou  D.  Enfin  on  voit  clairement 
ce  que  l'on  doit  entendre  par  les  seize  quantités  de  la  figure 

(00),  (01),  (01),   (o3). 

(10),  (u),  (12),  (i3), 

(20),  (21),  (22),  (23), 

(3o),  (3i),  (32),  (33), 

que  nous  appellerons  la  figura  S. 

Tome  XII  (2e  série).  —  NOVEMBRE  1SG7.  "> 
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Représentons,  en  général,  xl  par  [/];  alors  nous  aurons 

'->'=  [g]  +  [g5]  +  [?]  +  {§"}  +-. 
»  =  [■]  +  [g']  +[«']  +  [«'*]+■■•. 

et  en  multipliant  ces  deux  expressions  nous  obtenons 

ww'=[g  +  i  ]  +  [g5  +  i  ]-f-[g9  +  i  ]+... 

+  [g'H- s8] +  [s,3+ *"]+••• 


Les  termes  qui  se  trouvent  dans  une  même  ligne  verticale  forment  une 
période,  et  l'on  en  déduit  facilement 

<4û>'  =  ( i o )  ut  H-  (i  i)  ù>' -+■  (ia)w"+  ( 1 3 )  w'" ; 

on  obtient  ensuite  (Disc/uis.  Arithm.,  n°  345),  d'après  cette  formule, 

w'  o/'  =  (io)  w'  4-  (i  i)  o/'-f-  (12)  w'"-+-  (i3)  w, 
«"&>'"=  (io)(o"+  (u)a>'"-+-  (12)  W  +  (l3)ù)', 
o/"w  =  (10)  w'"+  (n)w  -+-  (12)  &/  -h  (i3)  &>", 

si  on  multiple  &>"  par  w,  on  obtient  aussi  facilement 

«&)"=  (20)  w  -h  (21)  &>'-+-  (22)  &>"  +  (23)  w'"     si     /3=8«  +  i, 

=  (  20  )  w  -h  (  2 1  )  «'  +  (  22  )  w"  -l-  (  23  )  &>'"  -f-  2  h  +  1   si  />  =  8  /*  -1-  V 

et,  d'après  le  n°  345  des  Disquisitiones ,  on  en  tire 

w'ww=  (20)  w'H-  (21)  w"H-  (22)  w'"+  (23)  w      si     p  =  8n-\-  1, 

=  (io)u'+(2i)w"+(î2)(i)w+(a3)u+2K+i    si  p=  8n-\-  5; 

mais  d'après  le  même  principe  appliqué  à  cette  dernière  formule  nous 
avons 

u"w  =  (20)  w"-+-  (21)0)'"  -h  (22)  w  -h  (23)  w'     si     yy  =  8/z-i-f. 

=  (20)»"-+-  (ai)«wH-  (22)  w  +  (23)  w' H-  2» -H  1    si  /j  =  8 //  -t-  5 . 
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Comparant  les  deux  valeurs  de  ww",  nous  obtenons 

(20)  =  (22),      (21)  =  (23). 

En  calculant  mm"  comme  on  a  obtenu  ww",  on  trouve  encore 

W  =  (3o)  w  •+•  (3i)  &>'-t-  (32)  »*  4-  (33)  ww, 

et  en  comparant  cette  valeur  avec  celle  que  nous  avons  trouvée 
ci-dessus,  on  a 

(n)  =  (3o),     (i2)~(3i),     (i3)  =  (32),     (io)  =  (33), 

ce  qui  prouve  que  les  deuxième  et  quatrième  lignes  de  S  sont  com- 
posées de  termes  égaux. 

Distinguons  les  deux  cas  de  p  =  8n  -+•  1  et  de  p  =  Sn  H-  5. 

6.  Supposons  d'abord  que  l'on  ait 

p  =  Sn  -4-  1 . 

D'après  la  Tkeoria  residuorum  biquadralicorum ,  les  termes  de  la 
figure  S  peuvent  être  ainsi  écrits  : 

h,  /,  A-,  /, 

1,  /,  m,  ;/z, 

k,  m,  À-,  172, 

/,  m,  m,  /, 

et  se  réduisent  à  cinq  quantités. 
Posons 

p  =  rz2  ■+-  //% 

en  regardant  a  comme  impair  et  par  suite  b  comme  pair;  puis 
choisissons  le  signe  de  a  de  manière  que  l'on  ait  a~i  (mod.  4)  et  le 
signe  de  b  de  manière  que  l'on  ait  b  =  af  (mod.  p),  et  j  la  valeur  de 

y7— 1  (mod./))  donnée  par 

p— ' 
/*=g  '»        (mod./;). 

5o.. 
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Alors  les  cinq  quantités  précédentes  se  déduisent  des  formules  sui- 
vantes données  par  Gauss  : 

8//  =  l\n  —  3«  —  5, 

Si  ==  4 n  4-  a  —  ib  —  u 

8k  =  fAn  -+*  a  —  i, 

8/  =  4«-h  a  +  ib  —  i, 

8  m  =  /j  «  —   a  +  i  • 

Dans  le  cas  actuel,  les  produits  de  deux  périodes  deviennent 

wo'    =  ico    +  /a'  +  m«'+  wwB, 

w'w"  =  tow  -+-  î'w'  +  Zto"  -+-  mu®, 

i       '   a        i   "i 
fù"  o)   =  ni  w  -4-  m  (*>  H-  i  f>>    -+•  *>  '>>  ■> 

w'"co  =  /w    -+-  mu' H-  m«"-+-  *V", 

ww"  =  k(ù  -+-  /««'+  Au"  4-  ma* 

w'u'"  =  OTW  +  £«'  *+■  ""<*"+  ^'»*i 

et  on  en  conclut 

B  =  2  ww'  =  (î+A  +  /  +  3m)(u+  u'  +  u>"  +  wM) 
=  _  (i  +  A:  +  /  +  3m)  =  —  $n. 

La  somme  des  périodes  étant  égale  à  —  i,  en  l'élevant  au  carré,  on  a 

\*  ua  -f-  2  ^  &)&)'  =  i  > 

puis 

Formons  le  produit  de  mm"  par  &>'&>•  et  nous  aurons 

D  =  ww'm'm"  =  W*  2  0>2  ■+"  2m*  (ww"  +  w'to*) 

+  (m2  +  A2)  (W+  ««'"+  w"wwH-  w'w"); 
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or  on  a 

wo)'  4-  ««'"+  &>"  &>"'-+■  w'w"  =  —  (i  +  /+2fn)  =  -  2/2, 
odw"+  (à'(ùJBs=  —  (A  4-  m)  =  —  /2, 

on  en  conclut  pour  D 

D  ==  }nk(6n  4-  i)  —  2mkn  —  in(m2  4-  ^2)  =  —  2/23  -h  mA  (8/2  -+-  i) 
ou 

D  =  —  2/23  H-  77îA*/7. 

Cherchons  maintenant  le  coefficient  C.  En  multipliant  w'w"  par  co, 
on  obtient 

=  m(hfj)-{-  /w' 4-AV4- Zw'"  4-2/2)4-  i  (/&>+  /&>'  -f-mo/'-hmoT) 
-h  /(/^w  +  mw'+/i&)"+mw"')  +  m(/&)  +  m(o'+mw"+  iw") 
ou 

»«'«'-  (A/w  4-  ia  4-  kl-\-  ml)  (à  4-  (mi  4-  il  4-  m/  4-  m2)  »' 
4-  (mA  4-  m/ 4-  AZ  4-  m2)  »"4-  {iml  -\-  2 mi)  ww  4-  2  m/?. 

Écrivons,  pour  abréger, 

WWV=Mw  +  N  &>'  4-    P  tù'  4-  Q  »"  4-  2  /T272, 

nous  aurons  aussi 

w'  «a*  &>'"  =  M  u'  4-  N  m*  4-  P  «'" 4-  Q  u  4-2  m/2, 
w"w'"w=Mw//4-Nw//'4-Pw  4-Qw'  4-2/72/2, 
ryW0J'  =  Mw",4-No,    4-Pw'4-Qw"  4-  2/7272, 

et  en  ajoutant  ces  quatre  expressions,  on  a 

C  =  -(M  +  N+P+Q)  +  8/72/2. 
Ensuite  on  a 

M  4-  N  4-  P  4-  Q  =  hin  4-  r  4-  /'/  4-  2 kl  4-  4 ml  +  4 ««  -+-  2/«2  +  "*A: 

=  m  (A  4-  k)  4-  /(/'4-  Z)  4-  2AZ  4-  4m(/'  4- 1)  4-  2m2, 
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et  en  s'appuyant  sur  les  égalités  h  ■+■  k  =  i  m  —  i ,  i  -+-  l  =  i  k 

M+N  +  P  +  Q  =  m  {im  —  i)  -+-  ik{i  -h  /)  -+■  Smk  ■+■  2m2 

=  4w2  —  m  -+-  4#2  -+-  8tt2&  =  4(ra  H-  A)2  —  w 
=  4«2  —  m, 

et  on  en  conclut  enfin 

C  =  —  (4«2  —  m)  -H  8m«  =  —  4^2  -+-  mp 

Donc  l'équation  qui  donne  les  quatre  périodes  lorsque  p  est  de  la 
forme  Sn  -+- 1  est 

(A)         x4  -+-  .r3  —  3rur  -f-  (4«"  —  w/>)  ^  —  2/*3  +  m^  =  °- 

7.   Supposons  maintenant 

p  =  Sn  -+-  5. 

Les  termes  de  la  figure  S  se  réduisent  encore  à  cinq,  et  peuvent  s'écrire 

h,    i,     k,  /, 

/72,    /7Z,    /,      I, 

/*,    m,  A,  m, 

wi,  /,     1,    /n. 

On  pose 

p  =  a3-hb\ 

a  étant  impair  et  b  pair,  et  on  détermine  les  signes  de  a  et  b  comme 
dans  le  premier  cas.  Alors  on  a  les  formules  suivantes  : 

Sh  =  ^n-»ra  —  1 , 

Si  =  l\n  -\-  a  -h  ib  -+-  3, 
8//  =  4«  —  3a  ■+-  3, 

SI  ■=.  [\n  -\-  a  —  2^  -h  3, 
8  m  =  4  rc  —  «  -+-  1  • 
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D'après  le  n°  5,  on  a  pour  les  produits  de  deux  périodes 

oooo'  =  mw  +  mw'  -h  Ikù"  4-  zco'", 
w'  oo"  =  i w  4-  TO  oo'  -h  m  w"  4-  Zoo'", 
W    00     =    <w  +    zoo'   -f-  /72 CO    -+-  tllto    , 
oo'%  =  mw  +  /oo'  -f-    /oo"  -j-  /?zoo'", 
ww"  =  ko)  -h  moo'  4-  h<û"  ■+■  moi"  4-  in  4-  i , 

o/o/"  —  //2oo  -f-  h'j)'  -+■  moi"  -+-   ko)'"  -+-  2/24-1, 

et  on  en  conclut 

B  =  -(/  +  /  +  /i+  3w)h_4w_(-2  =  —  (3/2  4-  i  )  4-  4  «  H-  a  =  //  4-  i . 
Les  carrés  de  oo,  &>',  w",  «'"  sont 

oo2  =  Aoo  -f-  /oo'  H-  A'o)"  H-  /oo"', 
»'2  =  i<ù  -f-  Aoo'  4-  *V  4-  /roo'", 
o,"2  =  /fW  4-  /w'  4-  W  4-  /V", 
oo'"2  =  (w  4-  koi'  4-  /oo"  4-  Ad)'", 

et  leur  somme  est  égale  à  —  [h  4-  i  4-  k  4-  /j  =  —  (in  4-  i). 
Faisons  le  produit  de  oooo"  par  oo'oo'",  et  nous  aurons 

D  =  »»'»?«'  =  mh{(ù2  4-  »'a  4-  oo"2  4-  o/"2) 

4-  (m2  4-  /«J)(W  4-  &>'&>"  4-  w'V"  4-  www) 

4-  2/22/2  (oooo"  4-  o/o>'") 

4-  (a«  4-  l)  (A  4-  w)(w  4-  w'  4-  oo"  4-  »w)  4-  (a/1  4-  l)a, 

et  comme  on  a 

ooo/  -f-  w'w*  4-  o/'oo'"  4-  oo'"o)  =  —  a  22  —  I , 
oooo"  4-  co'w'"  =  3/^4-2, 
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il  en  résulte,  en  s'appuyant  sur  l'égalité  m  4-  h  =  n, 

D  =  —  mh(in-{-  i)  —  (m2 -h  h'2)(in  4-  i) 

-i-  2m^(3«  +  2)-(2«  +  i)  (h  4-  m)  4-  (2/2  4-  i)2 
=  —  (a/ï  -H  i)(/m  4-  //)2  ■+-  (8/24-  5)2/2/2  —  (2/1  -1-  i)w  H-  (2/1  4-i)2 
=  (2/2  -h  1)  (—  /22  H-  «  +1)  H-  (8»  4-  5)mh 
=  pmh  -(2H  +  1)  (/22  —  n  —  1). 

Il  reste  à  déterminer  le  coefficient  C.  Pour  cela,  multiplions  uu' 
par  w",  et  nous  aurons 

tùtà'tù"  —  7/2  ww"  -l-  2/20/0/' 4-  Zo/2  H-  itù" tùw 

=  m  (h ',)  4-  /«  o)'  -t-  /?.  w"  4-  m 00"'  +  2  n  4-  1  ) 

4-  m  (ïm  4-  /nu'  4-  mu"+  /o/")  4-  /(Ao>  ■+■  /o/  4-  htà"  -\-  iu*) 
+  i(/w+  20/  4-  m«"+  mu") 


ou 


tùw'û)"  =  (2/2/^  4-  m/  4-  /A  +  il)  w  +  (ïm2  4-  /2  4-  /."")  ta' 
4-  (m/?  4-  /ra2  -f-  lh  4-  /'»)  w" 
4-  (m2  4-  ml  4-  1/  4-  mi)  0/'  4-  m  (2/24-1). 

Au  lieu  de  cette  formule,  écrivons,  pour  abréger, 

ù)Cil'w"=  Mu  4-Nm'+  IW  4-  Qo>'"  4-  (2/2  4-  1)  //2, 
et  nous  en  déduisons  aisément 

C  — —  (M  4-N4-  P  +  Q)+4'»(a«  +  0- 
On  a  ensuite 

M  +  N  +  P  +  Q-  unît -h  iim-hm(i+l)-\-(i-\-l)--h  4'/22-h  l(k-h/i\ 

et  en  se  fondant  sur  les  égalités  /  4-  /  =  1  4-  2/2,  A -4-  h  =  2///.,  on  a 

M  +  N  +  P  +  Q  =  /j 7/2/2  +  aro(i+l)+  w  -4-  4 /V  4-  4 '«"  ■+■  4  A  +  '  » 

et,  en  remplaçant  /+  /  par  i  4-  2/2, 

M4-N4-P4-Q—  [2  (m  4-/2)  4-  i]2  -  m  =  (2/1  -h  1)2  -  2/7. 
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Donc  on  a 

C  =  —  ( 2 n  4-  i )2  -4-  m  -+-  l\m{in  4-  i  ) 

=  —  {iji  4-  i)2  -h  m  (8/2  +  5)=-(2«  +  i)2  -f-  mp, 

et  l'équation  qui  donne  les  quatre  périodes,  lorsque/?  est  de  la  forme 
Sn  -+-  5,  est 

(  x''  4-  x3  4-  (n  4-  i)  x2  +  [(an  H-  i)2  —  /n/)]  .r 

I  4-  y»/nn  —  (in  4-  i)(n2  —  n  —  i)  =  o. 

8.   Résolvons  les  équations  (À)  et  (B);  mais  auparavant  exprimons 
les  coefficients  au  moyen  des  seuls  nombres  net  b. 
Dans  le  cas  où  p  =  8n  4-  » ,  on  a 

77.  =  rj h  -5- s        om  =  4»-fl+I=  5 » 

O  O  2 

8A  =  l\n  4-  «  —  i  = 


et  l'équation  (A)  par  des  transformations  convenables  devient 

([\x  -a  +  i)3(4^  +  3«4-i) 

3  Jî  /  «  —  i  V        «62  /  «  —  i  \  &* 


Posons 


a  —  i 


*-  —  =r 


«t  nous  aurons  l'équation  plus  simple 


3ôa     o       fl^ 
Faisons 


J*.h^3__72„__jH__==0. 


6  y 

et  nous  aurons  l'équation 

7*_L.    73    —    -  fi2?2    —    £*Z  -+-    —    =  O" 

2    4-2     -  8/X   2  i6Z+  256— °-» 

Tome  XII  (ae  série).  —Novembre  1867. 
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en  posant  \J  1  -h  p2  =  e,  on  en  conclut  facilement  pour  les  quatre  ra- 
cines 


=    T—   ±7V 


4      _4 


2r  q=  2£, 


expressions  dans  lesquelles  il  faut  prendre  en  avant  des  deux  s  des  si- 
gnes contraires,  et  on  en  conclut 


i±fl:     ,     a 


•*'  = 4 ±^2*   =F2£, 


x/7  —  I 


pour  les  quatre  périodes  de  lequation =  o,  lorsque  }>  est  de  la 

forme  8/z  +  1 .  Si  011  s'occupe  de  la  congruence 

^— T  =  °     (mod.  çr), 

toutes  les  équations  précédentes  doivent  être  changées  en  des  con- 
gruences  suivant  le  module  q,  et  on  a  pour  l'expression  des  quatre  pé- 
riodes 

—  i±  tf£     ,    a 

4- 


-   ±  T\/2£2=p  2£        (mod.    9). 


Si  «  est  =0,  la  congruence  qui  donne  y  devient 


4  3^        2  bi  , 


et  on  en  conclut 


Dans  le  cas  où  p  =Sn  -+-  5,  on  a 

r  16  16 

a1— 5        £5 

"  =  -s-  +  s  ' 

et  l'équation  (B)  se  change  par  la  substitution  de  ces  nombres  en  la 
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suivante 

(-^■[(-'-T-o+g 


Posons 


<7  4-  I 


et  nous  avons 


Faisons 


-  =  a,     -  =  z, 


et  nous  aurons  l'équation 

*    +   i6Z+  32^    +  Xj  -0l 


z^_~     ■    ^2 


.*    _    ,3 


dont  les  racines  sont,  en  posant  encore  >ji  -h  jx2  =  e, 


l±5       ,       I 


Z  =    — ,—  ±7y/2£2±2£i/  —  I, 

4         4 
et  les  quatre  périodes  sont  renfermées  dans  l'expression 


—  i  z±z  fit     ,    a 


I   — —  «  *         i        "        /  o 

x  — ^—  ±^11'^  •izsj—y. 

Toutes  ces  équations  doivent  être  changées  en  congruences  suivant 
le  module  q,  si  on  s'occupe  des  périodes  de  la  congruence 

7^f  =  °     (mod.  ry). 
Si  a  est  =o,  la  congruence  en  y  se  réduit  à 


b2      „  q64 


5i.. 
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ou  à 

,rs±j(i±^), 

et  on  obtient  pour  les  périodes 

ar  5=  -  ^  ±  ^  (i  ±  y/-"^)     (mod.  ?). 

Comment  on  peut  reconnaître  si  le  nombre  premier  q  appartient  à  A  ou 

à  C  /?<7r  rapport  à  p. 

î).  Supposons  d'abord  /?  de  la  forme  8//  -+-  i;  les  périodes  de  la  con- 
gruenee  binôme  ont  pour  valeurs 

(i)  ~Xj"*  ±fv/2£,J  +  se     (mod.  7), 

et  se  réduisent  dans  le  cas  particulier  de  a  =  0  à 
:=p  ±^(i±N/â).     (mod.  q). 

Donc,  toutes  les  fois  que  a  est  =0,  les  périodes  seront  réelles  si  2 
est  résidu  quadratique  de  <y,  ou  lorsque  q  est  de  la  forme  8/i±i,  et 
les  périodes  sont  imaginaires  dans  le  cas  contraire.  Au  reste  ce  cas 
peut  être  regardé  comme  renfermé  dans  le  cas  général  en  faisant  «  =  o 
et  ai  =  b. 

Disons  maintenant  dans  quels  cas  l'expression  (1)  est  réelle.  1!  faut 
d'abord  que  ee:-\/i  +  p.*  (mod.  q)  soit  réel  ;  ce  qui  aura  lieu  toutes  les 
fois  que  q  sera  résidu  quadratique  de  p  (n°  5). 

Cette  condition  étant  supposée  remplie,  il  faut  de  plus  pour  la  réalité 
des  périodes  que  les  deux  quantités 

2  e2  ±  11 
soient  des  résidus  quadratiques  de  q;  ce  qui  a  toujours  lieu    quand 
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l'une  d'elles  l'est,  puisque  leur  produit 

("i£2  H-   2s)(2£2  -   2£)~  4£2^.2 

est  un  résidu  quadratique. 

Alors  rappelons-nous  que  la  condition  pour  que  q  soit  résidu  biqua- 
dratique  de  p  est  que  les  quatre  périodes  soient  réelles,  et  on  en  con- 
clut le  théorème  suivant  : 

Si  le  nombre  q  est  résidu  quadratique  de  p  =  8n  -\-  1  =  a2  -+-  b2; 

posons  -  =  //.,  i -h  p.2  sera  un  résidu  quadratique  ==  s2 (mod.  q)   et  s 

étant  l'une  des  deux  valeurs  de  \ji  4- jy.2(mod.  q),  la  condition  pour 
que  q  soit  résidu  biquadratique  de  p  est  que  iz2  -h  11  soit  résidu 
quadratique  de  q.  En  particulier^  est  résidu  biquadratique  de  p  toutes 
les  fois  que  b  est  =o,  et  toutes  les  fois  que  a  étant  eeo,  q  est  de  la 
forme  8n  dz  i . 

Supposons  ensuite  />  de  la  forme  8n  -f-  5.  Les  périodes  de  la  con- 
gruence  binôme  ont  pour  valeurs 


±  W2£*  —  2£  V7 —  T       (mod.  r/).. 

Si  7  est  de  la  forme  4'*  -+-  i,  —  i  est  résidu  quadratique  de  Y/,  donc 
y—  i  (mod.  (7)  est  réel.  Pour  que  les  périodes  soient  réelles,  il  faut 
que  i  -f-  p?  soit  un  résidu  quadratique  ee  £2  et  que  la  quantité  2  s2  -f-  2c 
soit  aussi  résidu  quadratique  de  q.  Alors  ç  sera  résidu  biquadratique 
de  p. 

Si  q  est  de  la  forme  4  w  -f-  3,  considérons  le  caractère  biquadratique 
de  —  q.  Comme  —  r  est  non  résidu  quadratique  de  q,  y/  —  i  est  ima- 
ginaire; q  et  par  suite  —  q  étant  supposés  résidus  quadratiques  de  p, 
i  -f  p?  est  un  résidu  de  7,  ee  £2  (mod.  q).  Pour  que  q  soit  résidu  bi- 
quadratique de  /?,  il  faudra  que  les  périodes  soient  réelles  ou  que 
—  (2s2  -+-  ii)  soit  un  résidu  quadratique,  ou  encore  que  2£2-+-  2£  soit 
un  non  résidu  de  q.  Donc  comme  —  1  appartient  à  C  par  rapport  à 
/;,  —  q  appartient  à  A  ou  à  C  par  rapport  à  p  suivant  que  2  s2  -h  2 s  est 
résidu  quadratique  ou  non  résidu  par  rapport  à  q. 

Donc  en  observant  que  -f-  q  et  —  q  appartiennent  tous  deux  à  A  ou 
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tous  deux  à  C,  lorsque  p  est  de  la  forme  8«  +  i,  on  en  conclut  le 
théorème  suivant.-  Si  on  prend  dans  ±  q  le  signe  -+-  ou  le  signe  — 
suivant  que  q  —  l\n-i-  i  ou  l\n  —  i;  ±q  est  résidu  quadratique  du 
nombre  premier  p  —  a2  4-  b2,  lorsque,  en  désignant  par  p.  la  quantité 

-  (mod.  q),  i  -+-  p2  est   un  résidu  quadratique  de  q,  =£2  (mod.  9),  et 

±  q  sera  résidu  biquadra tique  ou  simplement  quadratique  par  rapport 
à  /?,  suivant  que  2r  +  2f  est  résidu  ou  non-résidu  quadratique  de  q. 
A  cela  on  peut  ajouter  que  si  a  est  ^o  (mod.  <jr\  ±q  est  résidu 
biquadratique  de  p  on  simplement  résidu  selon  que  q  est  de  la  forme 
8/2  ±  r  ou  $n  ±  3.  C'est  ce  que  nous  avons  vérifié  quand  p  est  de  la 
forme  8ra+  1 ,  et  ce  qui  est  aussi  aisé  à  reconnaître  pour  p  =  8//  -h  5. 

Formules  qui  donnent  les  classes  du  rapport  -  (mod .  q). 

10.  Nous  venons  de  voir  comment  les  valeurs  de  -  (mod.  q)  peuvent 

servira  distinguer  si  un  nombre  premier^  appartient  à  A  ou  à  C  ou 
aux  groupes  B  et  D  suivant  le  module  p.  Mais  on  peut  aller  plus  loin; 
car  on  peut  exprimer  par  une  même  formule  les  classes  du  rapport 

-(mod.<7),  pour  lesquelles  q  est  résidu  biquadratique,   simplement 

résidu,  ou  non-résidu  de  p. 

Nous  avons  déjà  montré  (  n°  3)  comment  on  peut  distinguer  les  deux 
classes  qui  se  rapportent  aux  groupes  A  et  C  des  deux  classes  qui  se 
rapportent  aux  groupes  B  et  D;  il  nous  faut  maintenant  séparer  les 
deux  premières. 

Supposons  d'abord  p  =  l\îi  H-  1  ;  ces  deux  classes  sont  données  par 
la  formule 

â  —  P'  —  VT+L    (mod-?)' 

où  l'on  prend  pour  L  un  résidu  quadratique  = /2,  et  pour  <p  une 
valeur  de  \j—  1  (mod.  q).  On  a 

1  _i_  m  *  =  1  —  : l  =  — z . . 

-t-   p.    _!  (lH_/»ji—  il  +  /.)i 
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Posons 

-il     __ 

et  nous  aurons 

2(£,  +  s)^4/^^    (mod.,), 

et  cette  expression  sera  résidu  quadratique  ou  non  eu  même  temps 
que  /. 

Il  résulte  donc  de  ce  que  nous  avons  prouvé  dans  le  numéro  pré- 
cédent, que  q  appartient  au  groupe  A  ou  C,  selon  que  L  est  résidu  bi- 
quadratique  de  q  ou  simplement  résidu. 

Désignons  par  G  la  plus  petite  racine  primitive  de  q,  adoptons 
pour  cp 


<p  =  G 


v— ' 


et  désignons  par  a,  /3,  y,  â  les  valeurs  de-(mod.  q)  pour  lesquelles  q 
appartient  aux  groupes  A,  B,  C,  D;  nous  aurons 

1  —  G4e  1  —  Gu+J 

7  —  5 

formules  où  il  suffira  de  donner  à  e  les  valeurs  o,  1,  2,...,  — -. —  ■>  de 
sorte  que  l'on  aura  —. —  nombres  a,  —. —  nombres  y,  et  il   restera 

nombres  pour  les  classes  |3  et  à. 

Passons  au  cas  où  q  est  de  la  forme  l\n  -t-  3;  les  deux  classes  a  et  y 
sont  données  par  la  formule 

.  1—  H 

r  I  H-  H 


dans  laquelle  i  représente  \j—  1,  et  H  une  des  racines  de  la  con- 
gruence 

{a)  .  z  2    =  1     (mod.ç). 
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Désignons  par  y  une  racine  primitive  de  la  congruence  binôme 

(b)  z?+' e=i     (mod.r/); 

toutes  les  racines  sont  congrues  aux  nombres 

',  /,  j\  .,;*; 

disposons-les  sur  quatre  lignes 


»,  /',  /•,... 

■i  f" 

h    /'»  79'- 

■  i 

/%  A  /'V 

•  •  i 

fwW'V 

•  •  i 

Toutes  ces  quantités  sont  des  nombres  complexes  de  la  forme  A  -h  Bi, 
car  elles  appartiennent  à  la  congruence 

zP-*==i     (mod.<7), 

dont  les  racines  imaginaires  satisfont  à  des  congruences  irréductibles 
du  second  degré,  et,  q  étant  de  la  forme  l\n -+-  3,  elles  sont  de  la 
forme  A-f-B/.  Nous  distinguerons  tous  ces  nombres  complexes  en 
disant  qu'ils  appartiennent  aux  groupes  A,  B,  C  ou  D,  suivant  qu'ils 
seront  dans  la  première  ligne,  dans  la  deuxième,  la  troisième  ou  la 
quatrième. 

Les  nombres  complexes  des  groupes  A  ou  C  sont  les  racines  de  la 
congruence  (a),  et  nous  pouvons  dans  l'expression  de  (j.  remplacer  H 
par  Z2  et  nous  en  conclurons 

posons 

il 


i  -t-  i'         ' 
£  sera  réel;  comme  nous  l'avons  vu  (n°  5) 
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Nous  avons  ensuite 

i(f  +  £Ï  =  4/—  ^     (mod.o). 

(i  -f-  t'y    K  '  ' 

Si  /  appartient  à  A  ou  à  C,  le  second  membre  est  le  carré  du  nombre 
complexe 

1  4-/ 


/ 


l  -h  P 


et  en  l'élevant  à  la  puissance/?,  on  le  reconnaît  réel;  donc  1  (r  4-  s) 
est  un  résidu  quadratique.  Mais  si  l  appartient  à  B  ou  à  D,  le  second 
membre  n'est  pas  congru  au  carré  d'un  nombre  complexe  qui  ren- 
ferme le  nombre  réel  comme  cas  particulier;  donc  2(=2  +  s)  est  un 
non-résidu  quadratique. 

De  ce  qui  précède  et  de  la  fin  du  n°  9,  nous  concluons  que  les 

classes  a  et  y  de  la  quantité  -  (mod.  q)  sont  données  par  les  formules 


dans  lesquelles  il  suffit  de  donner  à  e  les  valeurs  o,  r,  2,...,  ?  "7    • 

Formules  qui  donnent  trois  nombres  consécutifs  qui  ont  le  même 
caractère  quadratique  par  rapport  à  un  nombre  premier  q. 

11.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  précédemment,  il  est  facile  de 
déterminer  un  nombre  qui  soit  précédé  et  suivi  de  deux  nombres 
ayant  un  même  caractère  quadratique  identique  ou  différent  à  celui 
du  nombre  intermédiaire.  Afin  d'éviter  les  longueurs  inutiles,  donnons 
seulement  les  formules  qui  déterminent  trois  nombres  consécutifs  qui 
ont  le  même  caractère  quadratique. 

Nous  avons  déterminé  les  nombres  s  qui  jouissent  de  la  propriété 
que  les  deux  expressions  11  (s  ±  1)  soient  des  résidus  quadratiques, 
et  alors  22,  s -f-  r ,  s  —  i  ont  tous  trois  le  même  caractère  quadra- 
tique. 

Supposons  q  de  la  forme    8n  -f-  1    ou   de  la  forme   8//  H-  7,    2  est 
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résidu  quadratique  de  <jr,  et  e  —  i,  e,  £  -f-  i  sont  trois  nombres  qui  ont 
le  même  caractère  quadratique.  Si  q  est  de  la  forme  8n  -+-  r,  cette 
l'orme  étant  comprise  dans  l\n  -h  i,  on  a,  d'après  la  formule  du  n°  10, 
pour  le  nombre  du  milieu, 

(a)  e==±  ^-^    [mad.q). 

Si  q  est  de  la  forme  8/z  -f-  7,  qui  est  renfermée  dans  4"  H-  3,  on  a 

(*)  £^±     2/e 


«+/ 


Nous  avons  aussi  déterminé  des  nombres  £  qui  jouissent  de  la  pro- 
priété que  2ê(e±i)  représentent  deux  non-résidus.  Alors  2e  a  un 
caractère  quadratique  contraire  à  celui  de  e  -f-  i  et  de  s  —  1  ;  donc  si 
1  est  un  non-résidu,  ce  qui  a  lieu  pour  q  =  8?i  -+-  3  et  8n  -h  5,  les 
trois  nombres  £  —  1,  6,  £  +  1  ont  le  même  caractère  quadratique. 
Si  q  =  8w  -f-  5,  le  nombre  intermédiaire  est  donné  par  la  formule 

{C)  6=± 


et  si  gr  =  8 M  *+-  3,   par 


('/: 


£  ES 


2./ 


Proposons-nous  de  déterminer  combien  il  y  a  de  résidus  quadra- 
tiques suivis  et  précédés  d'un  résidu  quadratique.  Si  q  est  de  la  forme 
L\n  -h  3,  on  doit  remarquer  que  de  deux  nombres  qui  ne  diffèrent  que 
par  le  signe,  l'un  seulement  est  résidu  de  q;  donc  on  doit  prendre 
les  formules  (b)  et  (ci)  avec  e  quelconque,  mais  en  choisissant  l'un 

des  deux  signes  ;  donc  le  nombre  cherché  est  q—^ — 

Si  q  est  de  la  forme  4'*-l-  h  'es  nombres  considérés  sont  donnés 
par  les  formules  (a)  et  (c),  mais  avec  la  condition  que  G4e4-  1  ou 
(l'e+2H-i  soient  des  résidus  quadratiques.  Posons 

q  =  AL>  4-  B2, 
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A2  étant  le  carré  impair,  B2  le  carré  pair  et  le  signe  de  A  choisi  de 
manière  que  A  =  1  (mod.  4);  si  nous  adoptons  les  notations  du  n°  6, 
on  voit  que  si  «7  =  8n  -+-  1,  le  nombre  cherché  est  égal  à 

(00)  4-  (02)  =  ^ j— , 

et  que  si  q  =  Sn  -h  5,  il  a  pour  valeur 

1       \    .    /       \         7  —  ^         A  -l-  3 

[ao)  +  (aa)  =  2L_  +  __. 

Distinction  des  groupes  A,  B,  C,  D. 

12.  On  reconnaît  par  induction  que  si  p  est  un  nombre  premier 
t\n  -h  1  égal  à  a2  -4-  b2  [a  et  b  étant  choisis  comme  il  a  été  dit  n°  6), 
le  caractère  biquadratique  du  nombre  premier  =1=  q  par  rapport  au 

nombre  p  dépend  uniquement  de  la  valeur  du  rapport  -  prise  suivant 

le  module  q.   Et  déjà  nous  savons  comment  on  peut  reconnaître  si  le 

rapport  -  caractérise  un  résidu  biquadratique,  un  résidu  simplement 

quadratique  ou  un  non-résidu,  et  par  conséquent  si  ±q  appartient 
aux  groupes  A,  C  ou  au  deux  groupes  B  et  D  réunis  ensemble. 

Mais  jusqu'à  présent  nous  n'avons  rien  dit  qui  permit  de  distinguer 
les  deux  groupes  B  et  D.   La  détermination  des  valeurs  des  quatre 

périodes  de  la  congruence  — =  0  (mod.  q)  nous  avait  suffi  pour 

résoudre  la  première  partie  de  la  question,  et  nous  allons  montrer  que 
la  seconde  se  résoudra  facilement  dès  que  l'on  sera  parvenu  à  déter- 
miner l'ordre  des  quatre  périodes. 
Ces  quatre  périodes  sont 

00  =  x    -+-  xa'  -+-  xa"  -+-  .xa"'-+- .  . .  , 
&>'==#'' -h  Xb"-h  xb'"-±..., 
(x>"~  xc'  -h  xc"  -+-  xc'"  -+-..., 
M"'3*rrf'-f-  xd"  -\- .  ., 
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i,  a',  a",...  étant  les  nombres  A  selon  le  module  p\  h',  //',  //",.•■  les 
nombres  B;  c\  c\...  les  nombres  C;  cl',  d",...  les  nombres  D. 

Ces  périodes  ne  sont  pas  complètement  déterminées,  car  nous 
n'avons  pas  assigné  une  valeur  à  la  racine  x  qui  peut  être  l'une  quel- 
conque; mais  si,  ayant  pris  pour  x  une  racine,  on  en  prend  ensuite 
une  autre,  il  est  aisé  de  voir  que  l'ordre  circulaire  ne  sera  pas  changé. 
Ainsi  divisons  un  cercle  en  quatre  parties  égales,  puis,  tournant  dans 
un  sens  déterminé,  plaçons-y  les  périodes  co,  co',  co",  co'"  successivement 
aux  points  de  division  que  l'on  rencontre;  quelle  que  soit  la  racine  x, 
l'ordre  des  périodes  sur  ce  cercle  restera  le  même. 

Si  q  est  résidu  biquadratique  de  p,  comme  nous  l'avons  déjà  observé, 
en  élevant  les  périodes  à  la  puissance  cy,  elles  ne  changent  pas  et  par 
conséquent  elles  sont  réelles.  Supposons  maintenant  que  q  appartienne 
aux  groupes  C,  B  ou  D  par  rapport  à  p. 

Si  q  appartient  à  C,  on  a 

w*  =  xq  H-  x"'*  +  xn"*  -f- . . .  ===  w", 
«'*  ~  xù'('  -f-  xb"'>  -+-...=  w  m ,      co"*  =  co ,      u  '  '< 

Si  <y  appartient  à  B,  on  a 

COv  ==      CO   ,         CO  '  =  OJ    ,         W   ¥  ==:  W    ,         W    '  CO  . 

Enfin,  si  cy  appartient  à  D,  on  obtient 

il  .        m  in  lin /  nia // 

W  '  :         r,j     ,         CO  *  =      :  Cd  ,  Cd    '  ;  ■  _  CO  ,         CO    y  =  CO    . 

Il  résulte  de  là  que,  pour  la  recherche  qui  nous  occupe,  il  suffit 
d'examiner  dans  quel  ordre  se  suivent  sur  le  cercle  les  valeurs  des 
quatre  périodes,  et  c'est  la  question  qui  va  nous  occuper. 


Introduction  d'un  angle  v  dans  l'expression  des  quatre  périodes 

xP  —  I 


de  l'équation 


15.   Reprenons  les  valeurs  des  quatre  périodes;  mais,  au  lieu  de  sup- 
poser qu'il  s'agisse  des  racines  de  la  congruence  binôme,  commençons 
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par  nous  occuper  des  périodes  relatives  aux  racines  de  l'équation 


jt'  —  i 

=  o. 


D'abord  si  p  est  de  la  forme  8?i  -h  i ,  nous  savons  que  les  périodes  ont 
pour  valeurs 


I  m  ai     ,     a      — 


Xy\/2£     +2£. 


4       ~4 
Posons 

b 

-  —  tangu, 

a  ° 

b  et  a  étant  déterminés  comme  nous  avons  vu,  -  est  un  nombre  po- 
sitif ou  négatif,  et  il  nous  suffira  de  faire  varier  v  entre  zéro  et  tt, 
c'est-à-dire  entre  zéro  et  -  ou  entre  -  et  tt,  suivant  que  -  sera  positif 
ou  négatif. 

On  aura 


e  =  1/  i  H-  —9  =  \/i  -+-  tang2u  =  ±  — — 
y  a-  r  cosw 

Prenons  par  exemple 


et  il  en  résultera 


de  même  on  a 


i 
eosv 


4  cos-  — 
,  i  -f-  cosw  2 

Il    —  2£  —  2  .,-■    -  = 

COS^U  COS'u 


2  COS  - 

V2£     —   2£  =  ±  — 


2S1I1  - 
2 

\2£'+   2£ 
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et  on  en  conclut  que  les  périodes  ont  les  valeurs  suivantes  : 


5) 


a     i  -4-  2  cos  —  )  a      r  —  2cos  — 

t  \  2/  —  I  V  2 


4  4cosu  4  4cosy 


2sin  -  a     i  +  2sin- 

2/  I       .  \  2 


4  4cosy  4  4cosu 

On  sait  que  les  quatre  périodes  sont  toutes  exprimables  par  l'une 
d'entre  elles.  Pour  obtenir  co' au  moyen  de  w,  employons  les  formules 
du  n°  6 

CO  -f-   0)'  -+-   Co"  -4-   Ci)'"  =    —   I  , 

coco'  =  ?(o  H-  Zco'h-  /W  (co"-+-  w'"), 

et  l'on  en  tire 

(/  —  m)  o)  —  /« 
w  =  — 

w  —  /  -t-  ni 
OU 

, 4  (^  —  ^  —  0W  —  a1  —  b7  -\-  la  —  i 

i6w  —  ^  (a  -\-  b  —  i) 

Puisque  nous  pouvons  prendre  pour  co  la  période  que  nous  voulons, 
posons 

a  l  i  -)-  2  cos  -  J 

4  4cosy 

et  déduisons-en  l'expression  de  co'  en  fonction  de  v.  Désignons  par 
N  et  D  le  numérateur  et  le  dénominateur,  nous  aurons 

D  =  A  (  4  co  —  «  —  è  +  i)= —  (  sin  u  -f-  2  cos2  -  -h  2  cos  -  ] , 

v  '  COSV   \  2  2/ 

(I   -+-  2  COS  -  \ 
—  i  —  a / — — \-  2d  —  \ 
cosu       /          cossu 

a"-     \~    .  ,  u  v 

— sin  V  -h  2  COS"1  -  -t-  2  cos  - 

COSV    |_  2  2 

—  tangu  (  —  sinu  H-  2  cos2  -  -f-  2  cos  -  ] 


sinu  -t-  2  cos2 h  2  cos 

2 
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On  en  tire 

—  Sin  y  -f-  2  COSJ 1-2  cos  - 

,        JN  a  —  i  a  2  2 

W  =-  =  — --tangu- 


sin  y  -f-  2  cosJ  — f-  2  cos  - 

2  2 


Or,  on  a 


—  sin y  -f-  2  cos' (-2  cos  -  .         sin cos 1 

tangu  2  2  sin  y  2  2 

4  y  y  4  COS  y     .     y  y 

sin  y  -f-  2  cos2  — f-  2  cos  -  sin 1-  cos h  r 

2  2  2  2 

sin2 sin  - 


2  cosy  \  2  2 

et  il  en  résulte  enfin 


a  (  i  —  2  si 
4  4 COSv 


-0 


h)  se  déduit  donc  de  w  par  le  changement  de  uenu  +  îi;  »*  doit  évi- 
demment se  déduire  par  le  même  changement  de  &>'  et  co'"  de  &>*,  et  on 
a  par  conséquent 


«1-4-2  COS  -  fl       1  +  2  COS  - 

\                  \                           2/  y                    '             _V 2__ 

fjj    =  —  7  —   jr— ?  Ou    —    —  7  —    7 

4                     4COSu  4                     4COSy 

a  (  i  -4-  2  sin  -  )  a  (  i  -f-  2  sin  -  ) 

,_      •         V   v  »_      !    ,   _V 2/ 

W    =    —  -j  -\ 7 >  W    —   —  7   ~r t 

4                   4COSy  4                   4 COSu 

et  ces  quatre  formules  sont  renfermées  dans  la  suivante 


a     i  -4-  2  cos 

>«  -  _  :  _ 


4  4 cos  (  «  -h  *  fT  ) 

14.   Passons  au  cas  où  p  est  de  la  forme  8u  -4-  5.  Les  quatre  pé- 
riodes ont  pour  valeurs 

—  l'Aae     .     a     — rT' 

-; ±    7\2£'±    1  £  \     -     I  • 
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Faisons  encore  -  =  tangu,  et  les  quatre  périodes  ont  pour  valeurs 


4       4 cns,j 


I  -4-  2  \   —  I  COS  - 

2 


(B) 


r,)    =   —  -  — |  —  2  v  —  i  sin   -  h 

4        4  C0S'J  \  2  / 

i  a       (  m  \ 

U)     —    —  7  H-  t I   —  2  \    —   [  COS  -     > 

4       4 cosy  V  2  ' 


i 


o)   —  —  -7 t i  H-  2  v  —  r  sm  - 

4       4 C0Su  \  ? 

îiiais  il  faut  prouver  que  ces  formules  donnent  aussi  leur  ordre.  On 
pourrait  employer  un  calcul  analogue  à  celui  qui  nous  a  servi  dans  le 
cas  de  p  =  Sn  -f-i.  Mais  ce  calcul  étant  assez  long,  on  peut  l'éviter  par 
la  remarque  suivante. 

Que  p  soit  égal  à  Hn  -+-  i  ou  à  Sn  +  5,  les  expressions  des  périodes 
restent  dans  le  même  ordre  pour  toutes  les  valeurs  de  p  de  l'une  de 
ces  deux  formes;  de  sorte  que,  si  on  le  détermine  pour  une  valeur  par- 
ticulière />  =  5,  cette  recherche  sera  faite  en  même  temps  pour  toutes 
les  valeurs  de  /;  de  la  forme  Sn  -+-  5. 

Calculons  donc  directement  les  périodes  pour  p  =  5. 

Les  nombres  des  groupes  A,  B,  C,  D  par  rapport  a  5  se  réduisent  à 
un  seul;  i  est  la  plus  petite  racine  primitive  de  5,  et  on  a 

A=IJ        Brrr  2,        C=^4,        D  =  3. 

Soit  x  une  racine  quelconque  de  — =  o,  les  périodes  se  rédui- 
sent à  un  seul  terme,  et  ont  pour  valeurs 

W  =  X,        &>'  =  JC'2,        ta"  —  X*,         '■)'"  =  ,r3, 

et  si  nous  prenons  pour  x 

i  w         .     i  - 

cos  -=-  -+-  \  —  i  sin    ,-■ 
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nous  aurons 

2  7T  , .        2  7T  J5  I  I        /  7f       

r,>  —  cos  -g-  -+■  y—  1  sin  -g-  =      1-j f-7V,0  +  2V^V—  h 

,  4^    ,      / •     4W  \/5+i         I     /  ~rz     

co  —  cos  ^  H-  v  —  1  sm  -^-  = 7 h  jY  10  —  a  yo  V—  1 , 


w  =  cos  -r-  + y-  1  sm  -=-  =       — -. -7  y  1  o  -h  2  y  5  y  —  [ , 


,„  07T  / .        D7T  V->+I  I         /  V       

w  =  cos  -^-  -h  y/—  1  sin  -g-  = 7 Y  ' °  —  2  V^  V  —  1  • 

Employons  ensuite  les  formules  (B),  et  nous  avons  p  =  1  -+-  (\  et 
a  =  1  (mod.  4)  =  1,  £  =  2  (mod.  5)  =  2;  donc  tangu  =  2,  et,  en  sup- 
posant que  v  varie  de  zéro  à  n,  nous  avons  pour  sinu  et  cosu  les  valeurs 

2  1 

sinu  =  —5     cosu  =  — • 

y/5  s/5 

La  partie  réelle  de  la  première  expression  (B)  est  donc 

1  a         _  y/5  —  1 

4        4 cosu  -4 

et  le  coefficient  de  y  —  1  est 


a  y  a  1 1  +  cosu  1      /  ,7 

cos-  = 1/ =  +  7vio  +  2v'5. 

2  cosu  2         2cosu  y  2  4 

La  partie  réelle  de  la  seconde  expression  (B)  est 

I  a  kj5+ï 

4      4 C0Su  4 

et  le  coefficient  de  y  —  i  est 


<7Sin 
2 


2              a           I  \  —  cosu  1      /  rs 

-  =  1/ =  7  y  I  O  —  2  y  5 

U  2  COSU   V  2  4 


2  COS 
Tome  XII  (2e  série).—  Décembre  18G7. 
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on  reconnaît  par  conséquent  l'exactitude  des  formules  (B),  que  l'on 
peut  réduire  à  la  suivante 

W(A)  =   —   T  -+-  t ; t-      I  +  2  y  —   !  COS  • 

4  4cos(u+  k*)   \  2         / 

£«r  /m  racines  de  la  congruence  xq~K  =  i  ow  x9+1  =  i  (mod.  <y), 
suivant  que  q  est  de  la  forme  l\n  -f-  i  ou  [\n  —  r. 

15.  La  division  de  la  circonférence  en  /*  parties  égales  dépend  de  la 
résolution  de  l'équation 

x"  =  i , 

dont  les  racines  sont  renfermées  dans  la  formule 


COS 


■  7T  ,' .        2  A  n 

f-y-i  sin » 


k  étant  susceptible  des  valeurs  o,  i ,  2, ...,  ri  —  1 . 

La  théorie  de  la  division  du  cercle  permet  de  calculer  les  sinus,  co- 
sinus et  tangentes  d'un  arc  sous-multiple  de  la  circonférence  entière 
sous  la  forme  algébrique,  c'est-à-dire  sous  la  forme  d'expressions  qui 
ne  sont  irrationnelles  que  par  les  radicaux.  Il  suit  évidemment  de  là 
que  les  lignes  trigonométriques  des  multiples  de  cet  arc  sont  elles- 
mêmes  exprimables  sous  la  forme  algébrique;  prenons  ces  expres- 
sions suivant  le  module  </,  et  représentons-les  par  les  formules 

sin-        (mod.  q),      cos  - —    (mod.  q),      tang- —    (mod.  q). 

Or,  si  cherchant  à  déterminer  suivant  le  module  q  tous  les  radicaux 
dans  l'ordre  où  ils  se  présentent  dans  le  calcul  de  ces  quantités,  on 
peut  successivement  les  remplacer  par  des  nombres  entiers  qui  leur 
sont  congrus,  de  sorte  que  l'on  obtienne  en  définitive  pour  l'expression 
complète  un  nombre  entier,  nous  devrons  regarder  cette  expression 
comme  réelle;  mais  dans  le  cas  contraire  elle  doit  être  considérée 
comme  imaginaire. 

D'après  cela,  étudions  les  valeurs  des  expressions  des  lignes  trigono- 
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métriques  de  l'arc  — prises  suivant  le  module  premier  r/  =  4«-+- 1  : 

^  i  [</  —  i  )  '  '  ' 

nous  sommes  conduit  à  considérer  la  congruence 

(i)  x2(^-,,=  i    (mod.  7), 

et,  d'après  les  réflexions  qui  précèdent,  on  peut  représenter  les  racines 
par 

(a)  cos hv— isin- (mod.  o), 

x     '  q  —  I  q  — -  l        v  *  ' 


k  ayant  les  valeurs  o,  i,  2,...,  iq  —  3,  et  y  —  i>  à  cause  de  la  forme  du 
module,  est  une  quantité  réelle  que  nous  désignerons  par  (p. 
La  congruence  peut  se  décomposer  en  les  deux  suivantes 

(3)  .*•?-«  =  1, 

(4)  '  .r?-'  —  -1. 

La  congruence  (3)  a  toutes  ses  racines  réelles  qui  sont  \ ,  2,...,  <y  —  1 , 
et  on  peut  aussi  les  représenter  par  l'expression 

2  h  ir  .         1  />  Tt         ,  ,         « 

«=cos h  (ù  sin (mod.  q). 

7—i  '  q  —  I       v  ' 

Les  deux  parties  qui  composent  u  sont  elles-mêmes  réelles;  car  deux 
des  racines  sont  données  par 


cos ±  <psin 


q  ~   I  '  q  —  I 

et,  puisqu'elles  sont  toutes  deux  réelles,  il  s'ensuit  que 

•>.  k  t.  ikr.  2  /•  7r 

sin  ■>     cos ■>     tang 

7  —  1  q  —  !  D  <l  —  I 

sont  réels.  Nous  pouvons  ensuite  observer  que 

,      2/  7T 

.  +  tang2  — 
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est  un  résidu  quadratique,  car  cette  expression  est  équivalente  à 

(mod.  q), 


cos2 


qui  est  un  résidu  quadratique,  puisque  cos —  est  un  entier  réel. 

Posons 


2  A', 

cos 


«7  —  1 

et  nous  aurons  pour  l'expression  de  i  (h2  ±  s) 

4  cos2 4 sin  


cos2 cos' 


q  —  l  q  —  I 

qui  sont  des  résidus  quadratiques  dans  le  cas  où  k  est  pair;  mais  ces 
expressions  sont  au  contraire  des  non-résidus  si  k  est  impair,  parce 

que  sin  — —  et  cos  — — -  sont  imaginaires,  comme  on  le  reconnaît  par 

l'expression  générale  des  racines  de  la  congruence  (4)  qui  est 

(7.1  H-  i)tt  .       (2/  -f-  i)  n        .  ,        . 

p  =  cos-i hçsin- —     (mod.  q); 

q  —  I  '  q  —  I  x  ' n 

car  il  est  clair  que  toutes  ces  racines  sont  imaginaires,  puisque  la  con- 
gruence (4)  n'a  pas  de  racine  commune  avec  la  congruence  (3). 

Démontrons  maintenant  que  les  tangentes  de  tous  les  arcs  o,  — —  » 

2 »  3 ?  •  •  ■  •>  (q  —  2) 5  sont  incongrues  suivant  le  mod.  q. 

q  —  '</  —  1  '  q  —  1  D  ' 

Soit  m  une  racine  quelconque  de  (1);  en  désignant  par  a  un  des  arcs 

précédents,  on  a 

cosa  H-  9  sin  a  =  /w, 

et  ensuite 

1 
cosa  —  cpsma^E  —  ; 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  fAi  i 

donc 

i  —  ni1 

&  r    i  -4-  m2 

Il  est  aisé  d'en  conclure  que  toutes  ces  tangentes  sont  incongrues  et 
peuvent  représenter  tous  les  nombres  o,  i,  2,   .    .    .   ,7—1,  excepté 

-h  <p  et  —  <p. 

Si  a  est  de  la  forme >  m  est  réel  et  m2  résidu  quadratique;  si  « 

1  I  (  2  A"  -I-  I  )  7T  .  l//\  o 

a  au  contraire  la  valeur —•,  m  est  racine  de  (4)  et  m-  est  un 

q  —  I  K     ' 

nombre  réel,  mais  non-résidu. 

16.  Étudions  ensuite  les  valeurs  des  lignes  trigonométriques  de 
l'arc  — prises  suivant  le  module  premier  q  =  [^n-{-  3.  Nous  con- 
sidérerons la  congruence 

(1)  #2»+l,==i   (mod.9), 

dont  les  racines  peuvent  être  représentées  par 

cos h  J —  1  sin (mod.  q): 

q  H-  I  y  q  •+-  I        v  '  ' 


mais  ici  y/ —  1  est  imaginaire,  et  nous  le  remplacerons  par  la  lettre  i. 
Décomposons  la  congruence  (1)  en  les  suivantes  : 

(3)  x«+i  -1  =  0, 

(4)  &+*  -+-1  =  0. 

La  congruence  (3)  a  toutes  ses  racines  imaginaires,  excepté  1  et  —  1 
Ses  racines  sont  données  par 


m  =  cos h*  sin (mod.tf); 

q  -+-  I  q  -+-  I        v  in 


celles  de  (4)  sont 


(2/  +  i)tt  .    .      (2/  -4-  1)  n 

v  =  cos  J '■ h  1  sin — 
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Remarquons  que  si  on  élève  les  racines  v  au  carré,  on  obtiendra  la 
moitié  des  racines  u,  celles  pour  lesquelles  A  est  impair. 

Soit  u  =  m  +  ni  une  racine  de  (3)  autre  que  i  et  —  i ,  elle  satisfait 
à  une  congruence  irréductible  du  second  degré 

x2  +■  ?.ax  +  b  =  o     (mod.  q)\ 

or  u  étant  racine,  uq,  qui  est  congru  à  m  —  rti,  est  la  seconde,  et  puisque 
leur  produit  est  =  i  d'après  (3),  b  est  =  i  et  la  congruence  devient 

x2  +  iax  +  i  =  o; 

a2  —  i  est  donc  un  non-résidu,  et  par  suite  t  —  a2  un  résidu.  Écrivons 
donc  les  racines  sous  la  forme 

X  =  —  a  db  \i  i  —  <72  i. 

Or,  on  peut  disposer  les  racines  u  par  couples,  tels  que 

2  /  t:  .    .        2  /  7T  7.  Ait  .    .        2  X  r 

cos h  fsin >     cos isin— — j 

7  +  1  7  +  i  7-1-1  7  -t-  1 

dont  le  produit  est  congru  à  i .  De  ces  deux  manières  de  grouper  les 

,   .  1  .  1  1  2/77 

racines,  qui  sont  évidemment  identiques,  on  conclut  que  cos  — —  et 

sin sont  deux  nombres  entiers  réels. 

7  -+- 1 

Les  racines  v  appartiennent  aussi  deux  à  deux  à  des  congruences 
irréductibles  du  second  degré,  dont  les  coefficients  sont  réels;  mais 
accouplons-les  autrement  et  de  manière  que  le  produit  des  deux 
racines  réunies  soit  congru  à  l'unité;  on  aura  pour  l'un  des  couples 

(2/  +   l)7r  .     .        (2/-f-    i)  7T 

V.  ES  cos  ■ ' h  /  sm 5 

7+1  7  +  1 

(2/  +  i)tt  .    .      (il  +  \)v 

pa  z~  cos - isin —  ; 

7-1-1  7  +  1  • 

ces  racines  satisfont  à  la  congruence  du  second  degré 

,r2  +  2rt.r  +  ii=o     (mod.  q), 
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dans  laquelle  a  n'est  pas  réel;  car  s'il  l'était,  v  étant  racine,  vq  serait  la 
seconde,  et  puisque  leur  produit  est  congru  à  l'unité,  on  aurait  i//+,~  i , 

ce  qui  est  absurde;  donc  cos  — — — — -  est  imaginaire,  et  nous  allons 

prouver  que  le  sinus  l'est  aussi. 
Posons 


irv:             , 

b  7  -+-  i 

nous  aurons 

rit            —  i±i/i  +  A' 

"'&  q  -f-I  ~                    b 

or,  on  a 

1  o  _                     ' 

1  rit 
COS2  

q  -h  l 


im 


donc  puisque  cos  est  réel,  tang  — —  l'est  aussi.  Posons 


et  nous  aurons 


riz  —  i  +  s  m 

Sin  =  —  i       COS 


Si  r  est  impair,  le  cosinus  est  imaginaire  d'après  ce  que  nous  avons  dit 
ci-dessus;  donc  aussi  le  sinus.  Comme  nous  savons  que  si  /-est  pair  le 
sinus  et  le  cosinus  sont  réels,  i e2  -f-  is.  est  résidu  ou  non  suivant  que  r 
est  pair  ou  impair. 

Désignons  par  N  une  racine  de  la  congruence  (i),  nous  pourrons 
poser 


et  nous  en  tuerons 


ou 


N 

kv 

4-  i 

/  7f 

cos 

7  +  ' 

A  77 

tang  — — - 
D  7  -f-  i 

—  9 

i  —  N2 
i  -+-  N' 

Air  i—  M 

&  q  -+-  [  '    I  -+-  M 
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M  désignant  l'une  quelconque  des  racines  de  (3);  il  en  résulte  que  les 

tangentes  des  arcs  o, — —  >  2 — ■ — >•••>  q  sont  toutes  incongrues 

7  -t-  1         7  -+-  1  7  7  -+-  1  ° 

suivant  le  module  q. 

Propriétés  des  nombres  goniométriques  des  arcs  — — ^— • 

17.  Nous  désignons  par  nombres  goniométriques  les  expressions 
des  lignes  trigonométriques  d'un  multiple  d'une  partie  aliquote  du 
cercle,  prises  suivant  un  module  q. 

Supposons  que  q  soit  un  nombre  premier  de  la  forme  l\n  -t-  r .  Dési- 
gnons par  G  la  plus  petite  racine  primitive  de  la  congruence 

(a)  rf-*==l    (rnoâ.q), 

?-■ 
et  posons  ©  =  G  ^    ,  cette  plus  petite  racine  primitive  peut  être  repré- 
sentée par  la  formule 

_  27T  .  27T 

G  =  cos h  ©  sin » 

q  —  I  T  «7-C 

et  on  obtient  les  nombres  entiers  qui  appartiennent  aux  groupes  A, 
R,  C,  D  par  rapport  à  <y,  en  élevant  G  respectivement  aux  puissances 
4«,  !\n  -h  1,  [\n  -+-  2,  4"  •+-  3.  D'ailleurs  les  puissances  de  G  s'obtien- 
nent en  multipliant  l'argument  par  l'exposant  de  la  puissance,  de  sorte 
que  l'on  a 

G  =  cos h  ©  sin 


7—1        f        7—1 

Actuellement  considérons  des  expressions  de  même  genre,  mais  dans 
lesquelles  l'argument,  au  lieu  d'être  un  multiple  de  — — »  soit  un  mul- 
tiple du  quart  de  cet  argument.  La  quantité 

lit  '* 

L  =  cos— - -  + ©sin 


2i7  —  i)  ?(7  — •) 

est  l'une  de  ces  expressions,  elle  est  racine  de 
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et  en  l'élevant  à  la  jouissance  q,  on  a 

T  a  lit  .         '   lit        ~\9  Iqiz  .  lait 

L?  =  I  cos  — r  +  m  sin  —. =  cos  — — r  4-  ©  sin  — —■ r 

L         *(*— i)        r         2(7-ijJ  2(<7-i)        t         2(7-1) 

r     lit         iizi         .   r     1^  iiri 

eeee  cos    -is ;  H +  9  sin    — ■  H ■ 

Mais  si  l'on  observe  que  l'on  a  99  =  ç>,  puisque  <p4  eeee  1  et  que  q  est  de 
la  forme  l\n  +-  1,  on  a  aussi 

T  <7       T  lit      li         T  •  '*      T 

L^eeee    cos +  (û    sin : 

L        M7-i)J         rL        2(7-1)] 

et  en  comparant  les  deux  expressions  de  L*,  et  observant  que  leur 
égalité  subsisterait  encore  si  on  y  changeait  <p  en  —  <p,  on  a 

_          lit                           r        lit                  Irtl 
COS*  — r  EEEE  COS      —. :   H h 

2  ?  — 0  b?-1       2J 


.    r     /»r  /ttT 

siny -        -^=  sin     — ■ ;  H 


a(j  —  1) 


Supposons  ensuite  que  q  soit  de  la  forme  [\n  -+-  3  ;  l'une  des  racines 
primitives  de 

[b)  zi+{  eeeei    (mod.  9), 

peut  être  représentée  par  la  formule 

1                              277  .     .  27T 

/£  EEEE  COS h  l  SU! 


7  +  1  7  +  1 


et  nous  obtiendrons  quatre  groupes  de  nombres  complexes  A,  B,  C, 
D,  en  élevant  h  aux  puissances  de  la  forme  l\n,  l\n-)-  1,  l\n  +  i, 
[\n  +•  3,  et  nous  servant  de  la  formule 


,,              2  lit         .  .      2/77 
A' eeee  cos h  1  sin 


7  +  1  7  -+-  1 

Considérons  ensuite  l'expression  semblable 

lit  .    .         In 

N  EEEE  cos  — h  1  sin 


Tome  XII  (2e  série).  —  Décembre  1867 


2(7  +  1)  7  +  1 

54 
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27t 


mais  dont  l'argument,  au  lieu  d'être  un  multiple  de »  soit  un  mul- 
tiple du  quart  de  cet  argument  ;  en  l'élevant  à  la  puissance  q,  on  a 


N*  =  COS ;  +  /  Slll - • 

2  ( 7  -+-  I J  2(î  +  l) 


r   —  iiz        /ttH      .  .    r   —u        ini 

=  COS       — ; r    -+ +   l  SU)       —. ;    H 

\_2(q-h\)  2j  L2     7  +  1  2- 


et  puisqu'on  a  i'=  /<h+3ee  —  /,  on  a  aussi 


N?  =  cos*--^-—  -  isin« 


2(7+1)  2(y  +  l) 

et  en  comparant  les  deux  expressions  de  N9,  on  obtient 

in  r     /«  /-t 

r  =  COS      — , h 

7  -4-  i  )  l  .2  (  7  -I-  I  I  2  J 

.    r     /«  ini 

m     — • 

2     7+1  2. 


cos7 

2(7 


sur7  — — - — r  = 

2(7  +  1) 


Mais  afin  d'arriver  à  l'uniformité  dans  les  résultats,  nous  adopterons 
pour  base  la  racine  primitive 

/  2  7T  .     .  2  -K  2  7T  .      .        2  7T 

A  =  cos /  sin =  cos h  /  sin > 

7  -H  i  7+1  7  -I-  i  7  +  1 

pour  laquelle  on  a 

k~=  -  ï. 
Élevons  h  à  la  puissance  l,  nous  aurons 

7/  —  xlr.  .    .      —  2/tt 

IV  ==  COS ■ h  J  Slll j 

7+i  7+1 

et  pour  avoir  toutes  les  racines  de  la  congruence  (A),  on  donnera  à  /  les 
valeurs  o,  ï,  2,...,  q,  et  cette  racine  appartient  aux  groupes  A,  B,  C 
ou  D  suivant  que  l  est  de  la  forme  l\n,  /^n  +  1 ,  [\n  +  1  ou  f\n  +  3. 
Ensuite  si   on   élève  à  la  puissance  q  les  nombres  goniométriques  de 


l'arc — ■ — ri  on  voit  que  l'argument  s'accroît  de  —  ;  et  on  a 

2  (a  -f-  i  n  °  2  ' 
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,    - — r?  on 

2(7-1-1) 

COS9    —, =  COS       — ; r    H ■ 

r  =  sin     — 1 ■ 

-M)  L^ly  +  i)        2J 


SUT1 


2(7  + 


On  conclut  de  là  :  soit  l'arc  ±  — - — - — -  où  Von  prend  les  signes 

2  (ï  +  i)  r  & 

supérieurs  ou  les  signes  inférieurs ,  selon  que  q  =  4'*  -+-  1  ow  4^  -+-  3»  ** 
ow  e/è^e  les  sinus  et  cosinus  goniométriques  de  cet  arc  à  la  puissance  q, 

on  ne  fait  qu  accroître  l'argument  de 


lit 


Introduction  de   l'angle  v  dans  l'expression  des  quatre  périodes  de 
la  congruence  — — -  =  o  (mod.q). 

J8.   Nous  avons  introduit  dans  l'expression  des  périodes  de  l'équa- 
tion 

xv  —  1 
=  o 


un  arc  v  incommensurable  avec  la  circonférence,  et  dont  la  tangente 
est  rationnelle  et  déterminée  par  l'équation 


taneu  =  -• 
D  a 

Dans  le  cas  de  p  —  8/i-f-i ,  les  quatre  périodes,  avec  leur  ordre  circu- 
laire, sont  données  par  la  formule 

(  I  )  W(A)  =  —    7  —    t ; 7— r-      I+2COS  

v     ;  4  4  <-'Os(u  -+-  kit)    \  2 


et  si  p  est  de  la  forme  8/2  -4-  5,  leurs  expressions  sont 

2  W(A)  =  —   y  -r   7 —7-7      I  H-  2  y  —  I  COS - 

v      ;  4  4C0S  [V    -{-  kit)     \  2 
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Or,  d'après  les  conventions  que  nous  avons  faites  et  l'adoption  des 
nombres  goniométriques,  on  peut  employer  les  mêmes  expressions 
pour  les  périodes  de  la  congruence 

=  o     (mod.  a). 

X  I  v  '  ; 

Considérons  d'abord  un  module  q  de  la  forme  [\n  -+-  i.  Le  nombre 
-  (mod.  q)  peut  avoir  pour  valeur  un  des  nombres  o,  i,  2,...,  q  —  i,  ce  , 
excepté  ±9;  car  si  l'on  avait 

-=±f     (mod.  7), 

on  en  conclurait 

b~  -H  a2  =  o     (mod.  q), 

et  p  ne  serait  pas  premier.  Or  les  expressions  algébriques  des  tangentes 
des  arcs 

O,       — J       2 ?       3  >«••?       (0  —  2     » 

Y  —  I  ^  —  1  7  —  1  w  '  q  —  1 

j>rises  suivant  le  module  7,  représentent  tous  ces  nombres  d'après  le 
n°  15;  donc,  v  étant  un  de  ces  arcs,  on  peut  poser 

b  /  -i       \  In 

-  =  tangu  (mod.  7),      v 


q  —  \ 

et  si  l'on  fait 

M  =  cos2u  -+-  <p  sin2t>, 

M  sera  l'un  quelconque  des  nombres  1,  2,...,  7  —  1  d'après  le  même 
numéro,  et  l'on  aura 

,o\  h  '  — M 

(3)  â^^T+m' 

Si  nous  considérons  la  période  ta,  pour  laquelle  k  est  nul,  nous  avons 

1  a        (  w\  <  o 

o)  =  —  -7  —  7 1  +  2  cos  -  si     p  =  0  n  -h  1 , 

4       4C0SU  V  2/ 

w  -:=  —  T  -f-  -7-^ —    [+29  cos  -  )      si     p  =  8  n  -h  5, 
4       4COSy  \  °) 
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Or,  d'après  le  numéro  précédent,  on  a 

(cos^j   =cos(uh-—  Jj     (cosiT/=cos(d  ■+■  In); 

donc,  dans  les  deux  cas,  en  remarquant  que  <f  est  =  ©,  on  a 

y  -+-  /« 
1  -+-  2  COS  


4      4cos  (y  "^  '*] 

al  u  -f-  /ttX 


4      4cos  (y  ■+"  '*■) 
et  par  suite 


(  I  -f-  2  <p  COS  


k?  =  ,.,(0 


On  en  conclut,  d'après  le  n°  12,  que  q  appartient  à  A,  B,  C  ou  D 
par  rapport  à  p,  selon  que  /est  de  la  forme  [\n,  J\n-\-  i ,  /j  n  -f-  2,  4^  -f-  3, 
ou  se/ow  ^we  /e  nombre  entier  (n°  17) 


„_  2/7^  .        2/rr 

M  =  cos h  «p  sin , 

7—i        T         7—1 


de  la  formule  (3),  appartient  à  A,  B,  C  ou  D  /?«/'  rapport  à  q. 

Passons  à  un  module  premier  de  la  forme  4^  +  3.  Les  expressions 

algébriques  des  tangentes  des  arcs  o,  -,  2 »•••>  q  ?  prises 

suivant  le  module  9, représentent  tous  les  nombres  o,  1 ,  2,...,  q—  \ ,  oc  ; 

et  il  en  est  de  même  des  tangentes  des  arcs  o, —  -,  —  2 ?•••) —  : 

?+I  y-1-1  7"4-1 

donc  u  étant  un  certain  arc  de  la  forme 


/- 

D  = 


7  4-  1 

dans  lequel  l  est  un  nombre  entier  compris  de  zéro  à  (/,  on  peut  poser 
(fi)  -==5tangv, 

et  si  Ton  écrit 

cos2u  4-  isin2i>  =  M     (mod.r/), 
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M  sera  l'une  quelconque  des  racines  de 

et  en  prenant  pour  base  la  racine  primitive 

7  2  7f  .     .         2  7T 

/z  =  cos h  i  sin  , 

7  -t-  i  7-4-1 

pour  laquelle  on  a 

A  4  =  -  /, 

M  appartient  (n°  17 )  aux  groupes  A,  B,  C  ou  D,  suivant  que  l  est  de 
la  forme  l\n,  l\n-\-i,  l\n  -+-  2  ou  4?z  +  3,  et  par  l'inlroduction  de  ce 
nombre  dans  la  formule  (n)  on  a 

Y  étant  de  la  forme  l\n  -h  3,  distinguons  les  cas  de  p  =  tin  -+- 1  et  de 
^  =  Sn-+-  5. 

Si  p  est  de  la  forme  8/î-f-i,  on  aura  en  élevant  w  à  la  puissance  q, 
d'après  le  théorème  qui  termine  le  n°  17, 


i  -h  2 cos 


4      4cos  lu  +  '*J 

et  on  a  le  même  résultat  que  lorsque  q  est  de  la  forme  [\n  -+- 1  ;  ainsi 
<y  appartient  à  A,  B,  C  ou  D  par  rapport  à  /?,  selon  que  /  est  de  la 
forme  t\n,  4"  +  T>  4"  ~+~  2  on  4^  -+-  3,  ou  selon  que  le  nombre  M  de 
la  formule  (4)  appartient  aux  groupes  A,  B,  C  ou  D.  Et  dans  cet  énoncé 
on  peut  substituer  —  q  à  -4-7,  en  remarquant  que  ces  deux  nombres 
ont  le  même  caractère  biquadratique  par  rapport  à  p. 

Mais  si  p  est  de  la  forme  8/j-t-  5,  en  élevant  à  la  puissance  qicme  la 
période 

I  <7  /  u\ 

U  ~  —  7  -+-  -. l  -4-  2  l  COS  -     > 

4       4COSu  \  ? 
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et  observant  que  iq  est  =  —  î,  on  obtient 


\>  -+-  lr. 
I  —  Q.I  cos 


4        1  r  .  .       .      \     1    *.  J.    LUS    

4rOS(u  +  /7T)    \  2 


!  -h  2/  COS 


/-f-  2)  tt"! 


4      4cos[y  -+-  (^-^  2)7rJ 

Donc,  suivant  que  l  est  de  la  forme  4«,  4'*  -t-i,  4«  4-  2,  4^  H-  3, 
w9  est  équivalent  à  00",  w'",  w  ou  «',  et  ^  appartient,  suivant  le  module/?, 
à  C,  D,  A  ou  B,  et  comme  —  r  appartient  à  C,  —  q  est  respectivement 
un  des  nombres  A,  B,  C  ou  D. 

Donc  enfin  toutes  les  fois  que  q  est  de  la  forme  [\n  ■+•  3_,  —  q  appar- 
tient à  A_,  B_,  C  ou  D  par  rapport  à  p,  suivant  que  le  nombre  M  de  la 
formule  (4)  appartient  lui-même  aux  groupes  A_,  B_,  Cou  D  des  racines 
de  la  congruence  zç+l  =  1 . 

Il  résulte  de  là  que  les  formules  (3)  et  (4)  détermineront  dans  tous 
les  cas  le  caractère  biquadratique  de  ±  q  par  rapport  à  p. 

Sur  les  quatre  classes  a,  /3,  y,  â  de  valeurs  de  -  (mod.  q). 

19.  G  étant  la  plus  petite  racine  primitive  du  nombre  premier 
q  =  4«  H-  1,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  quatre  classes  de  va- 
leurs du  rapport  -  (mod.  q)  sont  données  par  les  formules 

1  —  G"       n  1  —  G"+'  1  —  G"+2        s 

«=?ttg='  /^ttg^'   1=?ttg^>   *=? 

9-G  4    , 


.    T    G" 


où  il  suffit  de  donner  à  e  les  valeurs  o,  1,  2,...,  - 


7  —  0 


4 


Si  au  contraire  <y  est  de  la  forme  4^  +  3,  alors  parmi  deux  racines 
primitives  conjuguées  quelconques  r  -+-  si  et  r  —  si  de  la  congruence 

zi+i  =i   (mod.  q), 
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choisissons  celle  h  pour  laquelle  on  a 


q^-\ 


h  4  ==  -  î, 

et  nous  avons  pour  les  nombres  des  classes  a,  ]3,  y,  â 

,     .  .  î  —  h*e        n         .  î  —  hie+l  .  î  —  /t"+2         .         .  î 

W83'^    P^ÏTÂ^'    ^'TT***'    *=l 


I  —  &**+ 

en  donnant  à  e  les  valeurs  o,  r,  2,...,  — -. — 

Si  nous  avons  à  distinguer  les  nombres  «,  |3,  7,  c?  les  uns  des  autres, 
nous  représenterons  les  expressions  (1)  par  ae,  fie,  ye,  âe;  ainsi  l'on  a 

1  —  Gu  1  —  G"  1  —  G;(A^ 

«*— ?7T^    «F33*!*©*'    ^^y,  +  G^' 

et  l'on  vérifie  sans  peine  que  l'on  a 

«*  +  «/  

-  =  aA+/, 

I  —  ax«/ 

formule  qui  rappelle  la  tangente  de  la  somme  de  deux  arcs  k  et  /. 

Désignons  par  la  lettre  jut,  des  nombres  (1)  appartenant   à  la  même 
classe,  et  posons 

^=?7Tg^' 

e  étant  variable  et  y  fixe;  nous  aurons 


Considérons  l'expression 


SfoO 


f* 


I  —  a,f* 

et  posons  les  notations 
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il  est  aisé  de  voir  qu'on  aura  en  général 


6" 


fi  +  a, 


*»f* 


et  par  conséquent,   en  formant    successivement  les  nombres   0  a), 

02(fO>  ^3M>  etc>  on  aura  une  suite  de  nombres  appartenant   à  la 

même  classe  que  le  premier^  d'où  l'on  est  parti.  Comme  a7_,  es  o,  on  a 

'i 
'/  —  ' 

6  k    (t)~t, 

et  dès  la  \—-j — ■)       opération,  on  retrouve  les  mêmes  nombres;  mais 

on  aura  obtenu  tous  les  nombres  de  la  classe  à  laquelle  [x  appartient. 
On  a  donc  une  méthode  pour  calculer  les  nombres  (i)  autre  que 
celle  qui  résulte  directement  des  valeurs  posées. 

20.  Cette  méthode  est  aussi  applicable  aux  nombres  (2),  et  offre 
alors  beaucoup  d'avantage  sur  le  calcul  direct,  qui  serait  compliqué 
d'opérations  sur  des  nombres  imaginaires. 

En  effet,  si  l'on  pose 

ha  .  1  —  h"k+J 


ai=lT^nr^    P* 


=  1 


j  étant  égal  à  o,  1,  2  ou  3,  mais  ayant  une  valeur  fixe  ;   on  a  encore  la 
formule  (3),    et  si  l'on  pose  de  plus 

6  [ix)-s=  J — —  > 


<x,= 

.  1  —  h* 

1  ,  +  * 

on 

aura  encore 

0» 

On 

a  aq+, 

~o; 

donc 

la 

suite 

I  —  «u  f* 


?-3 

p,  0(fi),  0*i»,...,   5  <   [ft) 
donne  les  —, —  nombres  qui  appartiennent  à  la  même  classe  que  \x. 

Tome  XII  (i*  série).  —  DÈcmnr.E  18G7.  3-* 


434  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Ayant  calculé  cette  série,  on  peut  prendre  un  des  nombres  o,  i , 
"?.,...,  </  —  i  qui  ne  s'y  trouvent  pas  et  former  une  seconde  suite 

v,  ô(v),  e2(v),...,  0  4  Mi 

qui  donnera  tous  les  nombres  d'une  même  classe.  On  pourra  de  même 
obtenir  les  deux  autres  séries,  et  il  ne  restera  plus  qu'à  les  distinguer; 
or  la  classe  a  contient  le  nombre  zéro,  et  la  classe  7,  comme  la  classe  a, 
est  composée  de  nombres  égaux  et  désigne  contraire  selon  le  module  q\ 
de  sorte  qu'il  n'y  a  plus  à  distinguer  que  la  série  |3  de  la  série  o\  et 
on  arrivera  à  cette  dernière  séparation  en  calculant 

a  .  1  —  // 

r  '  1  +  h 

Disons  maintenant  comment  on  déterminera  «,  et  j34  qui  entrent 
dans  ce  calcul. 

h,  racine  primitive  de  zq+l^i  (mod.o),  appartient  à  une  con- 
gruence  irréductible  du  second  degré  de  la  forme 

h2  —  -irh  -f-  1  ^  o     (mod.  <]), 

la  congruence  étant  irréductible,  r2  —  1  est  un  non-résidu  quadra- 
tique et  par  conséquent  1  —  r2  un  résidu.  Posons 

h  =  r  ■+-  si, 

en  choisissant  pour  s  celle  des  deux  valeurs  de  y/i  —  r2  pour  laquelle 
on  a 

h*     35-f. 

Alors  on  aura  pour  |3, 


C-'t 


.  (1  —  r  —  si)  [1 -i- r — si)  .  fi  —  si)1  — 

l  -. -~, rr  ^  l 


j  +  r+  si)  (1  -I-  r  —  si)  (  1  -t-  r)2  H-  .v: 

Si  l'on  opère  les  réductions  en  se  rappelant  que  s2  =  1  —  r2,  on  a 
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On  a  ensuite,  en  élevant  h  à  la  quatrième  puissance, 

fc4=8r4-  8/-2  +  i-+-4/\î(2r2-  i)  i; 
donc 

.     — 2/-'  -+-  2/- — s(o.r2 —  i)i  s(-?ir''  —  i)  +  2W1 —  r')i 

%  ■. —  21  r - —  —  2  r - — 

(a/-2  —  i  )  [ir2 —  i  +  irsi)    "  (2/-'-i)(2r' — \-{-irsi) 

s  (it'1  —  i )  -+-  2 rs2 i  2 rs 


ir 


2r!  —  i  )  (  2  /•'  —  i  H-  2  /*«■  )  2  r2  —  i 


et  les  deux  quantités  «,  et  j3,  sont  obtenues,  dégagées  de  toutes  les 
imaginaires. 

Applications.  —  i°  Soit  q  =  5;  la  plus  petite  racine  primitive  de  5 
est  G  =  2;  on  a  donc  <p  =  2,  puis 

a=o,     ê=i,      y  =  oo  ,      $  =  4; 

donc  5  appartient  à  A,  B,  C  ou  D,  selon  le  module  /?,  suivant  que 
-  est  congru  à  o,  i,  oo  ou  4  suivant  le  module  5. 
2°  Soit  q  =  i3;   on  a  G  =  2,  <p  =  8  et 

a  =  o,     g,        4»  P  =  6,    il,    12; 

y  =  3,      »  ,    io;  â  =  i,      2,      7. 

On  en  conclut  le  caractère  de  i3. 

Les  nombres  précédents  sont  de  la  forme  [\n  -+-  1  ;  considérons  des 
nombres  de  la  forme  [\n-\-  Z. 

3°  Si  q  est  égal  à  3,  on  a  A=-  i  qui  satisfait  à  la  condition 

h  4   =A=  —  /     (mod.  3), 

et  on  en  conclut   a,  =  o,  j3,  =  2;    on  a  donc 

a  =  o,     j3  =  2 ,     y  =  oo,     c?=i. 

55.. 
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Ainsi  —  3  appartient  à  A,  B,  C  ou  D,  selon  le  module  p,  suivant  que 

-  est  congru  à  o,  2,  ce  ou  1  suivant  le  module  3. 

4°  Soit  q  =  7;   h  =  —  2-f-  2/  est  racine  primitive  de  la  congruenee 

/*8=  1      (mod.  7), 

et    satisfait  de   plus   à  la  condition  hr~,  —  i\    on  a   donc  a,  =  00  , 
j3,  =  5  ;   puis 

a  =  o,  oc  ;        /3  =  5 ,  4  î        y  =  1 ,   6  ;        c?  =  3 ,   2 . 
5°  Soit  <7  —  1  1  ;    h  =  —  3  -+-  5i  est  racine  primitive  de 
/?12  =  1      (mod.  1  1), 

et  l'on  a   /?.  /(    =  h3  =  —  1  ;    donc  a,  =  6,   jS,  =  3,   et  l'on  obtient 

«  ===  o,     6,   5;  jS  =  3,  4»      1  î 

7  =  oc  ,  2,  9;  tf  =  8,   7,    10. 

Le    caractère    biquadratique    des    nombres    premiers    suivants    est 
indiqué  par  les  tableaux  ci-dessous  : 

q=  17. 

a  =  o,    1,    16,   00  ;  /3  =  2,  6,     8,    i4; 

y  —  5,   7,    10,    1 2;  $  =  3,  9,   11,    1 5. 

-?=-  19. 

a  =  o,  2,     5,    1/4,    17;  |9  =  3,  7,   u,   i3,   18; 

7  — /|,   9,    10,    i5,    oc  ;  tf=i,   6,   H,      12.    16. 

—  r/  =  —  23. 

a  =  o,   7,   10,    i3,    16,   00;         ]3  =  2,  3,     4?    •'>    *5>    17; 
7=1,   5,     9,    \l\,   18,   22;         c?  =  6,  8,    12,    19,  20,   21. 
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q  =  29. 

a  =  o,  9,  11,  i/j,  i5,  18,  20; 

j3  =  7,  19,  23,  24,  25,  26,  28; 

y  =  2,  8,  i3,  16,  21,  27,  oo  ; 

c?  =  1 ,  3,  l\,  5,  6,  10,  22. 

—  q  =  —  3i . 

«  =  o,  I,  7,  9,    22,  24,  3o,  ce; 

jS  =  5,  6,  8,  11,   12,  i4j  18,  27; 

y  =  2,  3,  10,  i5,   16,  21,  28,  29; 

d  =  4,  i3,  17,  19,   20,  23,  25,  26. 

7  =  37. 

U  =  O,     IO,     12,     l4,     l5,     22,     23,     25,     27; 

/3  =  1  2,  7,  9,  i3,  16,  19,  20,  33; 
y  =  3,  5,  8,  11,  26,  29,  32,  34,  °c  ; 
<?  =  4,  17,   18,  21,  24,  28,  3o,  35,  36. 

q  =  4i- 

a  =    o,  2,  11,  i5,  20,  21,  26,  3o,   39,  ce  ; 

■|S=    4,  5,  8,  10,  i3,  16,  22,  23,  24,  29; 

y  =    1,  3,  6,  7,  i4,  27,  34,  35,  38,  40: 

â  =  12,  17,  18,  19,  25,  28,  3i,  33,  36,  37. 

-y  =  -43. 

1 

a  —  o,  10,  11,  12,  i4?  i5,  28,  29,  3i,   32,  33; 

/S  =  1 ,  2,  5,  7,  16,  19,  22,  26,  34,  35,  37; 

y  =  3,  4,  i3,  18,  20,  23,  25,  3o,  3g,  l\o,  ce; 

c?  =  6,  8,  9,  17,  21,  24,  27,  36,   38,  4>7  42. 
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-?  =-47- 

oc  —  o,  l,  4?  IO,  12,    i/|,    33,  35,  37,  43,   4G,   ^c; 

|3  =  3,  1 3,  (5,  18,  19,  21,  24,  23,  3i,  38,  4^>  45; 

7=6,  7,  8,  11,  17,  20,  27,  3o,  36,  39,  4o,  41; 

tf  =  2,  5,  9,  16,  22,  23,  2G,  28,  29,  32,  34,  44- 
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